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Vorwort  zur  zweiten  Auflage. 


In  dem  vorliegenden  Buche  werden  die  von  dem  Gesetze  der 
virtuellen  Yerschiebungen  und  den  Lehrsätzen  über  die  Formände- 
rungsarbeit ausgehenden  Methoden  der  Festigkeitslehre  im  Zusammen- 
hange vorgetragen.  Die  zur  Erläuterung  der  allgemeinen  Beziehungen 
zwischen  den  äußeren  und  inneren  Kräften  gewählten  Aufgaben  sind 
größtenteils  der  Statik  der  Bauwerke  und  hier  wiederum  der  Theorie 
der  statisch  unbestimmten  Träger  entlehnt  worden;  sie  beziehen  sich 
meistens  auf  schwierigere,  zum  Teil  aber  auch  auf  solche  einfachere 
Fälle,  die  in  anderer  Weise  ebenso  kurz  —  und  vielleicht  noch  kürzer  — 
behandelt  werden  können,  die  aber  mit  aufgenommen  wurden,  weil 
die  Gewinnung'  bekannter  Ergebnisse  auf  neuen  Wegen  besonders  ge- 
eignet sein  dürfte,  den  Leser  schnell  mit  den  fraglichen  Verfahren 
vertraut  zu  machen,  wie  demi  überhaupt  sämtliche  Aufgaben  vor- 
nehmlich darauf  hinzielen,  die  gegebenen  Gesetze  streng  zu  beweisen 
und  in  möglichst  lehrreicher  Art  zu  erklären,  nicht  aber,  die  Theorie 
einer  beschränkten  Anzahl  von  Fällen  bis  ins  einzelne  auszufeilen. 
Es  sind  deshalb  die  meisten  Aufgaben  über  statisch  unbestimmte 
Träger  nur  so  weit  durchgeführt  worden,  bis  die  statische  Unbestimmt- 
heit gehoben  war,  da  gerade  die  einheitliche  Berechnung  der  an 
Elastizitätsgleichungen  gebundenen  äußeren  und  inneren  Kräfte  neben 
einer  übersichtlichen  Darstellung  der  Formänderungen  das  Feld  bilden, 
auf  welchem  das  Vorgetragene  erfolgreich  zu  verwerten  ist. 

Besonders  eingehend  wurde  die  Aufsuchung  der  Einflußlinien 
für  die  statisch  nicht  bestimmbaren  Größen  ebener  Träger  behandelt, 
wozu  es  nötig  war,  die  —  vielfach  erweiterten  und  vereinfachten  — 
Gesetze  über  die  Biegungslinie  (elastische  Linie)  abzuleiten,  um  mit 
deren  Hilfe  die  Berechnung  der  gesuchten  Einflußlinien  in  besonders 
übersichtlicher  Weise  auf  die  Berechnung  von  Momentenlinien  für 
einfache  Balken  zurückführen  zu  können. 

Trotzdem  sich  das  Buch  an  reifere,  mit  den  Grundzügen  der 
Festiffkeitslehre  und  der  Statik  der  Bauwerke  bereits  veiiraute  Leser 


—     IV     — 

■wendet,  und  sein  Umfang  durch  Voranstellung  der  im  §  23  ent- 
haltenen allgemeineren  Untei-suchungen  etwas  hätte  gekürzt  werden 
können,  ei-schien  es  ratsam,  mit  der  Betrachtung  des  übersichtlichsten 
Falles  —  der  Theorie  des  Fachwerks  —  zu  beginnen,  und  auch  im 
zweiten  Absciinitte  der  schärferen  Untersuchung  einfach  gekrümmter 
Stäbe  diejenigen  vereinfachten  p]ntwicklungen  vorauszuschicken,  die 
beispielsweise  im  Hochbau  und  Brückenbau  bei  der  Berechnung  von 
Bogenträgern  stets  Anwendung  finden,  da  hier  den  Vorbedingungen 
der  genaueren  Theorie  nur  sehr  unvollkommen  entsprochen  wird. 

Die  Ableitung  des  Gesetzes  der  virtuellen  Verschiebungen  für 
den  elastischen  Körper  wurde,  da  sie  den  meisten  Lesern  aus  der 
Mechanik  geläufig  sein  dürfte,  in  einen  Anhang  verwiesen,  der  auch 
geschichtliche  Angaben  und  Anführung  einschlägiger  Schriften  enthält. 

Auf  die  in  diesem  Buche  gebotenen  eigenen  Untersuchungen 
brauclie  ich  Kenner  der  Literatur  nicht  besonders  hinzuweisen. 

Berlin  1893*). 

H.  Müller-Breslau. 


Vorwort  zur  dritten  Auflage. 


Die  vorliegende  dritte  Auflage  untei-scheidet  sich  von  der  zweiten 
Auflage  hauptsächlich  durch  die  eingehendere  Behandlung  des  statisch 
bestimmten  Fachwerks.  Insbesondere  hoffe  ich,  daß  der  an  den 
Schluß  des  Buches  gestellte  Abschnitt  über  das  räumliche  Fachwerk, 
der  eine  abgerundete  Wiedergabe  einiger  vom  Verfasser  in  einer 
Keihe  kleinerer  Abhandlungen  veröffentlichten  Untersuchungen  ent- 
hält, manchem  willkommen  sein  wird.  Denn  trotzdem  es  sich  beim 
Fachwerk  nur  um  die  Auflösung  von  Gleichungen  ersten  Grades 
handelt,  also  um  eine  in  mathematischer  Beziehung  sehr  einfache  Auf- 
gabe, so  begegnet  man  doch  gerade  bei  der  Berechnung  räumlicher 
Fachwerke  häufig  recht  umständlichen  und  weitläufigen  Verfahren. 
Die  Anwendungsbeispiele  sind  auf  das  notwendigste  Maß  beschränkt 
worden;  eine  ausführlichere  Behandlung  dieses  Gebietes  wird  der 
dritte  Band  meiner  „Graphischen   Statik"  bringen.     Immerhin  genügt 


")  Die  erste  Auflage  ei-schien  1886. 
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das  in  diesem  Buche  Gebotene  für  die  Berechnung  jedes  räumlichen 
Fachwerks. 

Der  übrige  Teil  des  Buches  ist  sorgfältig  durchgesehen  und  ver- 
bessert worden.  Zu  großem  Danke  bin  ich  Herrn  Ingenieur  Müllenhoff 
in  Lauchhammer  verpflichtet,  der  mich  bei  dieser  Durchsicht  und 
beim  Lesen  der  Korrekturen  unterstützt  hat. 

Berlin  1904. 

H.  Müller-Breslau. 


Vorwort  zur  vierten  Auflage. 

Die  aus  der  vorigen  Auflage  übernommenen  Teile  des  Bucheg 
sind  sorgfältig  durchgesehen  und  durch  Aufnahme  einiger  Aufgaben 
erweitert  worden. 

!N"eu  hinzugetreten  ist  ein  Abschnitt  über  Knickfestigkeit  und 
einseitig  gedrückte  einteilige  und  gegliederte  Stäbe.  Dieser  wichtige 
Teil  der  Festigkeitslehre  ist  vor  kurzem  durch  Bauunfälle  in  den 
Vordergrund  getreten  und  hat  zu  umfangreichen  Erörterungen  in 
Fachzeitschriften  geführt.  Auch  der  Yerfasser  hat  sich  hieran  be- 
teiligt und  legt  im  letzten  Abschnitt  seine  Arbeiten  auf  diesem  Gebiete 
in  erweiterter  Form  vor.  Besonders  wichtig  erschien  ihm  eine  aus- 
führliche Untersuchung  einseitig  gedrückter  gegliederter  Stäbe;  sie 
hat  bisher  gefehlt. 

Tor  hole  am  Gardasee,  Ostern  1913. 

H.  Müller-Breslau. 
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I.   Abschnitt. 

Theorie  des  ebenen  Fachwerks. 

§  1- 
Allgemeines  über  das  ebene  Fachwerk. 

1)  Ein  Fachwerk  ist  eine  Yerbindiiug  von  Stäben,  welche  in  den 
Knotenpunkten,  d.  h.  in  den  Punkten,  in  denen  mehrere  Stabachsen 
zusammentreffen,  durch  reibungslose  Gelenke  miteinander  befestigt  sind. 
Greifen  alle  äußeren  Kräfte  in  den  Knotenpunkten  an  (was  streng- 
genommen nur  bei  gewichtslosen  Stäben  möglich  ist),  so  tritt  in 
jedem  Stabe  eine  mit  seiner  Achse  zusammenfallende  Spannkraft  auf, 
welche  positiv  oder  negativ  angenommen  werden  soll,  je  nachdem  sie 
Zugspannungen  oder  Druckspannungen  hervorbringt.  Liegen  alle  Stab- 
achsen und  äußeren  Kräfte  in  derselben  Ebene,  so  heißt  das  Fachwerk 
ein  ebenes. 

Wir  betrachten  das  ebene  Fachwerk  unter  der  Voraussetzung,  daß 
die  äußeren  Kräfte  sowohl  für  sich  allein  als  auch  mit  den  inneren 
Kräften  im  Gleichgewicht  sind,  und  daß  es  zulässig  ist,  die  durch  die 
Elastizität  der  Fachwerkstäbe  und  der  das  Fachwerk  stützenden  fremden 


Fig.  1. 

Körper  bedingten  Formänderungen  als  verschwindend  klein  aufzufassen. 
Es  dürfen  in  diesem  Falle  in  die  Gleichgewichtsbedingungen  alle  Hebel- 

MüUer-Breslau,  Festigkeitslehre.    4.  Aufl.  1 


arme  und  die  Xeif^^unorswiukel  der  Stäbe  mit  denjenigen  Werten  ein- 
ireführt  werden.  Avelche  dem  spanniingslosen  Anfangszustande  des  Facli- 
werks  entsprechen. 

Die  äußeren  Kräfte  sind  teils  gegeben  und  sollen  dann  Lasten 
heißen  und  mit  P  bezeichnet  werden,  teils  bestehen  sie  aus  den  zu 
suchenden  Widerständen  C  der  das  Fachwerk  stützenden  Körper.  Die 
Stützpunkte,  auch  Auflager  genannt,  können  bewegliche  oder  feste 
sein.  Ein  bewegliches  Auflager  entsteht,  sobald  ein  Knotenpunkt  ge- 
zwungen wird,  auf  einer  gegebenen  Linie  zu  bleiben,  an  der  Bewegung 
längs  dieser  Linie  aber  durch  den  Zusammenhang  mit  dem  Fachwerke 
gehindert  wird;  der  Stützenwiderstand  wirkt,  wenn  keine  Reibung  auf- 
tritt, senkrecht  zu  dieser  Bahn,  seine  Richtung  ist  gegeben,  seine  Größe 
wird  gesucht*). 

Von  dem  Widerstände  eines  festen  Auflagers  ist  hingegen  sowohl 
die  Größe  als  auch  die  Richtung  unbekannt,  er  möge  bei  der  Her- 
leitung der  allgemeinen  Gesetze  durch  zwei  Seitenkräfte  bestimmt 
werden. 

Die  nach  festen  Richtungen  wirkenden  Seitenkräfte  der  Stützen- 
Aviderstände  lassen  sich  auch  als  die  Spannkräfte  in  Stäben  deuten, 
welche  die  fraglichen  Stützpunkte  mit  außerhalb  des  Fachwerks  ge- 
legenen festen  Punkten  verbinden  und  Auf  lagerstäbe  genannt  werden. 
Einem  beweglichen  Auflager  entspricht  ein  AuHagerstab,  zu  einem  festen 
gehören  xicci  Stäbe. 

Die  Einführung  der  Auflagerstäbe  gestattet  eine  sehr  kürze  Dar- 
stellung allgemeiner  Untersuchungen;  es  liegt  nur  eine  Art  von  Un- 
bekannten vor,  man  hat  nur  noch  mit  Stabkräften  zu  tun. 

Bedeutet  nun  ii'  die  Anzahl  der  beweglichen  Auflager, 
n"    ..         ..         .,     festen  „ 

r      ..         ..         .,     Fachwerkstäbe, 
so  sind  11  -\-2n"  -\-r  Unbekannte  zu  berechnen  und  hierzu  stehen, 
bei  k  Knotenpunkten,   2k  Gleichgewichtsbedingungen  zur  Verfügung. 

Bezieht  man  nämlich  das  Fachwerk  auf  ein  rechtwinkliges  Koor- 
dinatensystem (a;,  y)  und  bezeichnet  mit  Q^„  und  Q,j„  die  parallel  den 
Koordinatenachsen  gebildeten  Seitenkräfte  der  im  Knotenpunkte  m  an- 
greifenden äußeren  Kraft  Q„  (welche  gegebene  Last  oder  unbekannte 

Auflagerkraft  sein  kann),  ferner  mit  S^^  S^ 'S^  die  Spannkräfte 

in    den  von  m  ausgehenden  Stäben  und    mit  ol^^   a.^ a^  die 


*)  Reibungswiderstände  an  den  beweglichen  Auflagern  dürfen  wir  hier  aus- 
schließen. Bei  großem  Reibungskoeffizienten  kann  ein  bewegliches  Lager  zu  einem 
festen  werden;  tritt  Bewegung  ein,  so  ist  der  Reibungswiderstand  in  bestimmter 
"^eise  von  dem  Normaldrucke  auf  die  Auflagerbahu  abhängig;  wir  zählen  ihn  in 
diesem  Falle  zu  den  Lasten,  über  deren  (xröße  ja  nichts  vorausgesetzt  zu  werden 
braucht. 


Neigungswinkel  dieser  Stäbe  gegen  die  ./--Achse,  so  ergeben  sich  die 
beiden  Gleichgewichtsbedingungen : 

r  a«  +  i  Ä  cos  a  =  0 

m  : 

[  Q^,„  +  2 .?  sin  a  =  0, 
1 

und  zwei  solcher  Gleichungen  ersten  Grades  lassen  sich  für  jeden  Knoten- 
punkt aufstellen. 

Ist  nun  n  -\-2n' -\-r^2k^  so  ist  es  nicht  möglich,  die  Un- 
bekannten lediglich  mit  Hilfe  der  Gleichgewichtsbedingungen  zu  be- 
rechnen, und  das  Fachwerk  heißt  ein  statisch  unbestimmtes. 

Ist  «' -j- 2;^" -|-r  <^  2/i-,  so  kann  im  allgemeinen  kein  Gleich- 
gewicht zwischen  den  äußeren  und  inneren  Kräften  bestehen;  das 
Fachwerk  ist  beweglich. 

Ist  aber  r  -\-n'  -\-2  n"  =  2  k.  und  besitzt  die  aus  den  Koeffi- 
zienten der  linearen  Gleichungen  (1)  gebildete  Determinante  D  einen 
von  Null  verschiedenen  Wert,  so  lassen  sich  die  unbekannten  Stab- 
kräfte für  jeden  Belastungszustand  eindeutig  durch  die  gegebenen 
Lasten  P  ausdrücken.  Ein  solches  Fachwerk  heißt  ein  statisch  be- 
stimmtes. Die  einzelnen  Teile  eines  solchen  Fachwerks  können  nicht 
gegeneinander  bewegt  werden,  weil  die  Gleichungen  (1)  aussprechen, 
daß  an  jedem  Knotenpunkte  für  jede  Angriffsweise  Gleichgewicht 
besteht. 

Die  Untersuchung  der  Determinante  D  ist  umständlich,  aber  auch 
entbehrlich,  da  sich  die  Frage  nach  der  statischen  Bestimmtheit  stets 
schnell  und  sicher  durch  den  Versuch  entscheiden  läßt,  die  unbekannten 
Spannkräfte  für  einen  ganz  allgemeinen  Belastungszustand  eindeutig 
zu  bestimmen.  Meistens  werden  hierzu  die  bekannten  Berechnungs- 
verfahren ausreichen;  für  verwickeitere  Fälle  aber  möge  der  folgende, 
immer  zum  Ziele  führende  Weg  angegeben  werden. 

Man  verwandle  das  fragliche  Fachwerk  durch  Beseitigung  von 
Stäben  und  Hinzufügung  von  ebensoviel  neuen  Stäben,  welche  kurz 
Ersatzstäbe  genannt  werden  sollen,  in  ein  Stabgebilde,  dessen  statische 
Bestimmtheit  und  Unbeweglichkeit  außer  allem  Zweifel  steht,  und  dessen 
Spannkräfte  und  Auflagerwiderstände  sich  auf  möglichst  einfache  Weise 
ermitteln  lassen.  Die  Spannkräfte  der  beseitigten  Stäbe  bringe  man  an 
dem  neuen  Fachwerke   als  äußere  Kräfte  an;   sie  mögen  mit  Z„,  Z^,, 

Z,,, Z„  bezeichnet  werden.     Hierauf  stelle  man  die  Spannkräfte 

des  neuen  Fachwerks  als  Funktionen  der  gegebenen  Lasten  P  und  der 
vorläufig  unbekannten  Kräfte  Z  dar.  Sie  erscheinen,  da  alle  Gleicli- 
gewichtsbedingungen  vom  ersten  Grade  sind,  in  der  linearen  Form 

(2)  5  =  ©„  +  ©„Z„  +  ®,Z,  +  @,Z.  + +  ©„Z„, 

1* 
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wobei  <Bo  denjenigen  Wert  bedeutet,  welchen  <B  annimmt,  sobald  sämt- 
liche Kräfte  Z  gleich  Null  gesetzt  werden,  sobald  also  nur  die  Lasten 
P  auf  das  neue  Fachwerk  einwirken.  "Weiter  bedeutet  ©„  den  Wert 
von  tS  für  den  Fall,  daß  alle  Lasten  P  verschwinden,  desgleichen  die 

Kräfte  Z,,.  Z, Z„,  während  die  beiden  Kräfte  Z„  die  Größe  1 

annehmen,  eine  Belastungsweise,  Avelche  Avir  kurz  den  Zustand  Z„  =  1 
nennen  wollen;  und  ganz  ebenso  lassen  sich  die  Ziffern  @j,,  ©,.,  .  .  .  ©„ 
als    die  Spannkräfte    für    die   Zustände  Zk=l.  Z^^l,  .  .  .  Z„=l 

auffassen.    Die  Ziffern  ©„,  ©j,  ©„ ©„  sind  unabhängig  von  den 

Lasten  P,  während  die  Spannkräfte  @<,  für  jeden  neuen  Belastungsfall 
von  neuem  ermittelt  werden  müssen. 

Setzt  man  schließlich  die  Spannkräfte  in  den  Ersatzstäben  gleich 
Null,  so  erhält  man  ebensoviel  Gleichungen  ersten  Grades,  als  Kräfte  Z 
vorhanden  sind,  ist  also  imstande,  die  letzteren  zu  berechnen.  Das 
Fachwerk  ist  statisch  bestimmt,  sobald  die  Nennerdeterminante  jener 
Gleichungen  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  besitzt. 

Werden  also  die  Spannkräfte  in  den  Ersatzstäben  mit  Y\  Y'\ 
Y"\  ...}'"•  bezeichnet  so  lauten  die  Bedingungen  zur  Berechnung 
der  Spannkräfte  Z: 

Y'  =  y:  +  r;z„  +  y:z,  +  y:z,  + +  rjz,„  =  o 

Y"  =  y:  +  y:'z„  +  iv'z,  +  y:'z,  + +  ir^«= o 


(3) 


Y-  =  }':+  r:z„4-  rrz,+  f:z,  +  ...  +  yzz„  =  o. 

Das  Fachwerk  ist  statisch  bestimmt  sobald 

'  y:  y:  y'..  yj  \ 


(4)  D  = 


y:  y;'  y: ...y, 
y:  }':  r: . . .  y 


0  ist. 


Die  Verwandlung  eines  Fachwerks  in  ein  anderes,  leicht  zu  be- 
rechnendes, bietet  selbst  in  den  verwickeltesten  Fällen  nicht  die  ge- 
ringsten Schwierigkeiten.  Es  sei  beispielsweise  die  Aufgabe  gestellt, 
die  Spannkräfte  eines  Fachwerks  lediglich  durch  wiederholte  Lösung 
der  Aufgabe  zu  bestimmen,  eine  gegebene  Kraft  nach  zwei  Richtungen 
zu  zerlegen.  Es  dürfen  dann  an  einem  Knotenpunkte  nur  zwei  un- 
bekannte Stabkräfte  vorkommen;  ihre  Werte  erhält  man,  indem  man  die 
Mittelki'aft  der  am  Knotenpunkte  angreifenden  bekannten  Kräfte  nach 
den  Richtungen  der  beiden  Unbekannten  zerlegt.  Ist  es  nun  nicht 
möglich,  so  von  Knotenpunkt  zu  Knotenpunkt  zu  gehen,  daß  man  an 
jedem  Knotenpunkte  immer  nur  zwei  unbekannten  Stabkräften  begegnet, 
so  beseitige  man  die  überzähligen  Stäbe  und  rechne  ihre  Spannkräfte  Z 
zunächst  zu  den  gegebenen  Lasten.    Man  wird  dann  auch  auf  Knoten- 


punkte  stoßen,  an  denen  Stäbe  fehlen,  weil  ja  das  Fachwerk  nur  die 
erforderliehe  Stabzahl  besitzt  —  was  gleich  zu  Beginn  der  Unter- 
suchung festgestellt  worden  ist.  An  diesen  Knotenpunkten  werden 
nun  die  Ersatzstäbe  angebracht.  Dabei  ist  es  keineswegs  notwendig,  die 
Ersatzstäbe  zwischen  zwei  Knotenpunkten  einzuziehen.  Diese  Stäbe 
dürfen  auch  nach  außerhalb  des  Fachwerks  liegenden  festen  Punkten 
geführt  werden;  ihre  Richtungen  w^erden  so  gewählt,  daß  möglichst  ein- 
fache und  übersichtliche  Rechnungen  und  Kräftezerlegungen  entstehen. 
Die  folgenden  Beispiele  werden  genügen,  das  beschriebene  all- 
gemeine A^erfahren  zu  erläutern. 


Fig.  2. 


1.  Beispiel.  An  der  in  Fig.  2  dargestellten  Fachwerkscheibe 
mögen  sich  gegebene  äußere  Kräfte  das  Gleichgewicht  halten.  Es  soll 
der  Weg  zur  Bestimmung  der  Spannkräfte  angegeben  werden.  Da 
die  äußeren  Kräfte  im  Gleichgewicht  sein  sollen,  so  dürfen  sie  nicht 
willkürlich   angenommen    werden;    sie  müssen  vielmehr  drei  Gleich- 


.ircwichfcsbodiiigungen  erfüllen.  Von  den  2h-  Gleichgcwichtsbediugimgen 
zwisclien  den  äußeren  und  inneren  Kräften  des  Fachwerks  stehen  also 
zur  Berechnung  der  Spannkräfte  nur  noch  21:  —  3  voneinander  un- 
abhängige Gleicliungen  zur  Verfügung;  die  ausreichende  und  erforder- 
liche Anzahl  der  Stäbe  ist  also  2J:  —  3.  Diese  Bedingung  ist  erfüllt; 
es  ist  k  =  25,  und  die  Stabzahl  beträgt  47  =  2  •  25  —  3. 

An  keinem  Knotenpunkte  kommen  weniger  als  drei  Stäbe  vor. 
Beginnen  Avir  beim  Knotenpunkte  a  und  setzen  wir  die  Spannkraft  Z„ 
des  Stabes  ab  als  bekannt  voraus,  so  sind  wir  imstande,  der  Reihe 
nach  an  den  Knotenpunkten  6,  c,  d,  c  die  Spannkräfte  in  den  Stäben 
1,  2,  3,  4,  .  .  .  bis  10  zu  bestimmen,  denn  wir  begegnen  an  jedem 
dieser  Knotenpunkte  immer  nur  zwei  Unbekannten.  An  welcher  Stelle 
der  zu  Z„  gehörige  Ersatzstab  eingezogen  wird,  lassen  wir  noch  un- 
entschieden. Wir  gehen  nun  zum  Knotenpunkte  /",  führen  den  Stab 
fm  als  Stab  Z^  ein,  ermitteln  die  Spannkräfte  in  den  Stäben  11,  12, 
13  und  14,  wählen  am  Ivnotenpunkte  h  den  Stab  hi  zum  Stabe  Z^, 
bestimmen  hierauf  15,  16,  17,  18,  usw.  bis  42  und  gelangen  so 
zum  Knotenpunkte  u\,  wo  zum  ersten  Male  ein  Stab  fehlt,  denn  es 
ist  dort  nur  die  Spannkraft  des  Stabes  43  unbekannt,  während  zwei 
Gleichgewichtsbedingungen  zur  Verfügung  stehen.  Hier  wird  also  der 
erste  Ersatzstab  erforderlich.  Im  vorliegenden  Falle  sind  nur  noch  die 
wenigen  Knotenpunkte  n\  x,  y,  z  übrig  geblieben ;  sie  sind  nur  durch 
zwei  Stäbe  tvx  und  xy  mit  unbekannten  Spannkräften  verbunden  und 
lassen  sich  durch  drei  Stäbe  Y',  T'\  Y'"  zu  einem  statisch  be- 
stimmten Fachwerke  der  einfachsten  Art  vereinigen.  Damit  sind  die 
den  drei  Stäben  Z„,  Zj,  Z^  entsprechenden  Ersatzstäbe  gefunden.  Man 
erkennt  daß  das  neue  Fachwerk,  in  welches  das  gegebene  Fach  werk 
verwandelt  worden  ist,  aus  einem  Dreiecksystem  wxyx  besteht, 
an  das  die  übrigen  Knotenpunkte  in  der 
Reihenfolge  v,  u,  t^s^r.  .  .  c,  6,  a  zweistäbig 
angeschlossen  sind.  Daß  dieses  Verfahren  selbst 
in  den  schwierigsten  Fällen  zum  Ziele  führt, 
bedarf  keines  weiteren  Beweises. 

In  Fig.  3  haben  wir  noch  den  Fall  dar- 
gestellt, wo  der  am  Knotenpunkte  w  erforder- 
liche erste  Ersatzstab   Y'  in  einem  beliebigen 
festen  Punkte  w'  endigt.     Von  den  in  tv  an- 
p-ig_  3.  greifenden  Stabkräften  S  ist  nur  noch  /S^g  un- 

bekannt. Es  empfiehlt  sich,  dem  Stabe  Y'  die 
Richtung  einer  der  bekannten  Kräfte  zu  geben ;  wir  wählten  in  Fig.  3 
die  Richtung  von  S^^.  Die  beiden  Gleichgewichtsbedingungen  für 
den  Knotenpunkt  iv  liefern  dann  die  beiden  Werte  S^^  und  Y' —  S^^. 


Dieser  Vorgang  Läßt  sich  auch  in  folgender  \Yeise  beschreiben.  Man 
läßt  den  Stab  iviv'  weg  und  betrachtet  dafür  außer  *S'43  noch  eine 
der  beiden  bereits  bekannten  Stabkräfte  als  Unbekannte,  beispiels- 
weise Ägj.  Den  für  S^-^  gewonnenen  Wert  setzt  man  nun  dem- 
jenigen gleich,  den  das  Kräftepolygon  des  Knotenpunktes  s  für  S^^ 
geliefert  hat.  Die  auf  diese  Weise  erhaltene  Gleichung  zur  Be- 
rechnung der  Z- Kräfte  stimmt  natürlich  genau  mit  der  Bedingung 
y  =  0  überein.  Ich  muß  dies  hervorheben,  weil  von  anderer  Seite 
diese  zweite  Darstellungsweise  eines  und  desselben  Vorganges  zu  einem 
neuen  Yerfahren  erhoben  und  sogar  gegen  mein  allgemeines  Ersatz- 
stabverfahren ausgespielt  worden  ist*),  trotzdem  ich  bereits  im  Jahr- 
gange 1891  des  Zentralblatts  der  Bauverwaltung  (Seite  440,  Abb.  20 
u.  21)  den  nach  einem  festen  Punkte  gehenden,  beliebig  gerichteten 


Fifi-.  4  a  und  l». 


Ersatzstab  eingeführt  und  auch  das  zweckmäßige  des  Zusammen- 
fallens  seiner  Richtung  mit  der  Richtung  eines  wirklich  vorhandenen 
Stabes  durch  ein  Beispiel  erläutert  habe. 

Ein  anderes  Yerfahren  ist  das  folgende:  Am  Knotenpunkte  iv 
ist  nur  noch  die  eine  Stabkraft  S^^  unbekannt,  während  zwei 
Gleichgewichtsbedingungen  erfüllt  werden  müssen;  die  eine  Gleich- 
gewichtsbedingung steht  also  zur  Berechnung  der  Ki-äfte  Z  zur  Ver- 
fügung. Wir  wollen  diese  Aufgabe  analytisch  lösen  und  setzen,  um 
S^^  zu  finden,  die  Summe  der  Projektionen  der  in  iv  angreifenden 
Kräfte  auf  eine  Gerade,  die  rechtwinklig  zu  S^-^  oder  Ä^j  ist,  gleich 
ISTuU.  Mit  den  in  die  Figur  4  a  eingetragenen  Winkelbezeichuungen 
finden  wir 

/S^i  sin  a  +  P„  sin  ß 
*"^  sin  y 


*)  Zentralblatt  der  Bauverwaltiing  1902,  Seite  634. 


Jetzt  setzen  wir  die  Summe  der  Projektionen  der  Kräfte  auf 
eine  zu  S^^  oder  S^^  rechtwinklige  Gerade  gleich  Null.  Mit  den  in 
Fig.  4  b  angegebenen  Bezeichnungen  erhalten  wir  die  Gleichung 

^35  sin  9  4-  *S'4,  sin  -z  =  P^  sin  <\). 

in  der  nur  noch  die  Unbekannten  Z„,  Z^,  Z,  vorkommen.  Ganz 
ebenso  verfahren  wir  am  Knotenpunkte  x.  Xach  Bestimmung  von 
.9^4  mit  Hilfe  der  einen  Gleichgewichtsbedingung  steht  die  zweite 
Bedingung  wieder  zur  Berechnung  der  Unbekannten  Z  zur  Verfügung. 
Da  nunmehr  alle  Stabkräfte  als  Funktionen  der  P  und  Z  dargestellt 
worden  sind,  so  braucht  man  nur  noch  eine  dritte  Gleichung  zur 
Bestimmung  der  Kräfte  Z.  Man  hat  die  "VTahl  unter  den  vier  Gleich- 
geAvichtsbedingungen  der  beiden  Knotenpunkte  y  und  x.  Drei  Gleich- 
gewichtsbedingungen bleiben  übrig,  was  damit  zusammenhängt,  daß 
die  äußeren  Kräfte  nicht  ^^'illkürlich  angenommen  werden  dürfen, 
sondern  die  drei  allgemeinen  Gleichge^vichtsbedingungen  erfüllen 
müssen,  denen  jedes  ebene  Kräftesystem,  das  an  einer  starren  Scheibe 
angreift,  zu  genügen  hat.  Die  übrig  bleibenden  Gleichgewichts- 
bedingungen können  nun  zur  Prüfung  der  Eichtigkeit  der  Zahlen- 
rechnung benutzt  werden;  sie  entsprechen  den  bekannten  Zeichnungs- 
proben, welche  beim  Auftragen  der  Kräftepolygone  für  die  Knotenpunkte 
eines  Fachwerks  stets  zur  Verfügung  stehen,  sobald  sämtliche  äußeren 
Kräfte  gegeben  sind. 

Ob  man  sich  nun  besser  dafür  entscheidet,  Ersatzstäbe  zwischen 
Knotenpunkte  des  Fachwerks  einzuziehen  oder  einen  der  zuletzt  be- 
schriebenen Wege  zu  gehen,  hängt  von  der  Xatur  der  zu  lösenden 
Aufgabe  ab. 

Hervorzuheben  ist  noch,  daß  jede  Aufgabe  —  je  nach  der  Wahl 
der  Z-Stäbe  —  verschiedene  Lösungen  zuläßt,  und  daß  man  vor  der 
Auftragung  von  Kräfteplänen  und  Ausführung  von  Rechnungen  ver- 
schiedene Wege  miteinander  vergleichen  wird,  um  mit  einer  möglichst 
kleinen  Anzahl  von  Z-Stäben  auszukommen,  es  sei  denn,  daß  symme- 
trisch gebaute  Fachwerke  vorliegen,  bei  denen  es  sich  dann  meistens 
empfiehlt  die  aus  der  Regelmäßigkeit  sich  ergebenden  Vereinfachungen 
tunlich.st  auszunutzen  und  dafür  lieber  eine  größere  Anzahl  von 
Z-Stäben  in  den  Kauf  zu  nehmen.  Wir  machen  schon  an  dieser 
Stelle  auf  die  in  dem  Abschnitte  über  das  räumliche  Fachwerk  vor- 
geführten Aufgaben  aufmerksam,  denn  für  den  Raum  ist  unser  Ver- 
fahren von  besonderer  Bedeutung. 

2.  Beispiel.  An  ein  aus  fünf  Stäben  bestehendes  Fünfeck  1,  2, 
3.  4,  5,  Fig.  5,  seien  weitere  Knotenpunkte  6,  7,  8,  .  .  .  :/w  .  .  .  n 
durch  je  zwei  Stäbe  in  der  Weise  angeschlossen,  daß  6  verbunden 
wird  mit  5  und  2,  7  mit  6  und  3,  .  .  .  w  mit  {n  —  1)  und  {ii  —  4). 


Es  entsteht  auf  diese  Weise  ein  Facliwerk,  das  nicht  steif  ist,  sondern 
zwei  Bewegungsfreiheiten  besitzt,  das  aber  im  allgemeinen  in  ein 
steifes  Fachwerk  übergeht,  sobald  zwei  Stäbe  hinzugefügt  werden. 
Das  naheliegendste  wäre  nun,  das  Fünfeck  zu  versteifen,  beispiels- 
weise durch  die  Diagonalen  Y'  und  T".  Die  Versteifung  möge 
aber  in  der  "Weise  erfolgen,  daß  irgend  ein  Knotenpunkt  m  mit  dem 


Fig.  5. 


Knotenpunkte  2  durch  einen  Stab  Z^  verbunden  wird  imd  der  Knoten- 
punkt n  mit  1  durch  einen  Stab  Z„.  Durch  diese  Beschreibung  der 
Erzeugung  des  Fachwerks  ist  zugleich  der  Gang  der  Berechnung- 
gegeben. 

Wäre  die  Bildungsweise  dieses  Fachwerks  nicht  bekannt,  so 
würde  der  im  ersten  Beispiele  eingeschlagene  Weg  zu  dem  folgenden 
Rechnungsgange  führen.  Man  beginnt  bei  irgend  einem  dreistäbigen 
Knotenpunkt.  Entscheidet  man  sich  für  einen  der  vier  außen  liegenden 
Knotenpunkte  «,  n  —  1,  ?i  —  2,  n  —  3,  und  wählt  irgend  einen  der 
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au  diesen  Punkte ii  angreifenden  Stäbe  zum  Stabe  Z,,,  so  ist  man  im- 
stande,  die  übrigen  an   den  vier  Knotenpunkten   angreifenden   Stäbe 

zu  berechnen  und  begegnet  auch  au  den  Punkten  n  —  4,  w  —  5, 

(w  -f-  1)  immer  nur  zwei  Unbekannten.  Erst  bei  m  ist  die  Ein- 
führung eines  zweiten 
Z- Stabes  erforderlicli ; 
von  hier  ab  treten  nie 
mehr  als  zAvei  Unbekannte 
auf;  man  gelangt  schließ- 
lich zu  einem  Knoten- 
punkte, an  dem  ein  Stab 
fehlt  und  wird  auf  diese 
Weise  zur  Versteifung 
des  inneren  Fünfecks 
durch  zwei  Stäbe,  die 
auch  nach  festen  Punk- 
ten außerhalb  des  Facli- 
werks  führen  dürfen,  hin- 
geleitet.  Geht  man  von 
einem  der  dreistäbigen 
Knotenpunkte  1,  3,  4  aus,  so  wird  man  auf  einem  ähnlichen  Wege 
zur  Versteifung  des  äußeren  Fünfecks  geführt. 

Die   als  zweites  Beispiel  behandelte   Aufgabe   läßt  sich  verallge- 
meinern.    Schließt   man    an    ein    irgendwie    gestütztes    ebenes  Fach- 


Fig.  7  und  8. 


werk  (F),  das  r  Bewegungsfreiheiten  besitzt,  weitere  Knotenpunkte 
zweistäbig  an,  so  entsteht  ein  Stabgebilde,  welches  durch  Hinzufügung 
von  r  Stäben  Z  steif  gemacht  werden  kann.  Um  dieses  steife  Fach- 
werk zu  berechnen,  führe  mau  die  zur  Versteifung  des  Fachwerks  {F) 
erforderlichen  r  Ersatzstäbe   Y  ein.    Die  Zahl  r  ist  hierbei  die  srrößte 
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Anzahl  der  zur  Berechnung-  der  Z  aufzustellenden  Gleichungen 
Y  =  0.  Es  kann  aber  auch  vorkommen,  daß  man  mit  weniger  als 
T  Gleichimgen  auskommt,  da  durch  die  Einfügung  der  Z-Stäbe  ein 
Fachwerk  entstehen  kann,  das  sich  aus  einer  Stabverbindung  mit  / 
Bewegungsfreiheiten  herleiten  läßt,  wo  ^  <!  r  ist.  Liegt  z.  B.  bei  dem 
oben  aus  dem  Fünfeck  abgeleiteten  Fachwerk  der  Sonderfall  m  =  8 
und  71  =  11  vor,  Fig.  6,  so  braucht  man  nur  einen  einzigen  Ersatz- 
stab  Y  einzuführen. 

3.  Beispiel.  Es  soll  der  in  Fig.  7  dargestellte  trapezförmige 
Balken,  dessen  Füllungsstäbe  ein  vierfaches,  durch  drei  Ständer  ver- 
steiftes Netzwerk  bilden,  untersucht  werden. 


-nJ^ 


Fig.  9. 

Beseitigt  man  die  beiden  Ständer  in  der  Nähe  der  Stützen  und 
zieht  dafür  die  Ersatzstäbe  Y'  und  Y"  ein,  so  entsteht  ein  Fachwerk, 
dessen  Spannkräfte  sich  leicht  für  jeden  Belastuugszustand  berechnen 
lassen,  weil  sich  seine  Knotenpimkte  der  Keihe  nach  zweistäbig  an 
die  in  der  Fig.  8  durch  Schraffierung  hervorgehobene  statisch  be- 
stimmte Scheibe  angKedern  lassen.  Damit  ist  auch  bewiesen,  daß 
das  Fachwerk  die  erforderliche  und  ausreichende  Stabzahl  besitzt. 

"Wir  wollen  dieses  Beispiel  etwas  weiter  durchführen  und  die 
Determinante 

y:  r; 

welche  über  die  statische  Bestimmtheit  entscheidet,  untersuchen.  Die 
Anzahl  der  Felder  sei  gleich  groß,  die  Streben  mögen  aUe  mit  der 
Wagerechten  denselben  Neigungswinkel  9  bilden. 

IV  und   IV'  entsprechen    dem    Zustande    Z„  =  1,  und    Yj,\   IV 


D 
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dem  Zustande  Z^  =  1.     Da  das  Fachwerk  symmetrisch  ist,  so  genüi^t 
es,  den  einen  dieser  beiden  Zustände  zu  untersuchen. 

Fig.  9  stellt  den  Belastungszustand  Z„  =  \  dar.  Die  spannungs- 
losen Füllungsstäbe  sind  fortgelassen  worden ;  in  den  übrigen  Füllungs- 
stäben entstehen  Spannkräfte  |j,  oder  2(jl,  ^Yo 

2  sin  9 
ist.  Die  mit  2[x  beanspruchten  Stäbe  sind  durch  gestrichelte  Linien 
hervorgehoben  worden.  Der  Trägerteil  rechts  von  der  scliraffierten 
Scheibe  ist  spannungslos.  Der  Abstand  der  seitlichen  Vertikalen  von 
der  Mitte  sei  gleich  n\.  In  Fig.  7  ist  n  =  7.  Für  diesen  Fall  und 
ebenso  für  n  =  3,  n  =  \\^  15,  19, zeigt  Fig.  10a  den  Be- 
lastungszustand der  steifen  Scheibe  in  der  Mitte  des  Balkens.  Es 
greifen  an  dieser  Scheibe  drei  Streben  an,  deren  Spannkräfte  (j.,  {jl,  2(x 
sind.  Damit  Gleichgewicht  besteht,  muß  die  obere  Gurtung  auf  die 
Scheibe  einen  Druck  v  =  1  •  cotg  9  ausüben*).  In  den  Ersatzstäben 
entsteht 

r;  =  o,  r;  =  -i. 

Daraus  folgt  nun  für  den  Zustand  Zj  =  1 

r;-  =  -  1,  iv  =  0, 

mithin 

I        0—1 

Das  Fach  werk  ist  also  brauchbar. 


Fig.  10. 

Fig.  10b  gibt  den  Belastungszustand  der  Scheibe  für  n  =  2,  6, 
10.  14 an;  es  wird 

y:  =  1.  y;  =  1,  y:  =  1,  Y,"  =  1 

und  das  Fachwerk  erweist  sich  als  unbrauchbar. 


*)  Dies   Ergebnis   liefert   auch    die    Verfolgung   der  Spannkräfte    ©„   in   den 
Gurtungen. 


D 


13, 

und 

liefert 

r;' 

=  0,  y; 

= 

—  1 

0 

- 1 

1 

.   n 

=  4,  8, 

12, 

16 

—     13     — 
Fig.  10c  gilt  für  n  =  \,  5,  9, 

r;  =  -i,  r;=:0, 
—  1 

0- 
Das  Fachwerk  ist  brauchbar. 

Fig.  lOd  entspricht  den  Fällen  n  =  4,  8,   12,   16 und 

liefert 

r;  =  o,  r;  =  o,  r;'  =  o,  r,  =  o 

D  =  0. 

Das  Fachwerk  ist  wieder  unbrauchbar. 

Unsere  Untersuchung  beweist  daß  n  eine  ungrade  Zahl  sein 
muß,  wenn  das  Fach  werk  ein  statisch  bestimmtes  sein  soll. 

2)  Dem  im  vorstehenden  entwickelten  Verfahi-en  des  Verfassere  möge  nun 
das  von  Henneberg  in  seinem  Buche  Statik  der  starren  Systeme,  Leipzig 
1886,  angegebene  Verfahren,  das  ebenfalls  stets  zum  Ziele  führt,  gegenübergestellt 
werden.  Es  gilt  zunächst  nur  für  freie,  d.  h.  ungestützte  Fachwerke,  an  denen  sich 
gegebene  äußere  Kräfte  das  Gleichgewicht  halten,  läßt  sich  aber  ohne  weiteres  auch 
auf  irgendwie  gestützte  Fachwerke  ausdehnen.  Man  hat  nur  nötig,  die  Stützpunkte 
durch  Stäbe  mit  außerhalb  des  Fachwerks  Hegenden  festen  Punkten  zu  verbinden 
und  diese  festen  Punkte  zu  Knotenpunkten  eines  die  Gesamtheit  aller  Widerlager 
vorstellenden  statisch  bestimmten  Fachwerks  zu  machen.  Auf  diese  Weise  bildet 
man  aus  dem  Fachwerk  und  den  Widerlagern  eine  Fachwerkscheibe ;  sie  möge 
k  Knotenpunkte  imd  2  k  —  3  Stäbe  enthalten.  Besitzt  diese  Scheibe  dann  keinen 
einzigen  einfachen  Knotenpunkt*),  so  muß  sie  mindestens  einen  zweifachen  Knoten- 
punit  haben,  denn  liefen  in  allen  Knotenpimkten  mindestens  vier  Stäbe  zusammen, 

so  müßten  wenigstens  -—  =  2k  Stäbe  vorhanden  sein.     Auf  diesen  Satz  stützt  sich 

nun  das  Verfahren  von  Henneberg:  die  Berechnung  jedes  freien  Fach- 
werks von  n  Knotenpunkten  auf  die  Berechnung  eines  Fachwerks  von 
n — 1  Knotenpunkten  zurückzuführen.  Wir  teilen  hier  die  von  Henne- 
berg selbst  gegebene  Darstellung  seiaes  Verfahrens  mit.  (Siehe  a.  a.  0.  Seite  228.) 
„Es  möge  ein  bestimmtes  ebenes  Fachwerk  von  ?^  Knotenpimkten  gegeben  sein, 
welches  keinen  einfachen  Knotenpunkt  besitzt.  Dann  ist  jedenfalls  ein  zweifacher 
Knotenpunkt  0  vorhanden.  Derselbe  sei  dui-ch  Stäbe  mit  den  drei  Knotenpunkten 
J-,  5,  C  verbimden,  und  zwar  seien  relative  Verschiebimgen  der  beiden  Punkte  Ä 
und  B  nach  Weglassung  des  Knotenpimktes  0  und  der  drei  Stäbe  OJ.,  05,  OC 
möglich.  Aus  dem  Fachwerke  von  n  Knotenpunkten  läßt  sich  ein  einfaches  von 
n  —  1  KJnotenpunkten  herleiten,  indem  der  Knotenpunkt  0  und  die  Stäbe  OA^  OB, 
OC  weggelassen  und  dafür  ein  Stab  AB  hinzugefügt  wird.  Hierbei  ist  das  Fach- 
werk von  n  —  1  Knotenpunkten  ein  (statisch)  bestimmtes,  sobald  das  Fachwerk  von 
n  Knotenpimkten  ein  solches  ist.  Ist  umgekehrt  das  Fachwerk  von  n  —  1  Knoten- 
punkten ein  bestimmtes,  so  ist  es  auch  dasjenige  von  n  Knotenpunkten**). 

Die  Kräfte,   welche  auf  die  einzelnen  Knotenpunkte  Xi  Yi  des  Fachwerks  von 


*)  Ein  Knotenpunkt  heißt  z-fach,  wenn  «'  +  1  Stäbe  von  ihm  ausgehen. 
**)  Hier   steht  bei  Henneberg  noch  der  Zusatz:    „wenn  der  Punkt   0  nicht 
auf  dem  Kegelschnitte  4,  §  39  sich  befindet''.     Auf  die  Wiedergabe  der  Gleichung 
dieses_Kegelschnittes  (a.  a.  0.  Seite  219)  dürfen  wir  hier  verzichten. 


14 


}>  Knotenpunkteu  wirken,  seien  P,-  und  speziell  P^,  7\,  7V  1\  die  Kräfte,  welche 
auf  die  Knotenpunkte  0,  ^-1,  if,  C  wirken. 

Die  Kraft  P^,  welche  auf  0  wirkt,  läßt  sich  auf  unendlich  viele  Arten  in  drei 
Komponenten  «S^,  &,  /!?3  zerlegen,  welche  in  den  drei  Stäben  OA^  OB^  OC  liegen. 
Es  seien  ^jn^',  Sj',  .%'  die  Komponenten  von  P^  bei  einer  speziellen  Zerlegung  und 
ferner  S^%  S^",  S^"  irgend  drei  in  OJ.,  05,  OC  liegende  Kräfte,  welche  unter 
sich  im  Gleichgewichte  stehen.  Dann  sind  alle  möglichen  Zerlegungen  von  P^  in 
drei  Komponenten  in  0.4,  OB,  OC  in  der  Foiin  enthalten 

Ä,  =  5/  +  X.s'i" 

Äj  =  S^'  -f-  \Sq" 

(Sg    =     jSj      -f-    X  .Sg". 

Diese  drei  Kräfte  i^^,  S^.,  S^  drücken  den  Einfluß  aus,  welchen  der  Knoten- 
punkt 0  und  die  Kraft  P^  auf  die  Spannungen  in  den  übrigen  Stäben  des  Fach- 
werks besitzt.  Es  sei  nun  der  Knotenpunkt  0  weggenommen,  dafür  ein  Stab  AB 
hinzugefügt,  und  so  das  bestimmte  Fachwerk  von  )/  Knotenpunkteu  auf  ein  solches 
von   n  —  1  Knotenpunkten   reduziert.     Sollen  dann  die  Spannungen  in  den  Stäben 

des  Fachwerkes  von  ?i  —  1  Knotenpunkten 
übereinstimmen  mit  den  Spannungen,  die 
sich  in.  dem  Fachwerke  von  7i  Knoten- 
punkten infolge  der  Kräfte  P^,  P^,  Pg,  Pg, 
P4  .  .  .  ergeben,  so  maß  es  möglich  sein, 
den  Faktor  X  so  zu  bestimmen,  daß,  wenn 
auf  die  drei  Knotenpunkte  J.,  B,  C  des  Facli- 
werks  von  ??  —  1  Knotenpunkten  die  Ee- 
sultanten  P^',  P^',  Pg'  von  P^  und  5^,  P^ 
und  62,  Pg  imd  ^Sg,  dagegen  auf  die  übrigen 
Knotenpimkte  die  früheren  Kräfte  P4,  Pg, . . . 
wirken,  sich  in  dem  Stabe  J.i?eine  Spannung 
von  der  Größe  Null  ergibt.  Es  seien  nun  ge- 
funden : 

1)  Die  Spannungen  in  den  Stäben  des 
Fachwerks  von  n  —  1  Knotenpunkten,  wenn 
auf  die  drei  Knotenpunkte  A,  B.  C  die  Ee- 
und  AS2',  von  Pg  und  ^Sg'  und  auf  die  übrigen 
.  .  wirken.     In  einem  Stabe  /*  möge  sich  die 
Spannvmg  .S',i'  und  speziell  in  dem  Stabe  AB  die  Spannung  .Sj/  ergeben. 

2)  Die  Spannungen  in  den  Stäben  des  Fachwerkes  von  n —  1  Knotenpunkten, 
wenn  auf  die  drei  Knotenpunkte  J.,  5,  C  die  drei  im  Gleichgewichte  stehenden 
Kräfte  .S\",  S.^',  y%"  und  auf  die  übrigen  Knotenpunkte  gar  keine  Kräfte  wirken. 
Hierbei  möge  sich  in  dem  Stabe  loc  eine  Spanmmg  Sik"  und  speziell  in  dem  Stabe 
AB  eine  Spannung  S^^^"  ergeben  haben.     Es  stellt  daim 

Sik  =  Sik  -\-  X  Sik" 
die  Spannung  im  Stabe  /,•*.  und  speziell 

"12  =  '-12  ~\~  ^'^12 
die  Spannung  in  dem  Stabe  AB  für  jeden  ^Vert  von  X  dar,  wenn  auf  die  Knoten- 
punkte   des   Fachwerks    von   n  —  1    Knotenpunkten   die   Ki-äfte   P^',  P^\  Pg',  P4, 
P5,  .  .  .  wirken.     Die  gestellte  Aufgabe  ist  gelöst,  sobald  es  möglich  ist,  X  so  zu 
bestimmen,  daß  die  Spannung  S^^  in  dem  Stabe  AB  gleich  XuU  ist,  daß  also: 

(I)  5,2'  +  X5,2"  =  0. 

Dann  stellt  bei  Einsetzimg  dieses  Wertes  *S',fe  die  Spannung  in  dem  Stabe  /,fc 
des  Fachwerks  von  n  Knotenpunkten  dar,  wenn  auf  die  Knotenpunkte  die  gegebenen 
Kräfte  P^.  P„  P„  P«,  P, wirken. 


sultanten    von  /\  und   S\\  von  P 
Knotenpunkte   die  Kräfte  P4,  Pg,  , 
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Damit  das  Faohwerk  von  n  Knotenpunkten  ein  statisch  bestimmtes  ist,  muß 
das  Fachwerk  von  n  —  1  Knotenpunkten  ein  solches  sein ;  dann  läßt  sich  die  Be- 
stimmung der  Spannungen  .S'.i'  und  Sik'  stets  durchführen,  imd  zwar  ergibt  sich  nur 
eine  Lösung  füi-  dieselben. 

Ist  das  Fachwerk  von  [n  —  1)  Knotenpunkten  ein  statisch  bestimmtes,  so 
können  zwei .  FäUe  eintreten : 

1)  Es  ist  Äi2''^0:  Es  gibt  nur  einen  ganz  bestimmten  und  endlichen  Wert 
von  X,  welcher  der  Gleichung: 

genügt.     Das  Fachwerk  von  yi  Knotenpunkten  ist  ebenfalls  statisch  bestimmt. 

2)  Es  ist  .S'jg"  =  0.     Die  Gleichung  I  reduziert  sich  auf 

S^^  =  0. 

Es  folgt  hieraus,  daß  die  Kräfte  P,-,  die  auf  die  Knotenpimkte  wirken,  nicht 
beliebig  angenommen  werden  dürfen,  wenn  eine  Lösung  des  Problems  überhaupt 
existieren  soll.  Sind  die  Kräfte  P<  der  Bedingimg  gemäß  angenommen,  daß 
.S12'  =  0  wird,  so  ist  die  Gleichung  I  für  jeden  endlichen  Wert  von  X  erfüllt.  Es 
sind  unendlich  viele  Lösimgen  vorhanden.  Das  Fachwerk  von  n  Knotenpunkten  ist 
ein  statisch  unbestimmtes-'*). 

Soweit  die  Dar.stellung  Hennebergs.  —  Den  großen  Untei-schied  zwischen 
seinem  Verfahren  und  dem  vorhin  gezeigten  "Wege  wird  man  sofort  erkennen,  wenn 
man  die  vorgeführten  drei  Beispiele  nach  der  Hennebergschen  Methode  behandelt. 

Das  in  Fig.  2  abgebildete  Fach  werk  besitzt  12  dreistäbige  Knotenpunkte:  «,  b. 
c,  f/,  e,  ?■,  Z,  «,  t,  u^  i\  IC.  Man  hat  die  Auswahl  unter  den  36  Ersatzstäben  — 
und  niu-  imter  diesen  36  Stäben  — 


oe 

eh 

ho 

ah 

hc 

ca 

hm 

md 

dh 

ek 

^^<J 

90 

af 

fk 

ka 

yk 

hk 

ky 

ok 

k  m 

mo 

oz 

xh 

ho 

xy 

ys 

sx 

XX 

xr 

rx 

lex 

xq 

qw 

xs 

SV 

vx. 

i 

Hat  man  sich  für  den  Knotenpimkt  a  und  den  Stab  oe  entschieden,  so  ist 
man  imstande,  zwei  Systeme  von  Spannkräften  .SV  und  .S«"  für  die  in  den  Knoten- 
punkten «,  /j,  e,  d  angreifenden  Stäbe  zu  bestimmen  und  steht  dann  wieder  vor 
einem  Fachwerk,  das  keinen  zweistäbigen  Knotenpunkt,  wohl  aber  9  di-eistäbige 
Knotenpunkte:  e,  5^,  «',  /,  «,  ^,  «,  ^',  ic  besitzt.  Die  Auswahl  unter  den  zur  Ver- 
fügung stehenden  18  Ersatzstäben  muß  offenbar  so  getroffen  werden,  daß  die 
Systeme  der  Spannkräfte  *§„',  Sa'  und  die  neu  hinzutretenden  Systeme  Sb\  Sb"  für 
möglichst  viele  Knotenpunkte  bestimmt  werden  können.  "Wir  überlassen  es  dem 
Leser,  selbst  herauszuprobieren,  welcher  "Weg  nun  einzuschlagen  ist,  damit  möglichst 

wenig  Systeme  von  Spannimgen  (*Sa',  >?„"),  [Sb\  Sh"\  {Sc\  S") erforderüch 

werden. 

3)  Wir  knüpfen  noch  einige  Betrachtungen  an  den  Fall,  daß  die 

Xennerdeterminante  D  der  Gleichungen  Y'  =  0,  Y"  =  0,  Y"'  =  0 

den  "Wert  Xull  hat.     Die   Spannkräfte  Z^,  Z^.   Z^ Z„   .  .   Z„ 

seien  auf  die  Form  gebracht  Z^  =  D„:  D. 

Ist  D  =  0,  so  ist  ein  Gleichgewichtszustand,  herbeigeführt  dui-ch 


■)  Es  folgt  mm  eine  Untersuchung  über  das  Eintreten  dieses  singulären  Falles. 
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endliclie    Spannkräfte    nur  möglich,   wenn   die  äußeren   Kräfte   den 
Bedingungen 

D„  =  0,  A  =  0,  .  .  .  i),„  =  0,  .  .  .  T)„  =  0 

genügen;   die  Spannkräfte   erscheinen  zunächst  in  der  unbestimmten 
Form  0  :  0  und   nehmen  nur  dann  bestimmte   Werte  an,    wenn  die 
Zähler-  und  Nennerdeterminanten  gemeinschaft- 
JP'  a  V  P'       liehe  Faktoren  besitzen,  durch  deren  Verschwinden 

sie  gleich  Null  werden.  Die  an  jedes  Fachwerk 
zu  stellende  Forderung  aber,  daß  für  jeden  Be- 
lastungszustand Oleichgewicht  bestehen  muß,  wird 
nicht  erfüllt.  Bleiben  nämlich  im  Falle  D  =  0 
die  Determinanten  B^Db  •  •  •  endlich,  so  beweist 
dies  entweder,  daß  nach  Beseitigung  der  einge- 
fügten Ersatzstäbe  Gleichgewicht  überhaupt  nicht 
möglich  ist,  oder  daß  ein  Fachwerk  vorliegt,  in 
welchem  durch  endliche  äußere  Kräfte 
unendlich  große  innere  Kräfte  hervorgerufen  w-erden.  Der 
erste  Fall  liegt  beispielsweise  vor  bei  dem  in  Fig.  12  dargestellten 
Fachwerk,  welches  mittels  eines  Ersatzstabes  1  in  das  Fachwerk  in 
Fig.  13  verwandelt  werden  möge.     Bildet  man 

und  setzt  S^  =  0,  so  erhält  man  Z„  =  -~-  und  wegen  ©„^  =  0  (was 

leicht  einzusehen  ist)  Z„  =  oc .  Nimmt  man  den  Ersatzstab  heraus, 
so  ist  GleichgeAvicht  im  allgemeinen  nicht  möglich;  man  erkennt  auf 
den  ersten  Blick,  daß  das  Fachwerk  in  Fig.  12  von  endlicher  Beweg- 
lichkeit ist.  Für  gewisse  Belastungsfälle  jedoch  besteht  Gleichgewicht, 
beispielsweise  für  die  in  der  Fig.  12  angegebene  Angriffsweise.  Ist 
P  =  0,  so  lassen  sich  die  Stabkräfte  sogar  eindeutig  berechnen ;  mau 
erhält  für  den  Stab  ac  die  Spannkraft  S=-\-P\ 
für  alle  übrigen  Stäbe  S  =  0.  Tritt  P  hinzu,  so 
gibt  es  unendlich  viele  Systeme  von  Kräften  Ä,  die 
mit  den  äußeren  Kräften  im  Gleichgewicht  sind. 

Der  zweite  Fall  —  nämlich  das  Auftreten  un- 
endlich großer  Stabkräfte  infolge  endlicher  Lasten  — 
erfordert    eine    eingehendere  Prüfung,    die  an  der 
Fig.  13.  Hand  einiger  leicht  zu  überschauenden  Sonderfälle 

erfolgen  möge. 
Wir  gehen  von  dem  bekannten   statisch  bestimmten  Dreigelenk- 
bogen  aus,  Fig.  14,  nehmen  im  Scheitel  eine  lotrechte  Last  P  an  und 

PI 
bestimmen    mittels    der    Gleichgewichtsbedingung    ^  —  /7/'=0den 
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Horizontalschub 


H-- 


Pl 

2f' 


Nehmen  wir  f=0  an,  Fig.  15,  so  wird  H=oc;  es  liegt  dann  ein 
Fachwerk  von  unendlich  kleiner  Beweglichkeit  vor,  denn  der 
Punkt  B  wird  in  zwei  Kreisbogen,  deren  Mittelpunkte  in  Ä  bzw.  C 
liegen,  geführt  und  vermag  sich  innerhalb  des  beiden  Bogen  gemein- 
schaftlichen Elementes  ds  frei  zu  bewegen.  Wird  die  Last  P  auf- 
gebracht, so  besteht  zunächst  kein  Gleichgewicht;  hat  sich  aber  B  iin 
Sinne  von  P  um  ^  ds  verschoben,  so  ist  die  Ruhelage  erreicht,  und 
es  entsteht  dann 

ds 


Fij?.  14  und  15. 


Fk.  16. 


Ganz  ähnlich  verhält  sich  das  Fachwerk  in  Fig.  16.  Xach  einer 
unendlich  kleinen  Yerrückung  der  Punkte  a  und  h  im  Sinne  von  P 
befindet  sich  das  Fachwerk  in  einer  Ruhelage;  es  herrschen  aber 
unendlich  große  Spannkräfte. 

Weitere  Beispiele  für  Fachwerke  von  unendlich  kleiner  Beweglich- 
keit lassen  sich  aus  Fig.  14  mit  Hilfe  des  von  Föppl  eingeführten 
Begriffs  des  imaginären  Gelenks  herleiten. 

Werden  zwei  Scheiben  bei  G  drehbar  miteinander  verbunden, 
Fig.  17,  so  nennt  man  G  ein  wirkliches  Gelenk;  in  G  greifen  die 
entgegengesetzt  gleichen  Kräfte  B  an,  mit  denen  die  Sclieiben  bei 
Eintritt  einer  Belastung  aufeinander  wirken.  Erfolgt  die  Verbindung 
der  beiden  Scheiben  durch  zwei  Stäbe,  Fig.  18,  so  nennt  man  den  Schnitt- 
punkt G  der  Stabachsen  ein  imaginäres  Gelenk,  und  die  Mittelkraft  der 
in  den  Yerbiudungsstäben  auftretenden  Spannkräfte  stellt  die  Kraft  B 
vor,  mit  der  die  eine  Scheibe  auf  die  andere  wirkt. 

Mittels  dieser  Definition  läßt  sich  das  Fachwerk  in  Fig.  19,  dessen 
Stäbe  ab  und  cd  an  der  Kreuzuugsstelle  B  nicht  miteinander  verbunden 
sein  mögen,  als  Dreigeleukbogen  mit  drei  imaginären  Gelenken  deuten. 

Müller-Breslau,  Festigkeitslehre.    4.  Aufl.  2 
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Wird  die  Scheibe  TU  als  das  "Widerlager  betrachtet,  so  sind  Ä 
und  C  die  Kämpf ergeleuke,  B  das  Scheitelgelenk,  und  in  derselben 
"Weise  kann  das  in  Fig.  20  dargestellte  Paskalsche  Sechseck  als  Drei- 
gelenkbogen  aufgefaßt  werden*).  Da  A,  L',  C  in  einer  Geraden  liegen, 
sind  beide  Fachwerke  von  unendlich  kleiner  Beweglichkeit;  endliche 
äußere  Kräfte  vermögen  in  ihnen  unendlich  gi'oße  Spannkräfte  hervor- 
zurufen, der  Gleichgewichtszustand  tritt  aber  erst  nach  einer  ver- 
schwindend kleinen  Yerrückung  der  Knotenpunkte  ein. 


Z~-=^& 


X 


Fig.  17. 


Fiff.  18. 


Fig.  19. 


Auch  das  Fachwerk  in  Fig.  21  (Bogenträger  mit  zwei  festen  Auf- 
lagern f  und  einem  beweglichen  Auflager  h)  läßt  sich  auf  die  in 
Fig.  22  veranschaulichte  Weise  als  Dreigelenkbogen  von  unendlich 
kleiner  Beweglichkeit  auffassen.  Die  Scheibe  I"V  bedeutet  das  Wider- 
lager, die  Scheibe  III  spielt  die  Rolle  eines  Stabes  und  bestimmt 
zusammen  mit  dem  das  Gleitlager  ersetzenden  Stabe  Y  das  imaginäre 
Kämpfergelenk  C.  Die  in  B  angreifende  Last  P^  erzeugt  nach  Ein- 
tritt der  ßuhelage  unendlich  gi'oße  Stabkräfte;  hingegen  besteht  für 
den  Belastungsfall  in  Fig.  21  sofort  (d.  h.  ohne  daß  erst  eine  ver- 
schwindend kleine  Bewegung  erfolgt)  Gleichgewicht;  es  gibt  aber  un- 
endlich viele  Systeme 
von  Spannkräften  ä, 
welche  die  Gleichge- 
wichtsbedingungen er- 
füllen. 

Nun  ist  aber  zu  be- 
achten, daß  die  ganze 
vorstehende    Unter- 
suchung an  die  Annahme   starrer  Stäbe   und  Widerlager  ge- 
knüpft ist  —  eine  Voraussetzung,  die  in  Wirklichkeit  nie  erfüllt  wird. 
So  werden   sich    die  Längen   der  Stäbe  AB  und  BC  des  Fach- 


Fig.  20. 


*)  Ein  Sonderfall  wurde  bereits  in  Fig.  16  dargestellt. 
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Werks  in  Fig.  15  um  endliche  Strecken  ^.l  ändern,  und  es  wird  selbst 
im  Falle  starrer  Widerlager  ein  endlicher  nach  unten  zeigender  Pfeil 
f=yQJ^^jy  —  /2  gQ^s^ghe^^  wofür  unter  Yernachlässigung  von  A/^ 

EF 


f=y2IM  =  I 


V-. 


gesetzt  werden  darf,  wenn  S  die  Spannkraft  in  ^i?  und  BC^  F  den 
Stabquersclmitt  und  E  die  Elastizitätsziffer  bedeutet.    Da  die  Winkel, 

PI 

um  welche  sich  die  Stäbe  drehen,  sehr  klein  sind,  darf  S=H=  — 

angenommen  werden,  womit  schließlich 

3 


H 


-/ 


P^EF 


Fig.  21. 


Fig.  22. 


erhalten  wird,  d.  i.  ein  Wert,  der  um  so  größer  wird,  je  größer  E^ 
d.  h.  je  weniger  elastisch  der  Stab  ist.  Für  den  starren  Stab  ist 
E  =  oo  und  -H"=  oc. 

Und  ganz  in  derselben  Weise  ergeben  sich  bei  den  in  den  Figuren 
16,  19,  20,  21  dargestellten  Fachwerken  für  jeden  Belastungszustand 
ganz  bestimmte,  von  den  Elastizitätsziffem  E  und  den  Querschnitts- 
abmessungen abhängige  Spannkräfte  -S,  so  zwar,  daß  für  gewisse  Be- 
lastungsweisen die  S  unendlich  groß  werden,  sobald  man  die  E  gleich 
unendlich  setzt. 

Erweisen  sich  nun  auch  die  fraglichen  Fachwerke  —  bei  ge- 
nügenden Querschnittsabmessungen  —  als  tragfäliig,  so  wird  es  sich 
doch  empfehlen,  den  oben  ausgesprochenen  Satz:  „das  Fachwerk  ist  un- 
brauchbar, sobald  die  Determinante  D  der  zur  Bestimmung  der  Stab- 
kräfte Z„,  Zj, Z„  aufgestellten  Gleichgewichtsbedingungen  ver- 
schwindet" aufrecht  zu  erhalten.  Ja  es  empfiehlt  sich  sogar,  diesen 
Ausspruch  dahin  zu  verschärfen,  daß  man  das  Fachwerk  schon  als 
unbrauchbar  bezeichnet,  sobald  sich  die  Determinante  D  der  Null  sehr 
nähert.   Denn  im  Falle  eines  sehr  kleinen  D  ist  es  leicht  möglich,  daß 

2* 
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das  Fachwerk  infolge  geringfügiger  Äuderungeu  der  Stablängen  und 
A'erscliiebuugen  der  elastisclien  Widerlager  eine  Lage  durchschreitet, 
Avclcher  D  =  0  entspricht.  Auch  leuchtet  ein,  daß  bei  gewissen  Fach- 
werkeu,  z.  B.  sehr  flachen  Bogenbrücken,  die  Vernachlässigung  der 
Formäntlerungen  bei  Ermittlung  der  Spannkräfte  unzulässig  ist. 

4)  Wir  gehen  jetzt  zur  Untersuchung  derjenigen  statisch  un- 
bestimmten Fachwerke  über,  welche  sich  durch  Beseitigung  gewisser 
Stäbe  und  Auflagerkräfte  —  welche  in  der  Folge  überzählig  genannt 
werden  sollen  —  in  ein  statisch  bestimmtes  und  ausschließlich  elastischen 
Formänderungen  unterworfenes  Stabgebilde  (dasHauptuetz)  verwandeln 
lassen.  Die  Stäbe  und  Auflagerkräfte  dos  Hauptnetzes  heißen  die  not- 
wendigen Glieder  des  Fachwerks. 

Werden  die  überzähligen  Stäbe  entfernt  und,  damit  au  dem 
Spannungszustande  des  Fachwerkes  nichts  geändert  werde,  die  Spann- 
kräfte in  den  weggenommenen  Stäben  als  äußere  Kräfte  wieder  hinzu- 
gefügt, so  ist  es  möglich,  die  Spannkräfte  in  den  notwendigen  Stäben 
und  die  notwendigen  Auflagerkräfte  durch  die  gegebenen  Lasten  und 
die  unbekannten  überzähligen  Stabkräfte  und  Auflagerkräfte  aus- 
zudrücken. Hierbei  können  sich  nur  Beziehungen  ersten  Grades 
ergeben,  weil  in  den  Gleichgewichtsbedingungen  alle  Kräfte  ausschließ- 
lich in  der  ersten  Potenz  vorkommen.  Da  es  nun  weiter  freisteht,  die 
überzähligen  Stabkräfte  und  Auflagerkräfte  als  geradlinige  Funktionen 
anderer,  ebenfalls  in  der  ersten  Potenz  vorkommenden  Unbekannten 
darzustellen,  beispielsweise  als  Funktionen  ihrer  Momente,  bezogen  auf 
gegebene  Drehpunkte,  so  darf  man  beiiaupten: 

Sämtliclie  Spannkräfte  S  und  Auflagerkräfte  C  eines  statisch 
inihcsiimniten  Fachiverks  lassen  sich  stets  auf  die  Form  bringen: 

,p;^  r  '^'  =  '^0  +  'S"  A"  +  S"X"  +  S"'X-  + 

^^^  \  C=  C,  +  C'X'  -f  C"X"  +  C"'X"'-i- 

2cobei  X' ,  X" ,  X'" gewisse,  statisch  nicht  bestimmbare  GröfSen 

bedeuten,  während  Sq,  S',  S"  .  .  .  .  ,  C^,   C,  Ü" Werte 

vorstellen,  welche  von  den  U?ibeJcannten  X  unabhängig  sind.  Ins- 
besondere bedeuten  Sq  und  Cq  die  Spannkräfte  und  Aufiagerkräfte 
des  statisch  bestimmten  Hauptnetxes,  in  ivelches  das  Fachwei'k 
übergeht,   sobald  sämtliche   Größen  X  verschwinden;   sie  sind 

geradlinige  Funktionen  der  Lasten  P,  wähi'end  die  S',  S" 

C,  C" V071  den  P  unabhängig  sind*) . 

*)  Die  Gleichungen  5  gelten  für  die  notwendigen  und  überzähligen  Stäbe  und 
Auflagerkräfte.  Ist  z.  B.  X"  die  Siannkraft  in  einem  überzähligen  Stabe,  so  ent- 
sprechen diesem  die  Werte:  .So  =  0,  ,S"  =  0,  <S"  =  1,  ,S"'  =  0  usw.,  und  es  folgt 
.Si=A"'. 
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Beispiel.  Der  in  Fig.  23  dargestellte,  bei  A^  B  und  C  unverschieblich,  ge- 
lagerte Dachbinder  wird  statisch  bestimmt,  sobald  der  Stab  J?(7,  dessen  Spannkraft 
=  X  sein  möge,  beseitigt  wird.  In  den  Knotenpunkten  E  und  C  sind  die  Kräfte  X 
wieder  anzubringen. 

Um  nun  die  Spannkraft  in 
irgend  einem  Stabe,  z.  B.  in  LX^ 
zu  berechnen,  werde  die  Eitter- 
sche  Methode  angewendet.  Es 
wird  das  Fachwerk  durch  einen 
Schnitt,  welcher  außer  LN  nur 
noch  zwei  Stäbe  trifft,  in  zwei 
Teile  zerlegt.  An  den  Schnitt- 
stellen werden  die  inneren  Kräfte 
»S^,  So^  S^  der  geschnittenen  Stäbe 
als  äußere  Kräfte  angebracht,  und 
nun  wird  für  die  auf  den  einen 
der  beiden  Fachwerkteile,  z.  B. 
den  linken,  wirkenden  äußeren 
Kräfte  die  Gleichung  der  statischen 
Momente  aufgestellt,  wobei,  wenn 
es  sich  um  die  Berechnmig  von 
^l  handelt,  der  Schuittpimkt  von 
*%  und  »Sg  zum  Drehpunkte  gewählt  wird.   Mit  den  Bezeichnungen  in  Fig.  23  ergibt  sich 


Fig.  23. 


Xc  —  P^a^  — 


S 


3 VVIIU.      Jlll   UBli   „ j. 

Pi«!  —  Paffa  —  S^r  —  0  und  hier 


■aus 


und  in  gleicher  Weise  lassen  sich  die  Kräfte  .S'  in  sämtlichen  übrigen  notwendigen 
Stäben  als  geradlinige  Funktionen  der  Lasten  P  und  der  Größe  X  darstellen. 

An  Stelle  von  X  hätte  man  auch  das  auf  den  Knotenpunkt  B  bezogene 
Moment:  M=^Xd  dieser  Kraft  zu  derjenigen  statisch  nicht  bestimmbaren  Größe 
wählen  können,  durch  welche  die  S  ausgedrückt  werden  sollen  und  würde  erhalten 
haben : 

'N  — —  ,.        "'  +  ^77~" 


5)  Für  die  Folge  ist  es  nicht  unwichtig,  besonders  hervorzuheben, 
daß  die  mit  Hilfe  der  Gleichgewichtsbedingungen  hergestellten  Be- 
ziehungen (5)  zwischen  den  Ä,  C,  P  und  X  für  beliebige  Werte  der 
Lasten  P  und  der  statisch  nicht  bestimmbaren  Größen  X  gültig  sind, 
und  daß  mithin  die  teilweise  Differentiation  von  S  und  C  beispiels- 
weise nach  ^Y'  liefert: 

Ferner  ist  zu  beachten,  daß  S'  und  C  diejenigen  Werte  bedeuten, 
welche  die  Spannkräfte  und  Auflagerkräfte  annehmen,  sobald  ^Y'  =  1 
wird,  während  sämtliche  Lasten  P  und  die  übrigen  statisch  nicht  be- 
stimmbaren Größen:  X'\  X'"  .  .  .  verschwinden,  ein  Belastungs- 
zustand,  welcher  kurz   der  ,.Zustand  X'^V-  genannt  werden  möge. 
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Man  kann  sagen: 

Die  dttrch  die  Urmche  X'  =  1  hervorgerufenen  Auflagerkräfte 
C  und  Spannkräfte  S'  sind  miteinander  im  Gleichgewichte. 
Ebenso  sind  die  C"  im  Gleichgewichte  mit  den  S'\  die  C"  mit 
den  S'"  usw. 


§  2. 

Die  Maxwellschen  Gleichungen  zur  Berechnung  der  statisch  nicht 
bestimmbaren  Größen  X\  X"  .  .  . 

1.  Allgemeine  Form  der  Bedingungen  für  die  Größen  X.  Die 
Längen  s  der  Stäbe  eines  Fachwerks  mögen  um  Strecken  A.§  zu- 
nehmen, und  im  Zusammenhange  hiermit  mögen  die  Knotenpunkte 
ihre  auf  ein  beliebiges,  festes  Koordinatensystem  bezogenen  Lagen 
ändern,  wobei: 

Ac  =:  Verschiebung  eines  Stützpunktes   im  Sinne  der  in   diesem 

Punkte  angreifenden  Auflagerkraft  6'*), 
8    =  Verschiebung  des  Angriffspunktes  irgend  einer  Last  P  im 

Sinne  von  P. 

Bezüglich  aller  dieser  Verschiebungen  wird  nur  vorausgesetzt,  daß 
sie  möglich  sind  und  klein  genug,  um  als  verschwindende 
Größen  aufgefaßt  werden  zu  dürfen.  Es  gilt  dann  der  Satz 
von  den  virtuellen  Verrückungen  (Prinzip  der  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten), welcher  aussagt,  daß  im  Falle  des  Gleichgewichtes 
der  inneren  und  äußeren  Kräfte  die  Arbeit  der  ersteren  entgegen- 
gesetzt gleich  derjenigen  der  letzteren  ist,  und  es  folgt  die  Gleichung: 

(6)  2P^  +  2CÄc  =  25Ä^, 

welche  wir  die  Arbeitsgleichung  des  Fachwerks  nennen  Avollen, 
imd  Avelche  mit  den  durch  die  Gleichungen  (5)  für  C  und  S  gegebenen 
Werten  übergeht  in 

(7)  2P5  +  2ä(C'o  +  C'X'  -f  C"X"  -f )Ac 

=  2(6'o  +  S'X'  +  S"X"  + )A.s-; 

sie    gilt   für    beliebige    Werte    der    Lasten    P   und    statisch 

nicht  bestimmbaren  Größen  ^Y',  X" 

Wir  schreiben  nun  der  Größe  X'  den  Wert  X'  =  1  zu,  sämt- 
lichen Lasten  P  hingegen  und  den    übrigen    statisch    nicht    bestimm- 


*)  Ac  läßt  sich  stets  als  Längenändening  eines  Auflagerstabes  auffassen.    Vgl. 
Seite  2. 
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baren  Größen  den  Wert  Null  und  erhalten  die  Beziehun' 

und  ebenso  läßt  sich  ableiten: 

2(7"  Äc  =  2Ä"'  Äs 

2C""Äc  =  S5"'Ä7 


Es  können  diese  Gleichungen  —  mit  Hinweis  auf  die  Ausdrucksweise 
am  Schlüsse  des  §  1  —  als  die  Arbeitsgleichungen  für  die  Zustände 
X'  =  l^  ^Y"  =  1,  X"'  =  l  usw.  bezeichnet  werden;  ihre  Anzahl 
stimmt  mit  derjenigen  der  Unbekannten  X  überein,  und  sie  ermög- 
lichen deshalb  die  Berechnung  der  Werte  ^Y;  man   braucht    sie    nur 


nach  einem  durch  die  Erfahrung  gegebenen  Gesetze  von  den  inneren 
und  äußeren  Kräften  abhängen  und  mit  Ac,  ^.s  bezeichnet  werden 
mögen,  anzuwenden. 

Es  ergeben  sich  dann  die  Maxwellschen  Gleichungen*): 

2C'  Ac  =  2Ä'  ^s 
2C'"Ac-  =  2  5"As 
2C"'Ap  =  2  5"'A.s- 


8) 


dC 


7    =    ^', 


dC 


dX'      " '    dX' 

in  der  Form  schreiben 


(9) 


=  C 


dS 

dX 


r=S\ 


^^- 


-^'- 


dS 


dX' 


in  welcher  sie  sich  unmittelbar  ergeben,  sobald  die  Gleichung  (6)  nach 

allen  unabhängigen  Veränderlichen  X\  X" teilweise  differentiiert 

wird  und  hierbei  die  Verschiebungen  5,  Ac,  As,  sowie  die  Lasten  P 
als  Konstanten  betrachtet  werden,  was  bei  der  Willkürlichkeit  dieser 
Größen  gestattet  ist.  Schließlich  werden  die  vii'tuellen  Formänderungen 
As,  Ac  durch  die  wirklichen  As,  Ac  ersetzt. 

Für  die   den  Zuständen  ^'  =  1,  X"  =  1,   X'"  =  1 ent- 
sprechenden virtuellen  Arbeiten 

SC'Ac,  2C"Ac,  2C"'Af-, 


*)  Vgl.  die  geschichtlichen  Anmerkungen  im  Anhang. 
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der  Auflagerkräfte  werden  Avir  häufig  die  kürzeren  Bezeichnungen 

L'.  L'\  L'" 

anwenden. 

2.  Die  Verschiebmigen  As  und  Ac.  Es  werde  vorausgesetzt,  daß  für 
den  Stoff,  aus  dem  das  Fachwerk  liergestellt  ist,  eine  Proportionalitäts- 
grenze bestellt  und  die  Beanspruchung  innerhalb  dieser  Grenze  liegt, 
«•ine  Annahme,  welche  bei  den  hier  ausschließlich  in  Betracht  kommenden 
Tragwerken  aus  Schweißeisen,  Flußeisen  und  Stahl  zulässig  ist.  So- 
dann wird  angenommen,  daß  das  Fachwerk  bei  einem  bestimmten 
Temperaturzustande  vor  Einwirkung  der  Belastung  spannungslos  sei 
(Anfangszustand),  und  daß  sich  die  Anfangstemperatur  eines  Stabes 
in  allen  Teilen  desselben  um  den  gleichen  Betrag  /  ändere.  Bedeutet 
dann : 

E  den  Elastizitätsmodul  des  Stabmaterials, 

/•'"'    ..     Inhalt  des  Stabquerschnittes, 

£      ..     Ausdehnungskoeffizienten  für  f  =  1, 


Fig.  24. 


(10) 


A6- 


Ss 
EF 


+  e^v, 


wobei,  bezogen  auf  die  Tonne  und  das  Meter  als  Einheiten,  und  wenn 
t  in  Celsiusgraden  ausgedrückt  wird,  durclischnittlich  gesetzt  wer- 
den darf: 

für  Schweißeisen  A^=  20000000,  £  =  0,0000121.  ££"  =  240 

.,    Flußeisen        j^=  21500000,  £  =  0,0000118,  £^=  250 

„    Flußstahl        £"=22000000,  6  =  0,0000124,  ££'=270. 

Die  Yerschiebungen  Ac  der  Stützpunkte  hängen  von    der  Form, 

der  Elastizität,  der  Belastung  und   der    Temperaturänderung    der    das 

Fachwerk  stützenden  Körper  ab;  sie  lassen  sich  fast  nie  mit  Sicherheit 

angeben  und  werden  meistens  gleich  Xull  gesetzt  oder  geschätzt.    Be- 
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sitzen  unbeabsichtigte  Störungen  der  Stützlage  einen  größeren  Einfluß 
auf  den  Spannungszustand  eines  Fachwerks,  so  darf  dieses  nur  bei 
sicherer  Stützung  ausgeführt  werden.  Beispielsweise  sind  kontinuier- 
liche Balken  und  Bogenträger  ohne  Gelenke  bei  unsicherem  Baugi'unde 
zu  verwerfen. 


M^, 
\^^^i 

8 

D 

^o 

Fi';.  25. 


Im  Falle  starrer  und  reibungsloser    AViderlager    lauten    die    Be- 
dingungsgleichungen, denen  die  statisch  nicht  bestimmbaren  Größen  X 
zu  genügen  haben: 
(11)  2Ä'A6-  =  0;  2Ä"As  =  0;  usf. 

3.  Beispiel  zur  Erläuterung   der   allgemeinen   Theorie.     Der   in 

Fig.  24  dargestellte  Dachbinder  sei  bei  A  und  B  fest  gelagert  und 
werde  bei  E  und  F  durch  Säulen  gestützt,  welche  am  Kopfe  und  am 
Fuße  reibungslose  Gelenke  besitzen. 


Fig.  26. 


Alle  Verschiebungen  mögen  auf  das  durch  A  und  B  gelegte  feste 
Koordinatensystem  {x,  y)  bezogen  werden.  Nachgeben  der  AYiderlagcr 
verursache  eine  Vergrößerung  der  Stützweite  /umA^  und  Senkungen 
der  Stützpunkte  E'und  Fwmh'  bzw.  6".  Die  Lasten  P  seien  beliebig 
gerichtet;  die  senkrechten  Seitenkräfte  der  Stützendrücke  an  den  Enden 
seien  =  A  und  =  B,  die  wagerechten  =  C  und  =  D:  die  Säulen  üben 
die  Gegendrücke  X'  und  X"  aus. 

Beseitigung  der  beiden  Mittelstützen  führt  zu  dem  statisch  be- 
stimmten Hauptnetze,  Fig.  25  (Bogen  mit    3  Gelenken),    dessen  Auf- 
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lagerkräfte  Jq,  Bq,  Q,  Dq  und  Stabkriifte  S^  sicli  leicht  berechnen 
lassen.  (Zeichnen  eines  Kräfteplanes  oder  Anwendung  der  Kitterschen 
Methode.) 

"Werden  alle  Kräfte  Pund  auch  X"  =  0  gesetzt,  während  X'  =  1 
angenommen  wird,  so  entsteht  der  in  Fig.  26  dargestellte  Belastungs- 
zustand mit  den  Auflagerkräften 


B'=l^  und  C 


D'  =  1 


2h 


und  den  leicht  zu  berechnenden  Spannkräften  S'\  wir  nennen  ihn  kurz: 
Zustand  X'  =  1.   Yerschwinden  die  Kräfte  Pund  ^Y',  während  X"  =  1 


Fig.  27. 


wird,  so  entsteht  der  Belastungszustand  Fig.  27  (Zustand  ^Y"  =  1)  mit 
den  Auflagerkräften 


l4-.B" 


ly  ^"'  =  ^" 


2/^ 


und  den  Spannkräften  S". 

Für  das  statisch  unbestimmte  Fachwerk  in  Fig.  24  ergibt  sich  nun 


(I) 


A  =A. 


Ä'X'  —  Ä"X" 


d'      ,        d      „ 
A,——X   — yA  , 


p=.^-4a'-^X', 


C  ^  C iL  Y' 


2h 


X'\ 


D 


D   -±X'-—  X' 
^'        2h^^         2h  ^^ 


und 


S  =  So  +  S'X'  +  S"X' 


*)  Folgt  aus  der  Momentgleichuiig  für  Punkt  G: 
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Die  Gleichungen  zur  Berechnung  von  X'  und  X"  werden  durch 
Anschreiben  der  Arbeitsgleichungen  für  die  Zustände  X'  =  1  und 
^Y"  =  1  erhalten.     Im  ersteren  Belastungsfalle  (Fig.  26)  leistet  die 

Auflagerkraft  D'  die  virtuelle  Arbeit  D'  •  M 


1 


2  h 


M  und  die  in 


E  angreifende  Kraft  1   leistet,   da  sich  Punkt  E   um 
Arbeit  ( —  1  •  S')5  ^s  ergibt  sich  daher: 

,     d 


senkt,    die 


—  1 


2h 


AZ  =  2Ä'A5, 


während   für   den   Belastungsfall   in  Fig.  27    in  derselben  Weise  die 
Gleichung 

—  1  .5"+^AZ  =  25"A6- 
2h 

gewonnen  Avird.     Drückt  man  A.v  nach  Gleichung  (10)  aus,  so  folgt: 

Ss 


+  {t^'-^-''(^  +  ^-) 


^  2h  \EF 


und 


+  sf.). 


Wir  wollen  E^  s  und  t  für  sämtliche  Stäbe  konstant  annehmen  und 
die  vorstehenden  Gleichungen  mit  einer  beliebigen  Querschnitts- 
fläche F^  multiplizieren.  Drücken  wir  dann  noch  S  nach  der  letzten 
der  Gleichungen  (I)  aus  und  setzen  zur  Abkürzung 


so  erhalten  wir: 
i 


(n) 


EF. 


{> 


') 


F 


zEtF.^S'^ 


=  ^Sq  S's'  +  X'^S'  s'  +  X":^S'S"s\ 
^^(^^l-^")-^EtF.^S". 


Die  Multiplikation  mit  F^  ist  zu  empfehlen,  sobald,  was  meistens 
der  Fall  sein  wird,  mehrere  Stäbe  des  Fachwerks  denselben  Quer- 
schnitt erhalten;  setzt  man  dann  F^  gleich  der  am  häufigsten  vor- 
kommenden Querschnittsfläche,    so    erhält   man   möglichst  viele  Yer- 

F 
hältnisse  ^  =  1.      Stimmen    für    eine    größere    Anzahl    von    Stäben 
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sowolil  Liin£:e  als  Querschnitt  üborein,  so  kann  man  F,  so  annehmen, 

daß  s'  ^  s  ^  durch  eine  runde  Zahl  ausgedrückt  wird. 

Sollen  nun  die  Gleichungen  (11)  für  einen  bestimmten  Fall  der 
Anwendung  aufgelöst  werden,  so  müssen  gewisse  Voraussetzungen 
über  die  Größe  der  Verschiebungen  6',  S"  und  AZ  gemacht  werden. 
Lehnt  sich  der  Dachstuhl  bei  A  und  bei  B  gegen  gemauerte  Wider- 
lager, so  wird  in  der  Regel  A/  =  0  angenommen.  Weiter  wird 
meistens  die  Zusammeudrückung  des  Baugrundes  und  der  Säulen- 
Fundamente  (weil  schwer  anzugeben)  vernachlässigt,  so  daß  5'  und  h" 
gleich  sind  den  Verkürzungen  der  Säulen  infolge  der  Drücke  X'  und 
X'\  vermindert  um  die  Verlängerungen  infolge  einer  Erhöhung  der 
Temperatur.     Ist  also 

Eq  =  Elastizitätsmodul  des  Säulenraateriales, 
6o    =  Ausdehnungskoeffizient  für  t  =  1°, 
Fq  =  Inhalt  des  Säulenquerschnittes, 
Sq    =  Länge  einer  Säule, 

so  ergibt  sich 

\' s  X"  s 

und  es  gehen  die  Gleichungen  (II)  über  in 

, r  EF  2  n 

FJ[b,Es^  -  zE:2S's]  =  2>S'o5'.s'  +  X'  [^ -^o  +  2  5"s'J 

[EF  2  -\ 

^.9o  +  2,S"..'J 

sie  enthalten  jetzt  nur  noch  die  Unbekannten  X'  und  X". 

Die  Durchführung  der  Rechnung  in  Zahlen  erfordert  natürlich, 
daß  alle  Querschnittsinhalte  (deren  Bestimmung  in  der  Regel  das  Ziel 
einer  statischen  Berechnung  ist)  bekannt  sind;  es  müssen  also  diese 
Inhalte,  sobald  es  sich  um  ein  neu  zu  entwerfendes  Fachwerk  handelt, 
zunächst  abgeschätzt  oder  mit  Hilfe  von  angenäherten  Rechnungs- 
methoden ermittelt  werden. 

4.  Zahlenbeispiel.  Es  ist  der  Horizontalschub  X  des  in  Fig.  28 
dargestellten,  bei  A  und  B  fest  gelagerten  Bogenträgers  zu  berechnen. 
Stützweite  20  ra.  Feldweite  2  m.  Die  unteren  Knotenpunkte  liegen 
auf  einer  Parabel,  deren  Pfeil  =  2,5  m  ist;  die  obere  Gurtung  ist 
geradlinig;  Höhe  der  Endvertikale  =  3  m.  Die  Knotenpunktslasten 
sind  =  1  t  bzw.  0.5  t.     Die  in   Fig.  28  an  die  Stäbe  gesetzten  Zahlen 
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geben  links  von  der  Mitte  die  Stablängen  in  cm  an  und  rechts  von 
der  Mitte  die  Inhalte  der  Querschnitte  in  qcm. 

Im  FaUe  X  =  0  entsteht  ein  statisch  bestimmter  Fachwerkbalken, 
dessen  Spannkräfte  S^  mit  Hilfe  eines  Kräfteplanes  ermittelt  und  in 
der  nachstehenden  Tabelle  zusammengestellt  worden  sind.  Sodann 
sind  in  Fig.  29  diejenigen  Stabkräfte  S'  eingetragen  worden,  welche 
tätig  sind,  sobald  in  A  und  B  zwei  auswärts  gerichtete,  wagerechte 
Kräfte  1  auf  das  im  übrigen  unbelastet  und  gewichtslos  gedachte 
Fachwerk  wirken.  Aus  den  Werten  Sq  und  S'  ergeben  sich  die 
Spannkräfte : 


(I) 


S  =  S. 


S'X. 


Fis.  28  und  29. 


Um  X  zu  berechnen,  schreiben  wir  die  Arbeitsgleichung  für  den 
Belastungszustand  in  Fig.  29  an;  sie  lautet,  wenn  sich  l  um  AI  ver- 
größert : 

(II)  1-  M=.:2,S'As 

und  geht  mit 


über  in 
(III) 


A/:=2 


SS's 
EF 


Werden  E  und  s  für  alle  Stäbe  gleich  groß  angenommen,  und  wird 
die  vorstehende  Gleichung  mit  der  beliebigen  Querschnittsfläche  F^ 
multipliziert,  so  geht  sie,  mit  der  Abkürzung 
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über  in 

EF,M  =  25'  (,%  —  S'X)  s'  4-  eEF,:^fS's 
und  liefert 

(1\  )  A  = -T- 

25'.s-' 

Die  Belastung  erzeugt  für  sich  allein 

(V)  _,.^m:m. 

2  5'.s' 
In    der   folgenden    Tabelle    sind    die    den  einzelnen  Stäben    ent- 

sprechenden  Werte  S' Sqs' und  S's\  bei  deren  Berechnung  i^,  =  100qcm 
angenommen  wurde,  zusammengestellt  worden.  Es  ergibt  sich  für  die 
eine  Hälfte  des  in  bezug  auf  die  Mitte  symmetrischen  Trägers 

2>S'5o.v'  =  1982,78,     ^S'l'  =  224,50, 

mithin  ist 

^.        1982,78        „„,        , 

^^  =  -224;^-  =  ^'^'""' 

S  =  Sq  —  8,8  S  , 

also  beispielsweise  für  die  erste  Diagonale 

S  =  6,22  —  8,8  .  0,62  =  0,76  t. 

Werden  die  Knotenpunktslasten  1  t  und  0,5  t  beziehungsweise  durch 
P  und  0,5  P  ersetzt,  so  entsteht  X  =  8,8  P  und  dieser  Wert  bleibt 
gültig,  wenn  man  sämtliche  Querschnittsflächen  mit  ein  und  der- 
selben Zahl  multipliziert,  so  daß  es  bei  der  Berechnung  des  durch 
die  Belastung  erzeugten  Horizontalschubes  H  eines  zu  entwerfenden 
Facliwerkbogens  nur  darauf  ankommt,  das  gegenseitige  Verhältnis  der 
Querschnittsflächen  abzuschätzen. 

Der  durch  eine  Erhöhung  der  Temperatur  hervorgerufene  Hori- 
zontalschub möge  unter  der  Voraussetzung  eines  konstanten  t  be- 
rechnet werden;  er  ergibt  sich  nach  Gleichung  (IV): 

^       eEFj^S's 

■^  =  i 

und.  wenn  für  Schweißeisen  zE  =  240  (bezogen  auf  die  Tonne  und 
das  Meter)  gesetzt  und  t  =  40°  C  angenommen  wird,  mit  F,  =  100  qcm 
=  O.Ol  qm. 
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Um  den  Wert  2Ä'.?,  welcher  sich  über  den  ganzen  Träger  erstreckt, 
schnell  zu  berechnen,  beachte  man,  daß  in  der  Arbeitsgleichung  (II) 
unter  A/  und  ^s  beliebige,  aber  mögliche  und  genügend  kleine 
Verschiebungen  verstanden  werden  dürfen.  Solche  mögliche  Yer- 
schiebungen  entstehen  unter  anderem,  wenn  das  Fachwerk  eine  der 
früheren  Form  ähnliche  Form  annimmt,  wenn  sich  also  s  um  cos  und 
l  um  o/  ändert,  unter  w  eine  Konstante  verstanden.  Gleichung  (II) 
geht  dann  über  in 


S's- 


s 

F 

F, 

S' 

S'l' 

So 

So  S's' 

^ 

2,00 

40 

5,00 

—  0,43 

0,92 



4,29 

9,22 

-^ 

2,00 

60 

3,34 

-1,14 

4,36 

— 

11,43 

43,39 

o 

2,00 

80 

2,50 

—  2,33 

13,57 

— 

23,33 

135,90 

i 

2,00 

100 

2,00 

—  4,00 

32,00 

— 

40,00 

320,00 

o 

2,00 

100 

2,00 

-5,00 

50,00 

— 

50,00 

500,00 

'CD 

2,19 

120 

1,83 

+  1,10 

2,21 

0 

0 

3 

2,12 

106 

2,00 

+  1,50 

4,50 

+ 

4,54 

13,62 

o 

2,06 

100 

2,06 

+  2,21 

10,06 

+ 

11,77 

53,58 

R 

2,02 

100 

2,02 

+  3,37 

22,94 

+ 

23,57 

160,45 

ä 

2,00 

100 

2,00 

+  5,00 

50,00 

+ 

40,05 

400,50 

2,90 

50 

5,80 

+  0,62 

2,23 

+ 

6,22 

22,37 

7i 

2,44 

50 

4,88 

+  0,87 

3,69 

+ 

8,71 

36,98 

2,19 

50 

4,38 

+  1,30 

7,40 

+ 

13,03 

74,19 

2,09 

50 

4,18 

+  1,74 

12,66 

+ 

17,42 

126,70 

2,06 

50 

4,12 

+  1,03 

4,37 

+ 

10,30 

43,71 

3,00 

50 

6,00 

—  0,45 

1,22 

— 

-  5,00 

13,50 

_2 

2,10 

50 

4,20 

—  0,50 

1,05 

— 

-6,00 

12,60 

12 

1,40 

50 

2,80 

—  0,54 

0,82 

— 

-  6,36 

9,62 

0,90 

50 

1,80 

—  0,50 

0,45 

— 

-  6,00 

5,40 

0,60 

50 

1,20 

—  0,25 

0,08 

- 

-  3,50 

1,05 

m 

qcm 

m 

2  5's'  = 

=  224,50 

^S,S's  = 

1982,78 

sie  liefert 

und  es  fole-t  somit: 


X  =  0,214  •  20  =  4,3  t. 
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Eine  durch  Nachgeben  der  Widerlager  entstandene  Vergrößerung 
der  Stützweite  um  A/  bedingt  nach  Gleichung  (lY)  den  Horizontalschub 
_  EFAl  _  _  20000000^0,01 
\^,\~  2.224.5^ 

und  beispielsweise  für  A/=l  cm  =  0,01  m: 
A'  =  —  4,5  t. 


Verschiebungen  der  Knotenpunkte  eines  Fachwerks. 
Allgemeine  Untersuchungen. 

Werden  die  Knotenpunkte  des  Fachwerks  mit  1,  2,  3  ...>??..  .  ii 
bezeichnet  und  die  in  ihnen  angreifenden  Lasten  mit  P^,  Pg,  P3,  ... 
P„  .  .  .  P„,  so  lautet  die  in  §  2  aufgestellte  Arbeitsgleichung  (6): 

(12)  PA+  P^h    +  ^^3    +  •  •  •  +  P,.,K  -{-•-■■PnK 

+  2CAc=:2ÄA.5; 
sie  gilt  für  beliebige  mögliche  Verschiebungen  8,  Ac  und  A.s-  und  für 
beliebige  Werte  der  Lasten  P  und  liefert  unmittelbar  die   durch  be- 
stimmte Ac  und  As  hervorgerufene  ^Verschiebung  h„  des  Knotenpunktes 
m  im  Sinne  von  P„,  sobald  P^  bis  P„_i  und  P„+i  bis  P„  gleich  Null 
gesetzt  werden,  während  P„  =  1   angenommen    wird.     Da    nun    aber 
die  Gleichung  (12)  bei  statisch   unbestimmten    Fachwerkeu    auch    für 
beliebige  Werte  der  statisch  nicht  bestimmbaren  Größen  X  gültig  ist, 
so  wird  es  sich  empfehlen,  sämtliche  X  gleich  Null  zu   setzen,  d.  h. 
man  tvird,  um  die  durch  irgend  emen,  kurz  mit  L  bezeich- 
neten Belastungsxustcmd  erxeugte  Verschiebung  h„  zu  berechnen, 
die  Arbeitsgleichung  für  das  durch  P,„  =  1    belastete,    statisch 
bestimmte  Hauptnetz  anschreiben  und  in  diese   Gleichung  die 
dem  Belastungszustcmde  L  entspr-echeyiden    Verschiebungen  Ac 
und  A.s-  einsetzen. 
Hierbei  ist  es  ganz  gleichgültig,  in  ^velcher  Weise    das    statisch 
bestimmte  Hauptnetz  gebildet  wird.     Daß  dies    auf    verschiedenartige 
Weise  geschehen  kann,  geht  daraus  hervor,  daß  bei  der  Auswahl  der 
als  statisch  nicht  bestimmbar  aufzufassenden  Größen  —  innerhalb  ge- 
wisser Grenzen  —  nach  Willkür  verfahren  w^erden  darf. 

Auch  ist  hervorzuheben,  daß  bei  der  Berechnung  der  Knotenpunkts- 
verschiebungen 8  andere  Hauptnetze  gebildet  werden  dürfen,  wie  bei 
der  Berechnung  der  Spannkräfte. 

Zahlenbeispiel.  Es  wird  die  Senkung  83  des  Knotenpunktes  3 
des  in  Fig.  30  dargestellten,  statisch  bestimmten  Fachwerkträgers  ge- 
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A.s  = 


sucht.  Die  Kuotenpunktlasteu  sind  8  t  und  4  t.  Stützweite  =  12  m, 
Träji'erhölie  =  4  m,  Feldweite  =  3  m,  Länge  einer  Diag-onale  =  5  m. 
In  Fig.  30  sind  die  Spannkräfte  *S' 
zusaniniengestellt  worden;  die 
iiinen  entsprechenden  Änderun- 
gen der  Stablängen  sind,  wenn 
die  Anfaugstemperatur  erhalten 
bleibt, 

EF' 

Fig.  31  gibt  diejenigen  Spann- 
kräfte ©,  welche  entstehen,  so- 
bald im  Knotenpunkte  3  nach 
der  Richtung  der  gesuchten  Ver- 
schiebung (d.  i.  also  im  vorliegen- 
den Falle  senkrecht)  eine  Last  1 
angreift.  Die  Arbeitsgleichung 
lautet  für  diesen  Belastungszu- 
stand 

1  .§3  =2©.  A6-, 

sie  gilt  für  beliebige  zusammengehörige  Werte  S3  und  A.s,  und  liefert 
insbesondere  die  dem Belastiingsfalle  in  Fig.30  entsprechende  Senkung83, 
sobald  die  für  diesen  Belastungsfall  berechneten  A.s  eingesetzt  werden. 
Bei  konstantem  E  folgt: 

_^^Ss  _  1   ^^Ss 
'         '  EF        E"     F   ' 


Fig.  30  und  31. 


Die  den  einzelnen  Stäben  entsprechenden  Produkte 


^Ss 


F 

Man  findet 


sind  in  der 


822 


0,4  cm. 


qcm    gesetzt    wird. 


Tabelle  auf  Seite  34  zusammengestellt  worden. 

"     F 

und,  wenn  für  Schweißeisen  E  =  2000  t  für  das 

._  822^ 
2000 

Beispiel  2.    Es  soll  die  Senkung  6  des  Scheitels  G  des  in  Fig.  24 
auf  Seite  25  dargestellten  Dachbinders  ermittelt  werden. 

Xachdem  die  statisch  nicht  bestimmbaren  Größen  X'  und  X"  nach 
der  in  §  2  gegebenen  Anleitung  berechnet  und  die  Spannkräfte  S  =  S^ 
-\-  S'  X'  -\-  S"  X"  ermittelt  worden  sind,  werden  die  wirklichen  Längen- 
Ss 


änderungen  A.' 


EF 


-\- zts  für  sämtliche  Stäbe,  sowie  etwaige  Ver- 


schiebungen der  Stützpunkte  festgestellt. 

Müller-Breslau,  Festigkeitslehre.    4.  Aufl. 
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Tabelle  zum  Zalilenbeispiele  auf  Seite  32. 


Stab 

^' 

s 

F 

5  N.s 

0  —  1 

—  13,75 

500 

30 

—  0,625 

143 

0-2 

+  8-25 

300 

15 

+  0,375 

62 

1-2 

+  8,00 

400 

10 

0 

0 

1-4 

—  10,50 

600 

20 

—  0,750 

24 

1  —  3 

+  3,75 

500 

10 

+  0,625 

117 

2-3 

+  8,25 

300 

15 

+  0,375 

62 

3  —  4 

+  6,25 

500 

10 

+  0,625 

195 

3  —  5 

-f  6,75 

300 

15 

+  0,375 

51 

4-5 

+  4,00 

400 

10 

+  0 

0 

4-6 

—  11,25 

500 

30 

—  0,625 

117 

5  —  6 

+  6,75 

300 

15 

+  0,375 

51 

Tonnen 

cm 

qem 

Tonnen 

2®^:^  =  822 

Hierauf  Avird  das  statisch  bestimmte  Hauptnetz  (Fig.  32)  mit  der 
in   G  angreifenden  Kraft  1  belastet.     Es  entstehen  die  Auflagerkräfte 


Fi?.  32  und  33. 
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sowie  gewisse,  leicht  bestimmbare  Spannkräfte  ®,  und  es  lautet  die 
Arbeitsgleichung 

sie  gilt  für  beliebige  zusammengehörige  5  und  As.  Setzt  man  also 
die  wirklichen  (dem  Belastungszustande  in  Fig.  24  entsprechenden) 
Formänderungen  ^l  und  Ls  ein,  so  erhält  man  auch  die  wirkliche 
Senkung  §. 

Wird  die  wagerechte  Verschiebung  h'  des  Punktes  G  gesucht  und 
hierbei  5'  positiv  angenommen,  sobald  sich  G  nach  rechts  verschiebt, 
so  ist  das  statisch  bestimmte  Hauptnetz  mit  einer  nach  rechts  gerich- 
teten Kraft  1  zu  belasten  (Fig.  33).     Diese  erzeugt  die  Auflagerkräfte 

h 
^'  =  1  •— ,  abwärts  gerichtet*), 

i>'  =  1  •  — ,  aufwärts  gerichtet, 

C'  =  ZJ-  =  |, 

sowie  Spannkräfte  ©',  und  es  ergibt  sich  die  Arbeitsgleichung 
1  •  S'  —  D'  •  ä.l=  2(S'A5,  aus  welcher 

S'  =  ^A^  +  2©'A5 

erhalten  wird. 

Beispiel  3.  Gesucht  sei  die  Senkung  5,„  des  Knotenpunktes  m 
der  Mittelöffnung  eines  kontinuierlichen  Fachwerkträgers  mit  4  Stütz- 
punkten (Fig.  34). 

Jv'achdem  für  den  vorgeschriebenen  Belastungsfall  die  Spannkräfte 
S  ermittelt  worden  sind,  wird  der  Teil  des  Fachwerks,  welchem  der 
Knotenpunkt  m  angehört,  statisch  bestimmt  gemacht.  Dies  geschieht 
am  zweckmäßigsten  durch  Beseitigung  der  beiden  Stäbe  LjVund  RT. 
Der  Trägerteil  C\  C^  ist  jetzt  als  ein  einfacher  Balken  aufzufassen 
(Fig.  34);  er  wird  im  Punkte  m  mit  der  senkrechten  I{Taft  1  belastet, 

und  hierauf  werden  die  Auflagerkräfte  1  -  und  1  ^  und  die  Spann- 
kräfte <S  berechnet.     Schließlich  wird  die  Arbeitsgleichung 

l-6^  =  2@As 

*)  Es  ist  B'  gleich  aber  entgegengesetzt  ä%  damit  die  senirechten  Kräfte  im 
Gleichgewichte  sind.    Sodann  verlangt  das  Gleichgewicht  gegen  Drehen:  Ä'l  =  l.h^ 

woraus   J.'  =  1  — .      Schließlich    folgt    C  =  Ä'  cotg  a  =  —  •  „  -  =  —    und    ebenso 

/>'  =  —,  weil  die  Mittelkraft  K^  aus  A'  und  C%  desgl.  K^  aus  B'  und  D'  durch  den 
Punkt  G  gehen  muß. 
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angeschrieben;  sie  liefert,  wenn  für  An  die  wirklichen  Änderungen 
der  Stablängen  gesetzt  werden,  die  wirkliche  senkrechte  Verschiebung 
des  Punktes  m  treffen  die  fest  gedachte  Gerade  C,  C,.    Senken  sich  die 


n 7' 


Fig.  34  a,  b,  c. 


Stützpunkte  C^  und  Q  um   5'  und  5", 
die  Fig.  34  nachgewiesene  Betrag 


hinzuzufügen. 


so  ist  zu  5„.  noch  der  durch 


§  4. 
Die  Biegungspolygone  für  ebene  Fachwerkträger. 

1)  Trägt  man  die  (nach  unten  positiv  gezählten)  senkrechten  Yer- 
schiebungen  .  .  .  8„_,,  5„,  8„+,  .  .  .  der  Knotenpunkte  .  .  .  m — 1, 
m,  m -\- 1  .  .  .  einer  Gurtung  AB  eines  in  einer  lotrechten  Ebene 
gedachten  Fachwerks  von  einer  wagerechten  AB'  aus  als  Ordinaten 
auf  und  verbindet  deren  Endpunkte  durch  gerade  Linien,  so  erhält 
man  das  der  gegebenen  Belastung  entsprechende  Biegungspolygon 
der  Gurtung  AB  (Fig.  35b).  Es  läßt  sich  bestimmen,  sobald  die 
Längenänderungen  der  Gurtstäbe  und  die  Änderungen  der  von  je  zwei 
aufeinander  folgenden  Gurtstäben  gebildeten  Winkel,  welche  wir  kurz 
die  Randwinkel  nennen  und  =  "j-  setzen  wollen,  bekannt  sind. 

Die  Fläche  zwischen  dem  Biegungspolygone  und  der  zugehörigen 
Abszissenachse  möge  die  Biegungsfläche  der  Gurtuug  heißen. 

"Wir  beti'achten  zuerst  das 
Biegungspolygon  einer  unteren  Gurtung,  bezeichnen 

mit  6„,  und  s„+,  die  Längen  der  einem  Knotenpunkte  m  benach- 
barten Gurtstäbe, 
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mit  7„  und  y,„+i  die  von 
der  Wagerechten  durch 
das  linke  Stabende  aus 
nach  unten  positiv  ge- 
zählten Neigungswin- 
kel dieser  Stäbe, 
„     c„  und  c„^.i  die  senk- 
rechten   Projektionen 
von  s„  und  s„  + , , 
,,     X„  und  A^+i  die  wage- 
rechten   Projektionen 
von  s„  und  5,„  +  i, 
.,     A.s,   Ay,   Ac,   Aa    die 
Änderungen  von  5.  y, 
c  und  \,  und  erhalten 
5^_§^_,  =  Ac,„, 
S«,  +  i  —  S„  =  Ae„+i. 
Wird  die  Gleichung 
Cm  =  -^m  sin  Y„ 
differentiiert   und    hierbei 
das    Differentialzeichen    d 
durch  das  Zeichen  A  ersetzt, 
so  folgt: 

Ac„  =  A5„  sin  Y„ -]- 5^  cos  Y,„A7„ 
und  nach  Division  durch  a„  =  s„cosy„: 
Ac^       A5„ 

und  ebenso  ergibt  sich 

Ac„+i        A5„  +  i 

-T —  =  — ^-^^Y™  +  .  +  Ay.  +  i, 

SO  daß 

Ac„         Ac-    .,         A5,„    ,  A5, 


Fig.  35  a,  h,  c,  d. 


X„ 


—  ^r/Y,„  +  i  +  AT-«  — AYm+i 


ürd. 


Nun  ist  aber 

-..  +  T«  —  Tm+ 1  =  180°,  mithin  AX.  +  Ay„  —  Ay„+i  =  0, 
und  es  entsteht,  wenn  die  Ac  durch  die  §  ausgedrückt  werden: 


—  S. 


A5„ 


.  A5„+, 

^5'Y». ^^T^  +  i 


AX 


Bezeichnet  man   zunächst  für  den  Temperaturzustand   f  =  0 
<^-  =  ^^  =  ^^^  und  a,„+,  =  ^~+- 


mit 


i^« 


=  ^^^ 
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die  Spaiiuuugeii  iu 
kürzung 

(13) 

so  folgt  die  Gleichung 

(14)  ^ 


den  Gurtstäben  s„  imd 


und  setzt  zur  Ab- 


fgim 


0^+ 

E 


'W  Un. 


A^. 


welche  eine  einfache  Deutung  zuläßt. 

Wird  ein  Balken  AB'  (Fig.  35c)  durch  senkrechte  Lasten 
.  .  .  P„_i,  P„,  P„+i  .  .  .,  welche  in  Abständen  .  .  .  X„,  X„+i  .  .  . 
wirken,  beansprucht,  so  besteht  zwischen  den  Querkräften  Q„  und  Q„+x^ 


welche    innerhalb    der  Strecken  \„  und  a,„  +  , 
Ziehung 

Qn,—   Qn,^.=l\. 

Bedeuten  nun  .  .  .  il/„_i,  Jf„,  if,„+i  ...  die 
die  durch  die  Angriffspunkte  der  Lasten  .  . 
gelegten  Balkenquerschnitte,  so  ist 


konstant  sind,   die  Be- 


Biegungsmomente 
P.-„   P.,   P„^, 


für 


Q^  = 


M„ 


und  es  folgt: 


J£.  —  M, 


und  Q„+x  = V- 


M„ 


M„^,-M„ 


PJ)- 


c 

Jß           ^ 

J^ 

/\/\/ 

'\/\/ 

/\ 

/^ 

\2                 \3 

t^ 

k" 

*^2  1,,,     ,       \x 

1^^  i.w 

'    li  ,   ii 

,>^ 

"A. 

Vergleicht  man  diese  Beziehung  mit  der  Gleichung  (14),  so  ist 
ersichtlich,    daß   man  das  Biegungspoljgon  einer  Fachwerks- 

gurtung  auffassen  darf  als 
das  Momentenpolygon  eines 
Balkens  ÄB\  welcher  durch 
Lasten  . . .  w„,_^y  tv„^  li^m+x  •  •  ■ 
beansprucht  wird  (Fig.  35b). 
Sind  insbesondere  die  Yer- 
schiebuugen  des  ersten  und  des 
letzten  Knotenpunktes  (o  und  n) 
^3  der  Gurtung    gleich    Null,  wie 

dies  in   der  Fig.  35  b   vorausge- 
setzt worden  ist,  so  ist  der  Balken 
h.  an  den  Enden  frei  aufliegender, 
um    das  Biegungspolj^gon    einer    Gurtung  AB, 

senken  (beispiels- 

*)  Die  Querkraft  Q  ist  hierbei  als  Mittelkraft  der  auf  das  Balkenstück  links 
vom  betrachteten  Querschnitte  wirksamen  äußeren  Kräfte  aufgefaßt  und  positiv 
angenommen,  wenn  aufwärts  gerichtet.  M  bedeutet  das  Moment  von  Q,  bezogen 
auf  den  Schwerpunkt  des  betrachteten  Querschnitts  als  Drehpunkt,  und  wird  positiv 
gesetzt,  wenn  es  rechts  drehend  ist. 


Fig.  36. 

AB'  ein  einfacher,  d 
Handelt  es    sich 
deren  Endknotenpunkte  sich  um  Strecken  8'  und  5 


I 
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weise  der  Gurtiing  des  Mittelfeldes  eines  kontinuierlichen  Trägers  mit 
verschieblichen  Stützpunkten,  Fig.  36),  so  setze  man  zuerst  5'  und  5" 
gleich  Null,  berechne  also  das  den  Lasten  tv  entsprechende  Momenten- 
polygon Ä LB'  eines  einfachen  Balkens  AB'  und  füge  schließlich  zu 
den  Ordinaten  dieses  Polygons  die  Ordinaten  der  Geraden  Ä' B'\ 
welche  durch  Ä Ä'  =  8'  und  B' B"  =  h"  gegeben  ist.  Die  in  der 
Fig.  36  schraffierte  Fläche  ist  die  gesuchte  Biegungsfläche.  Für  das 
Biegungspolygon  einer  oberen  Gurtung  ergibt  sich,  wenn 

ß;,.  und  ßfc+,  die  von  der  Wagerechten  durch  das  linke  Stabende 

aus  nach  oben  positiv  gezählten  Neigungswinkel  der  Gurtstäbe 

Sk  und  S;t+i 
bedeuten  (Fig.  35  a),  in  gleicher  Weise 

— T >; ^  "'^' 

wobei 

(15)  '^^  =  ^  ^5'ß.+i  -  ^  ^i/ß.  +  ^% 

ist.  Der  durch  die  Lasten  w,,  beanspruchte  Balken  Ä B\  dessen 
Momentenpo^Ygon  mit  dem  gesuchten  Biegungspolygone  übereinstimmt, 
ist,  wie  vorhin,  als  ein  an  den  Enden  frei  aufliegender  anzusehen,  sobald 
der  erste  und  der  letzte  Knotenpunkt  der  betrachteten  Gurtung  keine 
senkrechten  Yerschiebungen  erfahren.  Handelt  es  sich  nun  beispiels- 
weise um  die  obere  Gurtung  eines  Fachwerkträgers  mit  Endvertikalen 
(Fig.  35),  so  hat  man  nach  Aufzeichnung  des  Momentenpolygons  Ä'CB' 
für  den  an  den  Enden  freiliegenden  Balken  Ä'B\  zu  den  Ordinaten 
dieses  Polygons  noch  die  der  Geraden  Ä"B"  zu 
addieren,  wobei  die  Strecken  A'Ä"  und  B' B" 
gleich  den  Verkürzungen  5,,  bzw.  h„  der  End- 
vertikalen zu  machen  sind. 

Will  man  die  Senkungen  der  Knotenpunkte  (7, 
Z),  ^7,  F  der  oberen  Gurtung  einer  Mittelöffnung 
eines  kontinuierlichen  Balkens  bestimmen  (Fig.  36), 
so  betrachte  man  dasPolygon  A  CDEFB  als  obere  Fig.  37. 

Gurtung  und  die  Stützpunkte  A  imd  B^  deren 
Verschiebungen  stets  gegeben  sind,  bzw.  als  Anfangs- undEndknotenpunkt. 

Bei  einem  Fachwerke  mit  Vertikalen  (Fig.  37)  findet  man  nach 
Bestimmung  des  Biegungspolygones  der  unteren  Gurtung  dasjenige 
der  oberen  (oder  umgekehrt)  mit  Hilfe  der  Beziehung 

h^  —  h,.=^Mi, 
wobei  8,„  =  Senkung  des  unteren  Knotenpunktes  m, 
5j.  =  Senkung  des  oberen  Knotenpunktes  A-, 
A/?=  Verlängerung  der  die  beiden  Punkte  m  und  k  verbindenden 
Vertikale. 
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Berechnung  der  ^^.„.  AVir  beschränken  uns  in  diesem  Buche 
auf  die  Beliandlung  des  Falles,  in  welchem  das  Fachwerk  durch 
AneinanderfüiTung  von  Dreiecken  erzeugt  werden  kann.  Es  setzt  sich 
dann  jeder  Winkel  "3  aus  einzelnen  Dreieckswinkeln  zusammen,  und 
es  genügt  die  Berechnung  der  Änderung  eines  solchen  zu  zeigen. 

Sind  f/,.  r/g,  rtg  die  Seiten  eines  Dreiecks  und  a^,  ag,  ag  die 
ihnen  gegenüberliegenden  Winkel,  und  bedeutet  h  das  Lot  von  .1 
aiif  ffj,  so  folgt: 

r/j  =  a.^  cos  ag  -1-  r/g  cos  ag 

und  hieraus  durch  Differentiieren : 

Ar/j  =  Af/g  cos  ag  —  a^  sin  agAag  +  Ar/g  cos  ag  —  ^'^  sin  ag  Aag 


Ar/o 


^(to 


Ä(Aag  +  Aa3). 


Fig.  38. 


Fig.  39. 


und 

ferner  ist 

Aag  +  Aa,  =  — Aaj. 
«2  COS  ttg  =  h  eotg  ag 

und 

«g  COS  ag  =  h  cotg  ag. 

weshalb  sich 

ergibt: 

Aa 

A«, 

«1               ^«2 

Aa, 


cotg  ag 


Bezeichnet  man  mit  c^,  Cg,  Cg  die  Spannungen  in  den  Stäben  a^,  a.,,  a^ 
und  setzt  die  Temperaturänderung  f  =  0  voraus,  so  ist 


A«, 


Beachtet  man  noch 


A«o 


Ar/o 


^  =  cotg  ag  -\-  cotg  ag. 
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so  findet  man,  wenn  E  konstant  ist,  zur  Berechnung  der  durch  die 
Spannungen  c  hervorgebrachten  Winkeländerung  die  Gleichung 
(16)  Ela.^  =  (Ci  —  cTg)  cotg  ag  +  {a^  —  ffg)  cotg  a^. 


Fig.  40. 

Für  die  Änderung  des  Winkels  '^  in  Fig.  39  ergibt  sich  z.  B.  mit  den 

an   die   einzelnen  Stäbe  geschriebenen  Spannungen  c  die   Grieichung: 

(16a)  i7A^  =  (cJa  —  Oj)  cotg  a^  +  (ffg  —  cJg)  cotg  a.^  -f  (c^  —  Gg)  cotg  a^ 

+  (^4  —  ^ö)  cotg  a^  +  (cg  —  Cg)  cotg  aj  +  (Cg  —  er,)  cotg  a.^. 


-hO,7J  (1)  +0,7J  [Hl      +0, 


Fig.  41. 

Sollen  Temperaturänderungen  berücksichtigt  werden,  so  ergibt  sich 
die  Änderung  A.v  einer  Stablänge  s  aus 

^=Fl  +  ^'  =  i;  +  ^^  =  ^(=  +  ^^'); 

es  treten  alsdann  in  den  Gleichungen  (13)  bis  (16)  an  die  Stelle  der 
Spannungen  c  die  Werte  a-[-  zEt 
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ZaMenbeispiel.  Es  soll  das  Biegungspolygon  für  die  untere  Gur- 
tung des  in  Fig.  40  dargestellten  Schwedler-Trägers  berechnet  werden. 
Material:  Schweißeisen.  Jeder  untere  Knotenpunkt  ist  mit  11,39  t, 
jeder  obere  mit  1,33  t  belastet.  In  Fig.  40  geben  links  von  der  Mitte 
die  nicht  eingeklanunerten  Zahlen  die  Stablängen  in  cm  an  und  die 
eingeklammerten  Zahlen  die  Querschnittshiiialte  F  in  qcm;  die  Zahlen 
rechts  von  der  Mitte  sind  gleich  den  Spannkräften  in  Tonnen, 

In  Fig.  41  bedeuten  die  an  die  Stäbe  geschriebenen  Zahlen  die 
in  Tonneu  für  das  qcm  ausgedrückten  Spannungen;  die  in  die  Winkel 
gesetzten  Zahlen  sind  gleich  den  Kotangenten  der  Winkel. 

Es  ergeben  sich  folgende  Werte  für  die  den  unteren  Randwiukeln 
entsprechenden  Produkte  -E'A^„: 

Eb.'^,  =  (—  0,68  —  0,71)  1,33  +  (—  0,68  -f  0,28)  0,75  +  (0,48 

4-  0,28)  0,75  +  (0,48  —  0,71)  1,33  =  —  1,88 
E\\  =  (—  0,28  —  0,48)  0,75  -f  (—  0,69  —  0,48)  0,66  +  (—  0,69 
—  0)  0,39  -f  (0,51  —  0)  1,11  +  (0,51  —  0,65)  0,90  =  —  1,17 
Eb":,  =  (0  —  0,51)  1,11  +  (—  0,72  —  0,51)  0,68  +  (—  0,72 
+  0,04)  0,14  +  (0,53  +  0.04)  1,25  +  (0,53  —  0,71)  0,8 
=  —  0,93 
E^'s^  =  (—0,04  —  0,53)  1,25  +  (—  0,68  —  0,53)  0,8  +  (0,27 

+  0,06)  1,25  -f  (0,27  —  0,73)  0,8  =  —  1,64 
jFA^5={(— 0,06  — 0,27)  1,25 +  (—0,71  — 0,27)  0,8}2  =  — 2,39. 

Da  die  untere  Gurtung  wagerecht  ist,  so  folgt  aus  der  Gleichung  (13) : 
ll•„=  —  ^'2„. 

Berechnet  man  also  das  Momentenpolygon  für  einen  einfachen, 
an  den  Enden  frei  aufliegenden  Balken  A'B\  Fig.  40,  welcher  durch 
die  Einzellasten 

—E^\=h88,  —  1^A^2=1,17  usw. 

beansprucht  wird,  so  sind  die  Ordinaten  M  dieses  Polygons  gleich  den 

mit  E  multiplizierten  Durchbiegungen  8.    Ist  die  Feldweite  X  konstant, 

so  darf  man  bei  der  Berechnung  der  Momente  M  für  den  Balken  Ä'B' 

Eb 
die  Annahme  a  =  1  machen,  und  erhält  dann  J/=  -— • 

A 

Es  ergibt  sich: 
.¥i=  6,815,    34=11,750,    ^¥3=  15,515,    3^=  18,350 
und  Jlf5=  19,545*), 


*)  Hat  man  die  Biegungsmomente  für  einen   durch    eine   größere    Zahl   von 
Einzella.sten  beanspruchten  Balken  zu  berechnen,  so  ermittele  man  zuerst  die  Quer- 


—     43     — 

und  es  folgen  nun,  wegen  a  =  400  cm  und  E  =  2000  t  für  das  qcm, 
die  Durchbiegungen: 

J/\  _  3/400  _  31 

~E~~~    2000    ~  5  ' 

1      .         6.815        ,  ,           ,         11,750       ^  „- 
also  5^  =  — ^ —  =  1«4  cm,    öo  =  — -^ =  2,35  cm. 


=  3,1  cm,    64  =  3,7  cm ;    §5  =  3,9  cm. 


§  5- 

Das  Biegungspolygon  eines  Strebenfachwerkes. 
(Zweites  Verfahren.) 

Haben  sämtliche  Stäbe  eine  gegen  die  Senkrechte  geneigte  Lage, 
so  nennt  man  das  Stabsystem  ein  Strebenfachwerk.  Für  ein  solches 
möge  dasjenige  Polygon  bestimmt  werden,  dessen  Ordinaten  gleich- 
zeitig die  senkrechten  Yerschiebungen  6  der  Knotenpunkte  der  oberen 
und  der  unteren  Gurtung  liefern. 

Mit  Bezugnahme  auf  die  aus  der  Fig.  42  zu  ersehende  Bezeich- 
nung !^der  Knotenpunkte  sollen  bedeuten: 

o„  die  Länge   des   einem  Knotenpunkte   ni   der  unteren  Gurtung 
gegenüberliegenden  Obergurtstabes, 

u,,  die  Länge    des    einem    Knotenpunkte  k  der    oberen    Gurtung 
gegenüberliegenden  Untergurtstabes, 

r]„  die  Länge  der  7??*®'^  Diagonale, 

ß„  den  Neigungswinkel  von  o„,  gegen  die  "Wagerechte, 

Yj,  den  Neigungswinkel  von  u^,  gegen  die  Wagerechte, 

9„den  Neiguugungs^^inkel  von  f/„  gegen  die  Wagerechte, 

e„  die  senkrechte  Projektion  von  d„,. 

Um  eine  einfache  Beziehung  zwischen  den  Verlängerungen  Ao,„, 
\d„,  ^.d„+l  der  Seiten  des  Dreiecks  (m  —  1)  —  m  —  i^m  -\-  1),  und 
den  Yerkürzungen 

^.e„^h,„.^  —  h„  und  A^,„  +  i  =  8,„  +  i — S„, 


kräfte.     Für  den   vorliegenden  symmetrischen  Belastungsfall  erhält  man   folgenden 

Ansatz : 

für  Feld  5  ist  ^^  =  i  ■  2,39  =  1,195  \  M^  =  Q^  =   6.815 


dazu  addiert  .  .  .  1,640  =  u\ 
gibt  O4  =  2:835' 

+  0930  =  IC, 
<?3  =  3,765 

+  1.170  =  IV. 
Q.^  =  4,935 
+  1,880  =  u\ 


dazu  addiert        4.935  =  <?, 
gibt  3Z,  =  11,750 

-}-    3.765  =  Q.3 
il/j  :=  15.515 

+   2,835=  Qi 
J4  =  18,350 

+    1,195  =  (?5 


=  6,815  I  3/5  =  19.545 


44 


fni*>) 


herausgelöst   und   in   den   Funkten  m  —  1  und  m  -\-  1  mit  den  senk- 
rechten Kräften  - —  und 

belastet,  Fig.  43,  während  wir 
den  Punkt  vi  festlegen.  In  den 
drei  Stäben  o„,  d„^  d„+i  ent- 
stehen gewisse  Spannkräfte  [Xj, 
[jLg,  IJ.3,  und  es  lautet,  da  [x., 
und  1x3  Drücke  sind,  die  Ar- 
beitsgleichung: 


11    i.i       Iri     I    1    i 


^A.„  +  ^ 


Ae„ 


]\Iit  Hilfe  des  Kräfteplanes  in 
Fig.  43  ergibt  sich  nun,  wenn 
h„  die  bei  m  gemessene  senk- 
rechte Höhe  des  Fachwerks 
bedeutet, 


1 


\„  sec  ß„ :  h„ 


und  hieraus 


Fig.  42  und  43. 
^  =  ./,:/.„  = 

1 


h„ 


A„,  sec  o„ :  h„  und  hieraus  u.. 


sec  9„ 


=  f/m+i: /^»,=  Am+iSec  9„+i:  A„  und  hieraus 


sec  flp„ 


und  es  wird 


M-3  = 


Ao„  sec  ß,„  —  Ld„  sec  o„  —  A^^  +  i  sec  9„+i 


A„  +  : 


Werden  die  Ae  durch  die  ö  ausgedrückt  so  folgt 

S»  —  S«-i       5„  +  ,  —  8,„  — Ao„  sec  ß^-t-Af/„  sec  9„ -[-(/„ +  1  sec  9„  +  i 

A„  Am+1  ^m 

und  ebenso  ergibt  sich,  wenn  k  ein  Knotenpunkt  der  oberen  Gurtung 
ist,  zwischen  den  Verschiebungen  S^.i,  8^,  8^+1  die  Beziehung 
S*  — Sfc-i      Sfc+i  — Sfc       A«;,  sec  Tft— A4  sec  9;t— A^  +  i  sec  9^  +  , 


Afc  +  i 


K 
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Vergleicht  man  diese  Beziehungen  mit  den  auf  Seite  37  und  38 
abgeleiteten  Gleichungen  (13)  und  (14),  so  erkennt  man, 

daß  das  gesuchte  Biegungspolygon  mit  dem  Momenten- 
polygone  eines  Balkens  A'B'  übereinstimmt,  welcher 
durch  senkrechte  Kräfte 


(17) 
(17  a) 


—  Ao,„  sec  ß„  +  ^^m  sec  o,„  -\-  Af/,„+,  sec  9, 

~  KT 

_^  t^Uj,  sec  Yt  —  A4  sec  9^  —  A^^,  sec  9,.+! 


und 


belastet  wird. 

In  Fig.  42  ist  vorausgesetzt  worden,  daß  die  senkrechten  Ver- 
schiebungen der  Endpunkte  A  und  B  gleich  Xiül  sind,  daß  also  AB' 
ein  an  den  Enden  frei  aufliegender  Balken  ist. 

Zahlenbeispiel.    Es  sollen  ^ 

die  senkrechten  Verschiebuugen 
sämtlicher  Knotenpunkte  des  in 
Fig.  44  dargestellten  schmiede- 
eisernen Netzwerkes  unter  der 
Voraussetzung  berechnet  wer- 
den, daß  in  jedem  Ejiotenpunkte 
der  oberen  Gurtung  eine  Last 
von  12  t  angreift. 

In  Fig.  42  sind  die  Spann- 
kräfte in  Tonnen  (nicht  einge- 
klammerte Zahlen)  und  die  Stab- 
längen in  dm  (eingeklammerte 
Zahlen)  augegeben  und  in  Fig.  45 
die  unter  der  Annahme  E-=  100 
(statt  des  wirklichen  "Wertes 
£"=  200000  t  für  das  qdm) 
berechneten  Verlängerungen 
der  Stäbe  in  dm  und  die  Quer- 
schnittsflächen in  qdm  zu- 
sammengestellt worden.  Für 
den  ersten  Stab  der  oberen 
Gurtung  beträgt  z.  B.  die  Quer- 
schnittsfläche  0,45  qdm  und  die  Verlängerung 
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(•r) 


~.^      -^      c-^       e^ 


Fiff.  44—46. 


Ao  = 


100-0,45 


=  —  29  dm. 


Schließlich  wurden  in  Fig.  46  die  senkrechten  Trägerhöhen  und  die 
mit    der    Sekante    des    Stabneigungswinkels    (gegen    die    "Wagerechte) 
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multiplizierten  Verläugeriingen   eingcti-agen ,  z.  B.   für  eine  Diagonale 

32 

des  ^Mittelfeldes  Id  ■  sec  <^  =  —  b  ■  ^  =  —  S  dm. 

Es  ergeben  sich  jetzt  mittels  der  Gleichung  (17)  für  die  unteren 
Knotenpunkte  1.  3  und  5  die  Werte 

29  +  21  —  18 


15 

28  -f  9  —  23 

23 
31  —  8  — 


=  2.13, 
=  0,61. 


=  0,60 


25 

und  mittels  der  Gleichung  (17  a)  für  die  oberen  Knotenpunkte  die  Werte 
26  +  18-9       ^  „ . 
''■■2  =  -^ =1:84, 

28  +  23  +  8  _ 
'^4—  24  —  A^ö. 

Um  die  Biegungsmoraente  für  den  mit  den  Werten  2V  belasteten 
Balken  Ä'B'  schnell  zu  erhalten,  berechnen  wir  zuerst  die  Querkräfte 
Q^  =  ^«-g  =  0,30,    C>4  =  0.30  +  u:^  =  2,76,    ^3  =  2,76  -\-w,  =  3,37. 

Q,  =  3.37  +  ir,  =  5,21,    Q^  =  5.21  +  u;  =■  7,34 
und  hierauf,  unter  der  vorläufigen  Annahme:   a  =  1,   die  Biegungs- 
momente 
M^  =Q,  =  IM .     M,  =  M,  +  Q,  =  12,55 ,    21,  =  M,  +  ^3  =  15,92, 

J4  =  3/3  +  Q^  =  18,68  und  1%  =  J/,  +  M,  =  18,98. 
Um  die  Durchbiegungen  zu  erhalten,  müssen  wir  die  Momente  3f  mit 
A  =  20  dm  multiplizieren  und  (da  wir  vorhin  E  =  100  statt  E  =  200000 
setzten)  durch  2000  dividieren.     Es  ergibt  sich 
18,98-20  ,  ,„^ 

^^  =  ^000-"^"'  =  ^^'^"'"' 
und  ebenso  54=  18,7  mm,  83  =15,9  mm,  62=  12,6  mm,  S^  =7,3  mm. 


§  6. 

Änderung  der  Länge  einer  Gurtsehne.    (Fig.  47.) 

Es  soll  die  Yerlängerang  q  der  irgend  zwei  Knotenpunkte  0  und 
n  einer  Gurtung  verbindenden  Sehne  bestimmt  werden.  Die  Lote  von 
den  Knotenpunkten  1,  2,  .  .  .  m  .  .  .  auf  diese  Sehne  seien  =  ?/i. 
y^,  .  .  .  y„  .  .  . ,  und  die  Projektionen  der  Längen  .Sj,  .§2,  •  .  .  s„  .  .  . 
der  von   der  Sehne  0  —  n  unterspannten   Gurtstäbe  auf  0  — 11  seien 
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Die  Yergrößerung  irgend  eines  Kandwinkels  ^„  um  Zi  j„  bedingt 
die  durch  die  Fig.  47b  nachgewiesene  Änderung  ?  =  ^„A'j-„,  und  die 
Yerläugerung  ^.s„  der  Länge  s„  eines  Gurtstabes  erzeugt  c,  =  iis„  cos  ^„, 
wobei 
\i)„  =  Neigungswinkel  des  Stabes  s„  gegen  die  fragliche  Sehne. 


Im  ganzen  entsteht  also 

^  =  %/„^^„,  +  i,^s„  cos;4;,„ 


und,  wenn  für  den  Fall  ^  =  0 


^s^  = 


<^m 


gesetzt  wird, 
(18) 


cos  ^„,       E 


1  1      -C/ 


Beispiele  für  die  Anwendung  dieser  Gleichung  finden  sich  im  §  7 
und  §  9. 

§7. 

Aufgaben,  betreffend  die  Ermittlung  von  Biegungslinien. 

Aufgabe  1.  Gesucht  die  senkrechten  Verschiebungen  der  Knoten- 
punkte der  unteren  Gurtung  des  in  Fig.  48  dargestellten  Fachwerk- 
trägers mit  2  nicht  an  den  Enden  stehenden  Stützen  A  und  B. 

;Man  nehme  zunächst  C  und  D  in  senkrechter  Richtung  unver- 
schieblich an  und  zeichne  das  Momentenpolygon  C'Ä'XB'D'  für  einen 
bei  C  und  D'  frei  aufliegenden  Balken,  auf  welchen  die  nach  Glei- 
chung (13)  berechneten  Lasten  lu  (welche  teils  positiv,  teils  negativ 
sind*)  wirken.    Bringt  man  hierauf  die  Senkrechten  durch  die  festen 

*)  In  Fig.  48  wurden  ?q  und  u:^  positiv,  die  übrigen  ?r  negativ  (also  nach  oben 
gerichtet)  angenommen. 
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Stützpunkte  A  und  J!  in  Ä  und  7>'  mit  dem  ^Momeuteupolygone  zum 
Schnitt  und  zielit  die  Gerade -1'//,  so  erhält  man  in  der  schraffierten 

Fläche  die  gesuchte  Biegungs- 
fläche. Beispielsweise  ist  die  Sen- 
kung der  Knotenpunkte  o  und  5 
gleicli  &„  bzw.  ?i.. 

Aufgabe  2.  Gesucht  die  Bie- 
gungsfläche für  die  obere  Gur- 
tuug  CDABEF  des  Gerber- 
schen  Trägers  in  Fig.  49. 

Nachdem  die  den  Knoten- 
punkten 1  bis  3,  4  bis  12  und 
13  bis  15  entsprechenden  (teils 
positir,  teils  negativ  ausfallenden) 
Werte  ic  berechnet  worden  sind, 
werden  die  Momentenpolygone  ge- 
zeichnet: 
C'XD'  für  den  einfachen  Balken  CD'  mit  den  Lasten  n\  bis  ir^. 
D'LE'    „       ,,           „  „        D'E'    .,      „         „       u-^    .,    w-jo, 

E'RF' ,  „        E'F'    „      „  „        ir,^  .,    w,,. 


Fitr.  48. 


Fig.  49. 


Hierauf  werden  die  Senkrechten  durch  die  Punkte  A  und  B  mit 
dem  Momentenpolygone  D'LE'  in  A'  und  B'  zum  Schnitt  gebracht, 
die  Strecken 

A'A"  =  h'  =  Senkung  des  Punktes  A, 
WB"  =  h"=        B 
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abgetragen  und  der  durch  A"  und  B"  gehende  Linienzug  C  D" E" F\ 
dessen  Ecken  senkrecht  unter  I)  und  E  Liegen,  eingezeichnet.  Die 
Fläche  zwischen  diesem  Linienzuge  und  dem  Momentenpolygone  ist 
die  gesuchte  Biegungsfläche. 

Bei  starren  Stützen  A^  und  B^  ist 

8'  =  Verkürzung  der  Vertikale  A^  A^ 
8"=  „  „  „         B^B. 

Aufgabe  3.    Gesucht  die  Biegungslinie  für  die  obere  Gurtung  des 
in  Fig.  50  dargestellten  Dreigelenkbogens. 


Es  handelt  sich  hier  nur  um  die  Berechnung  des  Momentenpoly- 
gons für  den  einfachen    Balken  Ä B\    auf    welchen    die    Lasten  iv^^ 


sich  ohne  weiteres  mit  Hilfe  der  im  §  4  gegebenen  Gleichung  (15) 
berechnen,  da  sich  die  Randwinkel  "^-i  bis  "^^  und  '^^  bis  "^^  aus  Drei- 
eckswinkeln zusammensetzen.  Um  u\  mittels  der  Gleichung  (13)  be- 
stimmen zu  können,  muß  A'3~4  bekannt  sein.  Jfun  ist  die  durch  Än- 
derungen der  Randwinkel  und  die  Spannungen  in  den  Gurtstäben 
bedingte  Änderung  h,  der  Stützweite  AB  nach  §  6,  zunächst  für  den 
FaU  /  =  0: 


^—  E^' 


+  y,  A^3  -f  2/4  ^\  +  2/5  A^5  +  Z/6  ^%  +  2/7  ^^7 

und  man  erhält  somit,  bei  gegebener  Verschiebung  ^  =  A/,  den  "Wert 


A^4 


A/  — 22/A^  — 2?/A^  — 2^A 

1  5  1    ^ 


Müller-Breslau,  Festigkeitslehre.    4.  Aufl. 
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Bei  starren  Stützen  ist  A/  =  0.  Sind  die  Kämpfer  Ä  und  B  durch 
eine  Zugstange  mit  dem  Querschnitte  i^o  verbunden,  so  ist  A/  =  Ver- 
längerung dieser  den  Horizontalsclmb  //  des    Bogens    aufnehmenden 

Hl 


Stange;  es    folgt    dann   A/ 


ef: 


Sollen  Temperaturänderungen  be- 


rücksichtigt   werden,    so    ist  c  durch  a -\- eEt  zu  ersetzen,  während 

Hl 
für  AZ  der  Wert  -=-=-  +  e^<,/  einzuführen  ist.    Hierbei  bedeutet  t  die 
E±„ 

Temperaturänderung  für  einen  Stab  der  oberen    Gurtung   und  t„  die 

Temperaturänderung  für  die  Stange  AB. 


§  8. 
Ebene  Fachwerkträger  mit  veränderlicher  Belastung.    Einfluß- 
linien für  die  statisch  nicht  bestimmbaren  Größen  X. 

1)  Stellt  man  bei  Fachwerken  mit  veränderlicher  Belastung  die 
Spannkraft  S  eines  jeden  Stabes  in  einer  solchen  Fonn  als  Funktion 
der  Lasten  P  dar,  daß  der  Einfluß  jeder  einzelnen  Last  auf  S  ersicht- 
lich ist,  so  vermag  man  anzugeben,  welche  Lasten  in  dem  Stabe  einen 
Zug,  und  welche  Lasten  einen  Druck  hervorbringen,  und  wie  groß  die 
Grenzwerte  6'„„  (==  größter  Zug)  und  S„i„  (=  größter  Druck)  sind. 
In  gleicher  Weise  können  die  Werte  C„ax  und  C„,„  für  jede  Auflager- 
kraft berechnet  werden. 

Handelt  es  sich  um  ein  ebenes  Fachwerk  mit  senkrechter  Belastung, 
so  verfolge  man  den  Einfluß  einer  über 
den  Träger  fortschreitenden  Last  „Eins", 
trage  den  Wert  S  beziehungsweise  C  unter 
dem  jedesmaligen  Angriffspunkte  der  Last 
als  Ordinate  auf  und  verbinde  die  End- 
punkte dieser  Ordinaten  durch  eine  Linie, 
welche  die  Einflußlinie  für  S  bzw.  C 
heißt;  die  zwischen  ihr  und  der  Abszissen- 
achse gelegene  Fläche  wird  die  Einfluß- 
fläche für  S  bzw.  C  genannt. 

Die  Einflußlinien   für   die   Werte   /S 
und  C  lassen  sich  mit  Hilfe  der  Gleichungen 
,S'  =  6'o  +  S'X'  -f  S"X"  -f  S"'X"'  -f  .  .  . 
C=  C'o  -f  C'X'  +  C"X"  -j-  C'"X"'  +  .  .  . 

leicht  finden,  sobald  die  Einflußlinien  für  die  Größen  X\  X'\  X'"  . . . 
gegeben  sind.  Die  Ermittlung  dieser  „Jt-Linien"  ist  das  Ziel  der  nach- 
stehenden Untersuchungen,  und  zwar  soll  sie  unter  der  Voraussetzung 


r^'-— ^ 


Fk.  51. 
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erfolgen,  daß  jede  zwischen  zwei  Knotenpunkten  wirkende  Last  durch 
einfache  Zwischenträger  auf  die  benachbarten  Knotenpunkte  überti'agen 
wird.  Es  ist  dann  jede  Einflußlinie  ein  aus  geraden  Linien  bestehen- 
des Polygon,  dessen  Ecken  den  Knotenpunkten  des  Fachwerkes  ent- 
sprechen. Besitzt  z.  B.  (Fig.  51)  die  JX^'-Linie  unter  den  Knotenpunkten 
(m — 1)  und  m  die  Ordinaten  X.' „_^  und  X' „^  und  wird  der  durch 
eine  zwischen  m  —  1  und  m  gelegene  Last  P  verursachte  Wert  JY' 
gesucht,  so  bestimmt  man  die  durch  den  Zwischenträger  auf  die  Knoten- 
punkte (m  —  1)  und  m  übertragenen  Lastanteile 


P.-:  = 

und  P„ 

Am 

X 

und  erhält: 

FX' 

=   Pm 

-:X_, 

-\-P.X'„ 

Hieraus  folgt 

aber 

X'=^ 

--x„_ 

und  dieser  Ausdruck  ist  in  bezug  auf  die  Veränderliche  x  vom  ersten 
Grade. 

2)  Die  statisch  nicht  bestimmbaren  Größen  X\  X"  .  .  .  müssen, 
wenn  im  allgemeinen  nachgiebige  Stützen  vorausgesetzt  werden,  den 
im  §  2  abgeleiteten  Gleichungen  genügen: 

2C'Ac  =  2Ä'A.9,  2C"Ac  =  2Ä"A.§,  2  C""Ac  =  2.S"'A5,  .  .  . 
und  diese  gehen  mit 

und  nach  Einsetzen  der  Werte  S  über  in 

L'  —  ^etS's  =:2S,S'g-^X':^S"g-\-X"^S"S'g 

+  X"2Ä'"5'?  +  .  .. 
L"  —  :2ttS"s  =2^0  S"g  +  X':^S'S"g  +  X":2S"'g 

L"'—^ztS"'s  =  2^0  -^'''p  +  X"^8'S"'g 

+  X"^S"S"'g  +  X"'^S"''g  -f  . . . 


(19) 


wobei  zur  Abkürzung, 

gesetzt  wurde,  während  L\  L'\  L"\  ...  die  virtuellen  Arbeiten  der 
Auflagerkräfte  für  die  Zustände  X'  =  1,  X"  =  1,  ^Y'"  =  1. . . .  bedeuten. 
Wird  das  Fachwerk  zunächst  unbelastet  gedacht,  so  verschwinden 
die  von  S„  abhängigen  Glieder,  und  es  ergeben  sich,  durch  Auflösung 
der  Gleichungen  (19),  die  durch  die  Yerschiebungen  der  Stützpunkte 

4* 
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und  durch  eine  Änderung  des  anfänglichen  Temperaturzustaudes  her- 
vorgerufenen Größen  X  in  der  Form 

A"  =  a   (L'  —  ::^£^S"  s)  +  ß'  (L"—:^etS"s) 
(21)  \  X"  =  a:'{L'  —:^etS'  s)  +  ß"(L"  —  :^etS"s) 

-|-y"(L"'-:2£/.s"".)  +  -  •  • 


wobei  a,  ß',  y',  •  •  •  a",  ß",  y",  .  .  .  Werte  sind,  ^velche  nur  von  den 
Koeffizienten  der  Größen  A  in  den  Gleichungen  (19)  abhängen  und 
nur  einmal  berechnet  zu  werden  brauchen,  da  sie  lediglich  durch  die 
Form  des  Fachwerks  bestimmt  sind. 

Nach  Erledigung  dieser  in  der  Regel  wenig  zeitraubenden  Rech- 
nungen ergeben  sich  die  von  der  Belastung  abhängigen  "Werte: 

r  X'  =  -  a  ^S.S'g  -  ß'  2Äo5"p  -  f  ^S,S"'g  -  .  .  . 
(22)  X'  =  — a"2.So.S"?-ß"2^o5"p  — Y-'S^o^S'"?  — .  •  • 


und  mit  Hilfe  dieser  letzteren  Gleichungen  lassen  sich  die  Einfluß- 
linien für  die  Größen  X\  X"  .  .  .  schnell  finden,  sobald  die  Einfluß- 
linien für  die  von  der  jedesmaligen  Belastung  abhängigen  Summen 

25o5'p,  25o5"p,  .  .  . 
bekannt  sind. 

Wir  zeigen  jetzt  die  Ermittlung  dieser  Summen  für  den  Fall,  daß 

auf  das  Fachwerk  nur  eine  senkrechte  Lasteinheit  P  wirkt,  welche  in 

irgend  einem  Knotenpunkte  des  statisch  bestimmten  Hauptnetzes,  das 

meistens  ein  einfacher  Balken  oder  ein 

Dreigelenkbogen  oder  ein  Gerb  er  scher 

Balken  sein  wird,  angreift. 

Da  die  Last  P  in  den  Stäben  des 
Hauptnetzes  die  Spannkräfte  Sq  erzeugt 
(Fig.  52),  so  ist  die  durch  irgend  welche 
Änderungen  As  der  Stablängen  hervorge- 
brachte Senkung  5  ihres  Angriffspunktes 
j-j„  52,  (nacli  §  3)    durch  die  Arbeitsgleichung 

Pb  =  :lS^^s*) 
gegeben,  und  es  besteht  insbesondere  zwischen  den  durch  die  Ursache 


')  Bei  Aufstellung  dieser  Arbeitsgieichung  werden  die  Stützen  starr  voraus- 
gesetzt, da  der  Einfluß  etwaiger  Yersohiebungen  Ac  der  Stützpunkte  gesondert  mit 
Hilfe  der  Gleichung  (21)  beurteilt  wird.  Die  Reibungswiderstände  an  den 
Auflagern  werden  gleich  Null  angenommen. 
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X'  =  1  (welche  die  Spannkräfte  S'  erzeugt)  bedingten  Verschiebungen 
5'  und  A's  die  Beziehung: 

aus  welcher  sich 

(23  a)  :^S(,S'g=Ph' 

ergibt. 

Da  nun  5'  die  Ordinate  des  den  Spannungen  a'  =  -^  entsprechen- 
den Biegungspolygones  derjenigen  Grurtung  ist,  welcher  der  Angriffs- 
punkt von  P  angehört,  so  ergibt  sich  der  wichtige  Satz: 

Bewegt  sich  über  den  Träge?'  eine  Last  „Eins",  welche  der 

Reihe  nach  in  den  verschiedenen  KnotenpunJäen  der  ; 

unteren 

Ourtung  des  Hauptnetxes  angreift,  so  stimmt  die  Einflußlinie 

für  den  Ausdruck  2  Sq  S'g  mit  dem  für  den  Belastungszustand 

ob  CT  Sil/ 

X'=  1  berechneten  Biegungspolygone  der  — — Gurtung  des 

ttitv€T€72 

Hauptnetxes  übcrein. 
In  gleicher  Weise  lassen  sich  die  Einflußlinien  für  die  übrigen 
in  den  Gleichungen  (22)  vorkommenden  Summen  darstellen.  Man  erhält 

(23b)  2  ^0  '^''p  =  ^5",  2  ^0  S"'g  =  Ph'"  usf., 

unter  5",  S'",  ...  die  unter  dem  jedesmaligen  Angriffspunkte  von  P 
gemessenen  Ordinaten  der  Biegungspolygone  verstanden,  welche  be- 
ziehungsweise für  die  Spannungszustände  -X"=  1,  X"'=  1,  .  .  .  und 
für  die  Gurtung  berechnet  worden  sind,  in  deren  Knotenpunkten  die 
Last  P  nacheinander  angreift. 

Die  Gleichungen  (22)  gehen  jetzt  über  in 

X'  =  —  (a  6'+  ß'  6"-f  7'  5'"+  .  .  .)  P 
X'=:— (a"6'-f  ß"8"-fY"5"'-f  .  .  .)P 


und  ermöglichen  eine  schnelle  Berechnung  der  Einflußlinien  für  sämt- 
liche Größen  X 

Meistens  greift  die  veränderliche  Belastung  nur  in  den  Knoten- 
punkten der  einen  Gurtung  an,  und  es  ist  dann  in  der  Kegel  zulässig, 
das  Eigengewicht  ausschließlich  auf  die  Knotenpunkte  dieser  Gurtung 
zu  verteilen.  Sind  die  Knotenpunkte  beider  Gurtungen  Angriffspunkte 
veränderlicher  Lasten,  so  hat  man  für  jeden  Wert  X  zwei  Einfluß- 
linien zu  zeichnen,  da  die  Wirkungen  der  oben  und  unten  angreifen- 
den Lasten  gesondert  untersucht  werden  müssen. 

Beispiel  1.  Der  vereinigte  Balken-  und  Bogenträger  in 
Fig.  53  mit  einem  festen  Lager  bei  B  und  einem  wagerechteu  Gleit- 
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lager  bei  A  ist  einfach  statisch  unbestimmt.  Es  lassen  sich  deshalb 
die  Spannkräfte  in  der  Form 

darstellen,  und  es  ergibt  sich,  da  die  Verschiebungen  der  Stützen  im 
vorliegenden  Falle  ohne  Einfluß  auf  die  Beanspruchung  des  Facli- 
werks  sind,  zur  Berechnung  der  statisch  nicht  bestimmbaren  Größe  X 
aus  der  ersten  der  Gleichungen  (19)  die  Bedingung: 

aus  welcher  erhalten  wird 

der  Einfluß  einer  Temperaturänderung:  Xt  = j— 


und 


der  Belastung:   A' =  -    ^'^o^f 


2  5'p 


2Ä'p 


Als  statisch  nicht  bestimmbare  Größe  X  wählen  wir  die  überall 
gleiche  wagerechte  Seitenkraft  der  in  den  Stäben  1,  2,  3,  3',  2',  1' 
des  Bogens  wirksamen  Spannkräfte.  Ist  X  =  0,  so  sind  diese  Stäbe 
spannungslos,  und  ebenso   verschwinden  die  nur  von  X  abhängigen 


90Q  OQCp 


T    T    T 


L     L     L 

Y\".  53  a  und  c. 


Spannkräfte  in   den  senkrechten   Stäben  4,   5,  6,  5',  4'.     Als   statisch 
bestimmtes  Hauptnetz  verbleibt  der  einfache  Balken  AB  CD*). 


*)  Sind  0,2  und  ag  die  Neigungswinkel  der  Stäbe  2  und  3,  so  sind  die 
Spannkräfte  in  diesen  Stäben :  ,%  =  X  sec  a^  und  .%  =  X  sec  aj.  Für  den  Stab  5 
erhält  man  aus  der  Bedingung  >%  -\-  S^  sin  Og  —  »Sg  sin  ag  =  0  den  Wert:  S^  = 
—  X(tga2  — tgag).  In  gleicher  "Weise  werden  die  S  für  alle  übrigen  Bogenglieder 
und  für  die  senkrechten  Stäbe  4  bis  4'  berechnet. 
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Soll  nun  die  Einflußlinie  für  X  unter  der  Voraussetzung  ermittelt 
werden,  daß  eine  Lasteinheit  P  der  Eeihe  nach  in  sämtlichen  Knoten- 
punkten der  unteren  Gurtung  AB  angreift,  so  müssen  die  durch  die 
Ursache  JX!  =  1  hervorgerufenen  Spannkräfte  S\  sowie  das  Biegungs- 
polygon der  Grurtung  AB  für  diesen  Spannungszustand  bestimmt  werden. 

Die  Kräfte  S'  werden  zweckmäßig  mit  Hilfe  des  in  Fig.  53b  dar- 
gestellten Kräfteplanes  gefunden.  In  diesem  Plane  schneiden  die  von 
dem  Punkte  0  aus  zu  den  Stäben  1,  2,  3,  3',  2',  1'  gezogenen  Par- 
allelen auf  der  im  Abstände  „Eins"  von  0  gezeichneten  Senkrechten  die 
in  den  Stäben  4,  5,  6,  5',  4'  wirksamen  Spannkräfte  S'  ab,  und  die 
Längen  der  Strahlen  1,  2,  ...  1'  stellen   die  Spannkräfte  S'  in  den 


i:>jia.nnkrälte:Sy'K                                                    ^ 

^. X — -. — ^m=zz7 

\  '  X.'"-  ■■  X.    ■',   X  i   Xr^ 

1                     :         XX         : 

^^^^. 

j          ]                              L<- is^iz' >) 

,...^}ns ^ 

1          ■                                        .                                      _i 

L J-.-1 j 

Fig.  53  b. 

(y'=^^  und  die    von   den   a    abhängigen  Änderungen   A'^  der   den 


Bogengliedern  vor.  Aus  der  Spannkraft  1  findet  man  die  Kräfte  9 
und  10.  hierauf   11  und  12   usw.     Für  die  Stäbe  7,  8,  8'  und   T  ist 

Nach    Zeichnen    dieses    Kräfteplanes    werden    die    Spannungen 

F 

unteren  Knotenpunkten  (1),  (2),  (3)  .  .  .  (6)  entsprechenden  Rand- 
winkel ^  berechnet,  letztere  nach  der  im  §  4  gegebenen  Anleitung, 
und  hierauf  kann  das  zugehörige  Biegungspolygon  ÄCB'  der  Gurtung 
AB  ermittelt  werden;  es  stimmt  nach  §  4,  Gleichung  (14),  mit  dem 
Momeutpolygone  eines  einfachen  Balkens  AB'  überein,  welcher  durch 
die  senkrechten  Lasten  

u\=  —  A'j^j.  ^'■2=  —  ^'^2  •  •  •  1.    i 

beansprucht  wird.  ^-i' 

Bedeutet  nun 
A'CB'j  so  ist  nach  dem  vorhin  bewiesenen  Satze: 
:^S,S'g  =  Fh', 


*)  Die  Stäbe  1,  2,  3,  3'  2'  1',  9.  12,  13,  16.  17.  20.  17'.  16',  13'.  12'.  9'  werden 
gezogen,  die  übrigen  gedrückt. 
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mithin 

S5'p 
Dividiert    man    also    die   Ordinaten    5/,  h^'  .  .  .    des  Bie- 

2 

gungspolygoues  Ä'CB'  durch  den  konstanten  Wert  2  5"p,  so  er- 
hält man  die  Ordinaten  JYj,  X^ . . .  der  gesuchten  Einflußlinie. 
Wird  beispielsweise  durch  den  Träger  ein  Eisenbahngleis  gestützt, 
und  bedeutet  L  die  Belastung  einer  Lokomotivachse,  T  die  Belastung 
einer  Tenderachse,  und  entsprechen  den  Lasten  L  und  T  die  Polygon- 
ordinateu  •»),,  ^jg  .  .  .,  so  ist  der  durch  die  Belastung  in  Fig.  53c  erzeugte 
"Wert  X  bestimmt  durch  die  Gleichung 

A- .  2  Ä'p  =  -  L  (7),  +  7)2  +  •»]3)  -  T(7),  +  7)5  +  YlJ. 

Das  Zeichen  ( — )  deutet  an,  daß  der  Bogen  auf  Druck  bean- 
sprucht wird. 

Es  sei  noch  darauf  aufmerksam  gemacht,  daß  der  durch  eine 
Temperatui'änderung  erzeugte  Wert  Xt  gleich  Xull  wird,  sobald  e  und 
/  konstant  sind;  denn  setzt  man  in  die  dem  Spannungszustande  X  =  1 
entsprechende  Arbeitsgleichung 

2  S^  =  0, 
Avelche  für  beliebige,    mögliche  Formänderungen   A.s  gilt,    den  Wert 
A5  =  OS,    wobei  w   eine  Konstante,    d.  h.    nimmt  man  an,   daß   das 
Fachwerk  eine  der  früheren  Form  ähnliche  Form  annimmt,  so  findet 
man 

2  5".s-  =  0. 
In  der  Regel  setzt  man  innerhalb  einzelner  Gruppen  von  Stäben  kon- 
stante Temperaturändei-ungen  voraus,  und  kann  dann  die  vorstehende 
Gleichung  zur  Abkürzung  der  Rechnung  benutzen.  Maclit  man  z.  B. 
die  Annahme,  daß  sich  die  dem  spanuungslosen  Anfaugszustande  des 
Fachwerks  entsprechende  Temperatur  in  allen  Punkten  des  Bogens 
um  den  Betrag  t^  ändere  und  in  allen  übrigen  Punkten  des  Trägers 
um  ^2  7  so  folgt 

2e/.S"s  =  £^.2S'.s  +  £L2>S's, 
I  II 

wobei  sich  der  Ausdruck  2  S's  auf  die  Bogenglieder  1,  2,  3,  3',  2',  1' 

I 
und   der  Ausdruck  2  5'.s-  auf  alle  übrigen  Stäbe  bezieht.     Bezeichnet 

II 
man  mit  5^,  .s-2,  «3,  s'^.  .v'^,,  .s'^   die  Längeu  der  Stäbe  1,  2,  3,  3',  2',  1' 
und    mit    aj,  a^i  °^3i  '^'zi  ^'21  ^\    deren    Neigungswinkel    gegen    die 
Wagerechte,  so  sind  die  Spannkräfte  S'  in  diesen  Stäben  beziehungs- 
w  eise  gleich 

1  •  sec  a, .  1  •  sec  ol^.  1  •  sec  olo^,  .  .  .  1  sec  a'^. 
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und  es  folgt 

2 S's  =  s^  sec  ttj  -j-  .«?2  sec  cc^  -{-••■  -\-  s\  sec  a.\. 

Da  nun  2  S's  -}-  2  S's  =  0  ist,  so  ergibt  sich  schließlich 
I  II 

J^,  =  —     y  o^  2       t'^1  ^^"^  ^'i  "i"  •'^2  S6C  0^2  ~h  •'^s  ^6c  ag  +  -s's  sec  a.\ 

+  .s'2  sec  a'2  -|-  s\  sec  a\]. 


Fig.  54  a  und  b. 

Beispiel  2.  Es  soll  der  Horizontakug  X  der  in  Fig.  54  a  dar- 
gestellten, durch  einen  Balken  versteiften  Kette  ermittelt  Tverden. 
Der  Balken  ist  mit  der  Kette  durch  senkrechte  Stäbe  verbunden  und 
besitzt  bei  B  ein  festes  und  bei  Ä  ein  auf  einer  Wagerechten  ge- 
führtes Lager.  Bei  ausschließlich  senkrechten  Lasten  P  wirken  auf 
den  Balken  nur  senkrechte  Kräfte.  Die  Kette  ruht  auf  Pendelpfeilern 
(10  und  10'),  welche  aus  demselben  Materiale  hergestellt  sein  sollen, 
wie  alle  übrigen  Stäbe  des  Fachwerks  und  als  Bestandteile  des  Fach- 
werks aufgefaßt  werden.  Die  Stab  Verbindung  ist  eine  einfach  statisch 
unbestimmte,  und  es  mögen  die  Spannkräfte  auf  die  Form 


S=S. 


S'X 
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gebracht  werden.  Die  Spannkräfte  S'  entsprechen  dann  dem  Zustande 
X  =  —  1,  welchen  man  erhält,  wenn  man  sich  in  irgend  einem  Stabe 
der  Kette  einen  Druck  erzeugt  denkt,  dessen  wagerechte  Seitenkraft 
=  „Eins"  ist  und  es  lautet  die  Gleichung  zur  Berechnung  von  JY, 
sobald  die  Stützen  starr  angenommen  werden, 

—  2e/5'.s  =  2*%5'p  —  A'2.S'p; 

sie  liefert  den  durch  eine  Änderung  der  Temperatur  entstehenden 
Horizontalzug 

2  5'? 
und  den  durch  eine  Belastimg  hervorgerufenen 

25'p 

Den  Kräfteplan  für  den  Zustand  X  =  —  1  zeigt  Fig.  54b;  er 
wird  in  ähnlicher  Weise  konstruiert  wie  in  dem  vorigen  Beispiele. 
Die  Spannkräfte  in  den  Kettengliedern  1,  2,  3,  4,  4',  3',  2',  1'  bilden 
einen  Sti'ahlenbüschel,  dessen  wagerechte  Projektion  der  Horizontal- 
schub „Eins"  ist,  und  Avelcher  auf  der  Senkrechten  LN  die  in  den 
Hängestangen  wirksamen  Spannkräfte  5,  6,  7,  8,  7',  6',  5'  abschneidet. 
Die  Kräfte  9  und  10,  desgleichen  9'  und  10'  ergeben  sich  aus  den 
Kräften  1  und  1'.  Die  Kräfte  5,  6,  7,  8,  7',  6',  5'  wirken  als 
Drücke  auf  den  Balken  und  rufen  die  senkrechten  Auflagerwider- 
stände A'  und  B'  hervor.  Ist  das  Fachwerk  symmetrisch  (wie  in 
Fig.  54  angenommen  wurde),  so  ist  Ä'  =  B'\  im  Gegenfalle  ver- 
längere man  in  Fig.  54  die  Auflagersenkrechten  A  und  B  bis  zu 
ihren  Schnittpunkten  mit  der  Kette,  verbinde  diese  durch  die  Schluß- 
linie (.s)  und  ziehe  von  0  aus  (Fig.  54b)  eine  Parallele  zu  {s)\  letztere 
zerlegt  nach  einem  bekannten  Satze  der  graphischen  Statik  den 
Kräftezug  5  -f  6  -f  7  -f  8  -}-  7'  -[-  6'  -f  5'  in  A'  und  B'.  Nun- 
mehr lassen  sich  die  Spannkräfte  S'  auch  für  den  Balken  ermitteln*). 

Nach    Zeichnen     dieses    Kräfteplanes    werden    die    Spannungen 

a'  =  ^  und  die  von  den  g'  abhängigen  Änderungen  A'^  der  oberen 

Eandwinkel  ^  bestimmt,  und  hierauf  wird  das  Biegungspoljgon  A„  CB^ 
der  Gurtung  AB,  in  deren  Knotenpunkten  die  über  den  Balken 
wandernde    Last  P  der    Reihe    nach  angreifen   möge,    berechnet;   es 


*)  Die  Spannkräfte  S'  sind,  links  von  der  Mitte,  negativ  (Drücke)  für  die 
Stäbe:  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9,  12,  13.  16,  17,  20,  21,  24.  25  und  positiv  (Züge) 
für  die  Stäbe:  10,  11,  14,  15,  18,  19,  22,  23,  26. 
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stimmt  (nach  §  4,    Gleichung  15)   mit  dem  Momentenpolygone  eines 
einfachen  Balkens  A^B,  überein,  welcher  durch  senkrechte  Lasten 

tVi  =  A'^i,  W2  =  A'^21  "'s  =  A'~3i  •  •  • 
beansprucht  wird. 

Bedeutet  nun  6'  die  unter  P  gemessene  Ordinate  des  Biegungs- 
polygones,  so  ist 

und  es  erzeugt  mithin  die  Last  P  in  der  Kette  den  Horizontalzug 

PS' 


A' 


25^92 


§9. 

Der  Maxwelische  Lehrsatz  von  der  Gegenseitigkeit  der 
elastischen  Verschiebungen. 

Wir  betrachten  ein  Fachwerk,  dessen  Stützpunkte  unverrückbar 
sind  oder  über  reibungslose  Lager  gleiten,  dessen  Auflagerkräfte  mithin 
bei  der  eintretenden  Formänderung  keine  Arbeit  leisten. 

Die   durch  irgendwelche  Änderungen   As  der  Stablängen  s  ver- 
ursachten Verschiebungen  h^   und  h^   der  Knotenpunkte  Ä^   und  A2 
nach    den    Richtungen  Äi  B^    und    Ä^  B^ 
ergeben  sich  nach  §  3  aus  den  Arbeits- 
gleichungen 

1.6^  =  Ä2iÄ7uud 

wobei  für  irgend  einen  Stab 

S^  diejenige   Spannkraft   ist,    welche 
eine  in  Äy^  angreifende,  nach  der 
Richtung    A^B^    ^virkende    Kraft 
„Eins"  hervorbringt  und 
S^  diejenige  Spannkraft,  welche  entsteht,  sobald  in  A.^  nach  der 

Richtung  A^B^  die  Kraft  „Eins"  wirksam  ist. 
Herrscht  in  allen  Stäben  die  dem  spannungslosen  Anfangszustande 
entsprechende  Temperatur,  so  ist  für  irgend  einen  Belastungsfall 

mithin 

s 


Fig.  55. 


),  =25,5 


EF 


und 


5  5  5 
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Ist  insbesondere   a9  =  *92 ,  so  ergibt  sich 


SiS^^, 


während  im  Falle  S  =  S^^ 


ist  nnd  es  folgt  aus  der  Übereinstimmung  dieser  beiden  Werte  der 
hinsichtlich  seiner  Gültigkeit  an  die  oben  gemachten  Annahmen  ge- 
bundene Satz: 

Eine  in  dem  Knotenpunkte  ^^  und  im  Sinne  Ä^  B^  an- 
greifende Kraft  ,,Eins"  verschiebt  einen  Knotenpunkt  A^  im 
Sinne  A^B^  um  eine  Strecke,  welche  ebenso  groß  ist  wie 
die  Verschiebung,  welche  der  Knotenpunkt  A^  im  Sinne  J.^  B^ 
erfcährt,  sobald  im  Punkte  A^  und  im  Sinne  A^  B^  eine  Kraft 
,,Eins"  angreift. 


p^i  ß"y 


Fif?.  56. 


Um  diesen  zuerst  von  Maxwell  aufgestellten  Satz  zu  erweitern, 
wollen  wir  den  Buchstaben  P  und  5,  die  bis  jetzt  zur  Bezeichnung 
einer  Einzellast  und  der  Verschiebung  des  Angriffspunktes  dieser 
Last  im  Sinne  der  Last  dienten,  eine  allgemeine  Bedeutung  beilegen, 
so  zwar,  daß  wdr  unter  PS  die  virtuelle  Arbeit  einer  ganzen  Gruppe 
von  Lasten  verstehen.  Diese  Gruppenbildung  möge  durch  einige  Bei- 
spiele erläutert  werden. 

1)  Greifen  in  zwei  Punkten  m,  m^  (Fig.  56)  zwei  entgegen- 
gesetzte, gleich  große  Kräfte  P„  an,  die  in  die  Gerade  mm^  fallen, 
so  ist  das  zugehörige  S„  gleich  der  gegenseitigen  Verschiebung 
des  Punktepaares  m,  m^^  d.  h.  gleich  der  Änderung,  welche  die 
Entfernung  mm^  erfährt.  Man  nennt  diese  Gegenkräfte  P  auch  die 
Belastung  des  Punktepaares  mm^  und  spricht  im  Falle  P=  1 
von  der  Belastungseinheit  eines  Punktepaares. 

2)  Werden  zwei  in  i  und  k  angreifende,  rechtwinklig  zur  Ge- 
raden ik  gerichtete,  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte,  die  ein  Kräftepaar 
bilden,  dessen  Moment  =  P„  •  1  ist  (Fig.  57),  zu  einer  Gruppe  ver- 
einigt, so  ist  das  zugehörige  h„  gleich  dem  im  Bogenmaß  ausgedrückten 
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Drehungswinkel  der  Geraden  ik*).  Man  spricht  hier  kurz  von  der 
Belastung  einer  Geraden  (m)  und  im  Falle  P=  1  von  der  Be- 
lastungseinheit einer  Geraden. 

3)  Eine  aus  den  Belastungen  zweier  Geraden  (m)  (/«J,  Fig.  59, 
gebildete  Gruppe  führt  den  Namen  Belastung  eines  Geradenpaares; 
das  zugehörige  5,„  ist  die  gegenseitige  Drehung  der  beiden  Ge- 
raden, d.  i.  die  Änderung  des  Winkels  ^,  den  die  Geraden  mitein- 
ander bilden. 

Die  Bildung  von  Lastgruppen  dürfte  hiermit  genügend  erläutert 
sein,  und  es  werde  nur  noch  festgesetzt,  daß  jede  am  Fachwerke  an- 
greifende Last  immer  nur  einer  einzigen  Gruppe  zugewiesen  werden 
soll.  Der  Kürze  wegen  nennen  wir  —  im  Anschluß  an  die  unter 
1,  2,  3  eingeführten  Begriffe  —  eine  solche  Gruppe  von  Kräften  all- 
gemein eine  Belastung  und  das  zugehörige  8  den  "Weg  dieser  Be- 


lastung. Die  Ermittlung  eines  beliebigen  5,„  für  irgend  einen  Be- 
lastungszustand L  des  Fachwerks  erfolgt  auf  dem  im  §  3  zur  Be- 
stimmung der  Knotenpunktsverschiebungen  angegebenen  Wege  mittels 
der  Arbeitsgleichung  für  den  Zustand  P,„  =  1  und  läßt  erkennen,  daß 
zwischen  den  Wegen  5  und  den  Belastungen  P  Beziehungen  ersten 
Grades  bestehen,  daß  also  der  Weg  h,„  infolge  von  Belastungen  P,,,  Pj, 
Pei  .  .  ■  Pm,  P„  .  •  .  in  der  Form  erscheint: 

K  =  5.„Pa  +  §..P.  +  K.Pc  +  •  •  •  +  5.»-.^'«  +  S„.«P«  +  •  •  ., 
wobei  die  mit  einem  Doppelzeiger  behafteten  Werte  5  unabhängig  von 
den  Belastungen  P  sind.     Beispielsweise  bedeutet  8„.„  den  Sonderwert 
von  h„  für  den  Fall,  daß  P„  die    Größe  Eins    besitzt,    während    alle 
übrigen  P  verschwinden.  Bezeichnet  man  nun  mit  S„  die  infolge  P„  =  1 


*)  Um  dies  einzusehen,  betrachte  man  ein  Kräftepaar  (Fig.  58),  dessen  Moment 
M=  Qe  ist,  und  welches  an  einem  sich  um  den  Pimkt  D  drehenden,  beliebigen 
Systeme  materieller  Punkte  angi-eift.  Bedeuten  c  und  c  -{-  e  die  Lote  von  D  auf  die 
Kjräfte  Q^  und  ist  t  der  im  Sinne  von  21  gemessene  Drehungswinkel,  so  ist  die  ^"ir- 
tuelle  Arbeit  der  Kräfte  Q: 

(?  (c  -f  e)  T  —  Qc-  =  Qex  =  M-. 
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in  irgend  einem  Stabe  erzeugte  Spannkraft  und  mit  S„  die  Spannkraft 
infolge  P„  =  1,  und  schreibt  man  zur  Berechnung  von  5„„  die 
Arbeit5:gleichung  für  den  Zustand  P„  =  1  und  für  den  Yerschiebungs- 
zustand  P„  =  1  *)  an,  so  erhält  man : 

und  in  derselben  Weise  ergibt  sich  für  den  Kräftezustand  P„=  1  und 
den  Yerschiebungszustand  P„=  1: 

Hieraus  folgt  aber 


d.  h.  es  dürfen  die  beiden  Buchstaben  eines  Doppelzeigers  miteinander 
vertauscht  werden.  Das  ist  der  erweiterte  Maxwellsche  Satz. 
Aus  ihm  folgt  u.  a.  für  die  vorhin  erklärten  Sonderfälle  der  Belastung 
eines  Punktepaares  bzw.  eines  Geradenpaares: 

1.  Die  gegenseitige  Verschiebung  h„„  eines  Punktepaares  m, 
m^  infolge  der  Belastungseinheit  eines  anderen  Punktepaares 
n,  n^  ist  ebenso  groß  wie  die  gegenseitige  Verschiebung  h„„  des^ 
Punktepaares  n,  n^  infolge  der  Belasturigseinheit  des  Punkte- 
paares mm^. 

2.  Die  gegenseitige  Drehung  8„„  eines  Gei'adenpaares  (m) 
(mj  infolge  der  Belastungseinheit  eines  atideren  Geradenpaares 
(n)  (nj  ist  ebenso  groß  ivie  die  gegenseitige  Drehung  des  Ge- 
radenpaares (n,  nj  infolge  der  Belastungseinheit  des  Geraden- 
paares (m)    (mJ. 

3.  Die  gegenseitige  Verschiebung  eines  Punktepaares  m.  m^ 
infolge  der  Belastungseinheit  eines  Geradenpaares  (n)  (nj  ist 
ebenso  groß  ivie  die  gegenseitige  Drehimg  des  Geradenpaares 
(n)  (nJ  infolge  der  Belastungseinheit  des  Pmiktepaares  m,  m^ . 

Wie  vorteilhaft  der  Maxwellsche  Satz  in  der  Fachwerkstheorie 
verwertet  werden  kann,  wird  die  Lösung  der  folgenden  Aufgaben  zeigen. 

Aufgabe  1.  Gesucht  die  Einflußlinie  für  die  Senkung  h„  eines 
Knotenpunktes  m  eines  Fachwerkträgers  (Fig.  60). 

Wir  nehmen  das  gewichtslose  Fachwerk  nur  mit  einer  in  77i  an- 
greifenden senkrechten  Kraft  „Eins"  belastet  an,  berechnen  die  hierbei 
entstehenden  Spannkräfte  S  und  Spannungen  a  und  bestimmen  (nach 
§  4  bis  §  7)  das  diesen  Spannungen  entsprechende  Biegungspolygon 
derjenigen  Gurtung  (beispielsweise  von  A  CB),  in  deren  Knotenpunkten 


*)  D.h.  es  sollen  die  durch  P„  =  1   erzeugten  Foi-mänderungen  S„„,  As„  an 
die  Stelle  der  virtuellen  Formänderungen  5  und  As  treten. 
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die  Yerkehrsbelastungen  angreifen  sollen.  Ist  nun  die  unter  k  gemessene 
Ordinate  dieses  Biegungspolygones  =  7);^,  so  verschiebt  die  in  m  an- 
greifende Last  „Eins"  den  Knotenpunkt  k  im  senkrechten  Sinne  um  -r]^, 
und  es  wird  mithin  (nach  dem  eben  bewiesenen  Satze)  eine  in  k  an- 
greifende Last  „Eins"  den  Knotenpunkt  w  ebenfalls  um  -^^  verschieben. 


J>i3^| 


Fig.  60. 


Hieraus  folgt,  daß  das  gezeichnete  Biegungspolygon    die    Einflußlinie 
für  5„  ist. 

Die  Lasten  Py,  P^,  P3  in  Fig.  60,  denen  die  Ordinaten  yji,  Yjg,  t]^ 
entsprechen,  verursachen  beispielsweise  bei  tn  die  Senkung 

Aufgabe  2.   Gesucht  die  Einflußlinie  für  die  gegenseitige  Drehung  5 
der  Scheitelständer  eines  Dreigelenkbogens. 

Es  sei  8  im  Sinne  der  in  Fig.  61  eingezeichneten  Pfeile  positiv. 
Die  Belastungseinheit  des  aus 
den   Achsen   der  Scheitelstän- 
der bestehenden  Geradenpaares 
setzt  sich  aus  vier  gleich  großen 

Kräften  -^  zusammen,   wo  f 

die  Höhe  des  Bogenträgers  im 
Scheitel  bedeutet,  nämlich  aus 
zwei  an  den  Scheitelständern  an- 
greifenden Kräftepaaren,  deren 

Momente  -^^  •  /"'  =  1  sind.    Der 

Drehungssinn     dieser    Kräfte-  Fig.  61. 

paare  muß  mit  dem  Sinn  der  ge- 
suchten Drehung  übereinstimmen.    An  den  Kämpfern  werden  nur  wage- 
rechte Auflagerwiderstände  von  der  Größe  -j-  hervorgerufen,  unter  f  die 
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Pfeilhöhe  des  Bogeus  vei*standen.  Berechnet  man  nun  die  durch  diese 
Behistimgszustände  erzeugten  Spannkräfte  S  und  Längenänderungen  ^s 
und  zeichnet  man  die  hierzu  gehörige  Biegungslinie  (vgl.  §  7),  so  ist  dies 
die  Einflußlinie  für  die  gesuchte  Drehung  8.  Der  Beweis  wird  wie 
in  Aufgabe  1  geführt.    Die  in  der  Fig.  61  angegebene  Belastung  erzeugt 

5  =  :iPTj. 

Die  Ermittlung  von  h„a^  ist  erforderlich,  sobald  im  Scheitel  eine  Feder 
angeordnet  wird  und  die  Beanspruchung  dieser  Feder  untersucht  wer- 
den soll.     Vgl.  §  16,  Aufgabe  7. 

Aufgabe  3.  Einflußlinie  für  den  Widerstand  X  der  Mittel- 
stütze des  iuFig.  62  darge- 
stellten kontinuierlichen 
Fachwerkträgers  mit  3 
Stützpunkten.  Die  Lasten 
greifen  in  den  Knotenpunkten 
der  unteren  Gurtung  an. 

Beseitigt  man  die  Mittel- 
stütze, so  entsteht  der  statisch 
bestimmte  Balken  AB.     Für 
diesen  werden,  unter  der  Vor- 
aussetzung,  daß  bei   C  eine 
senkrechte,  abwäits  gerichtete  Last  „Eins"  angreift,  die  Spannkräfte  S\ 
Spannungen  a  und  Änderungen  ä"i  der  unteren  Randwinkel  berechnet, 
und  hierauf  wird  das  Biegungspolygon  der  wagerechten  Gurtung  AB 
als  Momentenlinie  eines  durch  die  Änderungen  ( —  A'tr,),  ( —  A"^;,)  ■  •  i 
belasteten,  einfachen  Balkens  AB'  gezeichnet  (vgl.  S.  38,  Gleichung  14). 
Dieses  Polygon  ist  die  Einflußlinie  für  die  Senkung  5  des  Punktes  C. 
Wirken  nun  auf  das  Fachwerk  die  beiden  Kräfte  P  und  JV,  und  mißt 
man  unter  F  die  Polygonordinate  t]  und  unter  C  die  Ordinate  c,  so  folgt 
5  =  Pt)  —  Xc. 
Aus  der  Bedingung  5  =  0  ergibt  sich 


X  =  P 


'n 


Es  ist  also  das  Biegungspolygon  Ä DB'  die  Einflußlinie  für  X,  und 

—  ist  der  Multiplikator  für  diese  Linie. 

Der  Elastizitätsmodul  E  darf  bei  gleichem  Materiale  sämtlicher 
Stäbe  beliebig  groß  angenommen  werden,  da  es  nur  auf  das  gegen- 
seitige Verhältnis  von  tj  und  c  ankommt,  und  ebenso  leuchtet  ein,  daß 
A'DB'  ein  mit  beliebigem  Polabstande  zu  den  Lasten  ( — A"3')  ge- 
zeichnetes Seilpolygon  sein  darf. 
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berechne  diejenigen  Spannkräfte  S'  und 


Aufgabe  4.  Einflußlinien  für  die  Widerstände  X'  und 
X"  der  Mittelstützen  des  in  Fig.  63a  dargestellten,  in  den 
Knotenpunkten  der  unteren  Gurtung  belasteten  kontinuier- 
lichen Fachwerkträgers  mit  4  Stützpunkten. 

Mau  beseitige  die  Mittelstützen,  verwandle  also  den  Träger  in 
einen  einfachen  Balken  AB, 

Spannungen  a'  =  -^,  welche 

eine  im  Punkte  C  wirksame, 
senkrechte,  abwärts  gerich- 
tete Last  „Eins"  hervorbringt 
und  zeichne  das  den  Span- 
nungen ö'  entsprechende 
Biegangspolygon  ÄL'B'  der 
Gurtung  AB;  es  stimmt  mit 

dem  Momenten polygone 
eines  mit  den  Randwinkel- 
änderungen 

(-A'^J,  (-A'^,)... 
belasteten  einfachen  Balkens 
AB'  überein. 

In  gleicher  Weise  wird  dasjenige  Biegungspolygon  A" L"B"  der 
Gurtung  AB  ermittelt,  welches  eine  im  Punkte  C"  angreifende  Last 
„Eins"  verursacht. 

Es  sind  nun  A'L'  B'  und  A"L"B"  die  Einflußlinien  für  die 
Senkungen  5'  und  5"  der  Punkte  C  und  C"  des  einfachen  Balkens 
AB.,  und  es  erzeugen  somit  die  drei  Kräfte  P,  X'  und  ^Y"  zusammen 


6'  =  Pf]   —  X'  c  —  X"  c"  und 

5"  =  Pt)"  —  X'cV  —  X"d", 
wobei  c   und  c"  die  unter  den  Stützpunkten  C  und  C"  gemessenen 
Ordinaten  des  Polygons  A'L'B'  und  d'  und  d"   die    entsprechenden 
Ordinaten  des  Polygons  A"L"B"  sind. 

Aus  den  Bedingungen  8'  ^  0  und  5"  =  0  ergeben  sich  zur  Be- 
rechnung von  X'  und  X"  die  Gleichungen 


und  aus  diesen  folgt: 


X'c    -f  A"'c"  =  Prf 
X'd'  -f  X"d"  =  Pr(' 


7]    —7) 


A"  = 


d' 


Müller-Breslau,  Festigkeitslehre.    4.  Aufl. 
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Sind  die  Ordinaten  des  in  Fig.  63b  gestrichelten  Polygons  Ä RB' 

gleich  den  mit    y,  multiplizierten  Ordinaten  r,"  des  Polygons  A" L" B'\ 

und  ist  der  Cnterschied  der  Ordinaten  der  Polygone  A'L'B'  und  Ä RB\ 
unter  P  gemessen,  =  r^  und,  unter  der  Stütze  C  gemessen,  =  c,  so  folgt 

r^  =  -r;  —  r;'^,   und 

c  =  c  —  ^^'777,  nnd  es  ergibt  sich 

C 

Da  es  nun,  um  X'  zu  bestimmen,  nur  auf  das  Verhältnis  —  an- 

c 

kommt,  so  leuchtet  sofort  folgende  einfache  Konstruktion  der  Einfluß- 
linie für  X'  ein. 

Man  zeichne  Fig.  63 d  zu  den  als  senkrechte  Lasten  aufzufassenden 
Randwinkeländerungen  ( — i^"^i\  ( — ^'^2)  •  •  •  ^^^  beliebigem  Pol- 
abstande ein  Seilpolygon  Ä„LB„^  welches  die  Senkrechte  durch  den 
Stützpunkt  C"  in  J  und  die  Senkrechten  durch  die  Endstützen  in  A„ 
und  B„  schneiden  möge.  Hierauf  zeichne  man  zu  den  Änderungen 
( —  A"'3'i),  ( —  A"^2)  •  •  •  ®i°  durch  die  3  Punkte  A„^  Jund  B„  gehen- 
des Seilpolygon.  Mißt  man  jetzt  unter  P  den  senkrechten  Abstand  yj 
der  beiden  Seilpolygone  und  unter  der  Stütze  C  den  Abstand  c,  so  folgt 

c 

Es  ist  also  die  in  Fig.  63  d  schraffierte  Fläche  die  Einflußfläche 
für  X';    sie    ist   links  von  der  Stütze  6'"  positiv,  rechts  von  dieser 

Stütze  negativ.    Der  Wert  —  ist  der  Multiplikator  der  Einflußfläche. 

In  gleicher  Weise  Avird  die  Einflußfläche  für  X"  gefunden. 

Sind  sämtliche  Stäbe  aus  gleichem  Materiale,  so  darf  bei  Berech- 
nung der  Winkeländerungen  der  Elastizitätsmodul  beliebig  groß  an- 
genommen werden. 

Aufgabe  5.  Gesucht  der  Horizontalschub  X  des  bei  A 
und  B  festgelagerten  Bogenträgers  in  Fig.  64.  Es  handelt  sich 
um  den  Einfluß  einer  der  Reihe  nach  in  sämtlichen  Knotenpunkten 
der  oberen,  wagerechten  Gurtung  angreifenden  Last  P,  uud  gleichzeitig 
soll  der  Einfluß  einer  Änderung  der  Anfangstemperatur  und  eines 
Nachgebens  der  Widerlager  bestimmt  werden. 

Zuerst  wird  angenommen,  daß  auf  das  Fachwerk  nur  zwei  in  A 
und  B  angreifende,   nach  außen  gerichtete  wagerechte  Kräfte  „Eins'- 
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wirken.  Es  entstehen  Spannkräfte  S\  Spannungen  c'  und  Änderungen 
^"i  der  oberen  Eandwinkel,  und  man  erhält  die  entsprechende  Biegungs- 
fläche der  oberen  Gurtung,  wenn  man  die  den  Lasten  A"i"i,  A''^2i  •  •  • 
entsprechende  Momentenfläche  Ä LB'  eines  an  den  Enden  Ä  und  i>'frei 
aufliegenden  Balkens  bestimmt  und  zu  dieser  das  Ti'apez  Ä  A"  B" B'  hinzu- 
fügt, dessen  Endhöhen  gleich  den  (ebenfalls  für  den  Belastungszustand 
in  Fig. 64b  berechneten)  Verkürzungen  Sq  und  h„  der  Endvertikalen  sind. 


Fig.  64  a. 


Fig.  64  b. 


Fig.  64  c. 


j< f> > 

«- a >■  P 


Hierauf  wird  die  dem  Belastungszustande  in  Fig.  64  b  ent- 
sprechende Verlängerung  ^  der  Sehne  AB  berechnet;  sie  ist  nach  §  6, 
Gleichung  (18): 


(I) 


0 


wobei  sich  die  erste  Summe  über  sämtliche  Randwinkeländerungen  der 
oberen  Gurtung  erstreckt  und  die  zweite  die  Spannungen  a'  in  sämt- 
lichen Stäben  dieser  Gurtung  umfaßt. 

Nunmehr  lassen  sich  folgende  Schlüsse  ziehen: 
1)  Die  in  A  und  B  wirksamen  wagerechten  Kräfte  1  verschieben 
den  Knotenpunkt  m  um  h„  senkrecht  nach  abwärts,  mithin 
wird  eine  in  m  angreifende  Last  „Eins"  eine  Vergrößerung  der 
Stützweite  um  h„  hervorbringen,  und  eine  in  w  angreifende 
Last  P  wird  A/  =  P-8„  erzeugen. 

5* 
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2)  Der  Horizontalsehub   X  verursacht  für  sicli  allein 

M  =  —  Xl 

3)  Eine  gleichmäßige  Änderung  der  Anfangsteraperatur  sämtlicher 
Stäbe  um  t  bedingt 

M  =  s,t/. 

4)  Soll  sich  bei  gleichzeitigem  Wirken  von  P  und  X  sowie  der 
Temperaturänderung  die  Stützweite  /  um  einen  vorgeschriebenen 
Wert  M  ändern,  so  besteht  die  Bedingung 

und  aus  dieser  ergibt  sich 


(11) 
für  X 


Insbesondere  lautet  also  die  Gleichung  der  gesuchten  Einflußlinie 

Bei  gleichem  Materiale  sämtlicher  Stäbe  darf  die  Berechnung  der 
A'^  und  der  Strecke  ^  unter  der  Annahme  E=l  erfolgen.  Es  muß 
dann  in  Gleichung  (ü)  gesetzt  werden: 

eE  an  Stelle  von  e  und 
ME,,       „         „     A/. 

ZaMenbei spiel  zu  Aufgabe  5.  Es  möge  der  bereits  im  §  2, 
Seite  29.  für  den  Fall  einer  vollen  Belastung  untersuchte,  in  Fig.  28 
dargestellte  Bogenträger  vorliegen.  Die  über  den  Träger  wandernde 
Last  P=  1  greife  der  Reihe  nach  in  sämtlichen  Knotenpunkten  der 
oberen  Gurtung  an.  In  Fig.  28  geben  die  links  von  der  Mitte  an  die 
Stäbe  gesetzten  Zahlen  die  Stablängen  s  in  cm  an  und  die  Zahlen  rechts 
von  der  Mitte  die  Stabquerschnitte  F  in  qcm,  während  in  Fig.  29  die 
in  Tonnen  ausgedrückten,  durch  die  in  A  und  B  angreifenden  Kräfte  1 
erzeugten  Spannkräfte  S  eingetragen  sind. 

In  der  (der  Deutlichkeit  der  Zahlen  wegen  verzerrt  gezeichneten) 
Trägerskizze  in  Fig.  65  bedeuten  die  an  die  Stäbe  geschriebenen  Zahlen 

die  Spannungen  a^    „   in  Tonnen  für  das  qdm  und  die  in  die  Winkel 

gesetzten  Zahlen  die  Kotangenten  dieser  Winkel.  Aus  diesen  Zahlen 
ergeben  sich  —  mit  E  =  1  —  die  folgenden  Änderungen  der  Rand- 
winkel der  oberen  Gurtung  (vgl.  §  4,  Gleichung  (16),  Seite  41): 

A'^o  =  (0,92  +  0,90)    0,450  +  (0,92  —  1,24)  0,352  +  (—  1,00 

—  1,24)  1,050  =  —  1,42 
^'%  =  (1,24  +  1,07)   0,952  +  (1,24  +  1,00)    1,050  +  (1,42 
+  1,00)  0,350  +  (l,42  — 1,74)  0,719  +  (—  1,08  — 1,74)  0,700 
=  +  3,19 
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A'^2  =  (1,74  +  1,90)    1,429  +  (1,74  -f  1,08)    0.700  +  (2.21 

+  1,08)  0,250 +  (2,21  — 2,60)  l,268  +  (—  1,00  —  2,60)  0.450 

=  +  7,34 
A'^3  =  (2,60  +  2,91)  .  2,222  +  (2,60  +  1,00)  0.450  +  (3,37 

+  1,00)  0,150 +  (3,37  — 3,48)  2.122  +  (— 0,50  — 3.48)  0.300 

=  +  11,63 
A'^4  =  (3,48  +  4,00)    3,333  +  (3,48  +  0.50)    0,300  +  (5,00 

+  0,50)   0,050  +  (5,00  —  2,06)  3.292  +  (0  —  2,06)  0,250 

=  35,56 
A'^5  =  [(2,06  +  5,00)  4,000  +  (2,06  —  0)  0.250]  2  =  55.25 


0  -V7  (l)         -I.90         (2)      -2,U1  (3)       -», 


Fig.  65. 


und  es  folgt  nach  Gleichung  (I)   (wegen  h  =  30  dm  und  a  =  20  dra) 
^  =  30  2A'^  +  202a' 
=  30  [(—  1,42:+  3,19  +  7,34  +  11,63  +  35,56)  2  +  55,25] 
+  20  [—  1,07  —  1,90  —  2,91  —  4,00  —  5,00]  2  =  4440,3. 

Die    Ordinaten    des    Momentenpolygones  eines  mit  den  Winkel- 
änderungen A'^j,  A'^2  •  •  •  belasteten,   einfachen  Balkens  AB'  sind: 

Jfi  =  1706,9;     3/2  =  3350,0;     iJf3  =  4846,3; 
M^  =  6110,0;     J/5  =  6662,5; 

fügt  man  zu  ihnen  die  Yerkürzung  der  Endvertikale,  welche  (für  £"=  1) 
gleich  ( —  ah)  =  0,90  •  30  =  27  ist,  so  erhält  man  die  dem  Elastizitäts- 
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inodiil  K  =  1  entsprechendeu  Ordiuateu  des  Biegungspolygons  der  oberen 
Ciui-tung: 

'  ho  =  27:    ?.,  =  1733.9;    \  =  3377.0;    h^  =  4873,3; 
5,  =  6137.0;    85  =  6689,6, 
und  es  ergeben  sich  jetzt  die  Ordiuaten  der  gesuchten  Eiuflußlinie  für  X: 

„         8,         1733.9        „_ 
A,=^  = -44-^(^3- =0,39  usw. 

A'2=0,76;     A'3  =  l,10;     A'4  =  l,38;     A5  =  1,51. 

Liegt  nun  beispielsweise  der  in  Fig.  28  dargestellte  Belastungsfall 
vor  (Kuotenpuuktslasten  0,5  t  und  1  t),  so  folgt 
X=  [0.5  •  0,01  +  1,0  (0,39  +  0,76  +  1,10  +  1,38)]  2  -f  1,0  •  1,51 

=  8,8  t, 
ein  Ergebnis,  welches  mit  dem  auf  Seite  30  erhaltenen  übereinstimmt. 

Der    Einfluß    einer  Änderung    der  Temperatur    und    einer  Ver- 
schiebung der  Widerlager  ist 

wo  für  Schweißeisen  i;=  200000  t  für  das  qdm  und  e  =  0,000012 
zu  setzen  ist.  Eine  Erhöhung  der  Temperatur  um  ^  =  40°  erzeugt 
(wegen  /  =  200  dm) 

^       200000-0,000012.40.200 

^  = 4440^;3— =  ^'^  ^ 

und  eine  Yerschiebung  A/  =  0,ldm  bedingt 

200000-0,1  ,  _      ,xr  1    o  •.     Qo^ 

^^  = 4440;^-  =  -  ^''  '-     ^^^^-  ^''''  ^^-^ 


§  10. 

Bemerkungen   über  die  angenäherte  Berechnung   der  statisch 

nicht  bestimmbaren  Größen  X  ebener  Fachwerkträger. 

Die  genaue  Berechnung  von  neu  zu  entwerfenden,  statisch  un- 
bestimmten Fachwerken  wird  durch  den  umstand  sehr  erschwert,  daß 
die  Größen  X\  X'\  .  .  .  von  den  Querschnitten  sämtlicher  Stäbe 
oder  —  wenn  es  sich  nur  um  den  Einfluß  der  Belastung  handelt  —  von 
dem  gegenseitigen  Verhältnisse  dieser  Querschnitte  abhängen.  Es  müssen 
deshalb  die  Querschnittsflächen  zunächst  abgeschätzt  und  hierauf  an  der 
Hand  der  Ergebnisse  der  schärferen  Untersuchung  geändert  werden. 
Bei  wesentlichen  Abweichungen  zwischen  den  so  erhaltenen  und  zuerst 
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angenommenen    Querschnitten    muß    die    ganze  Rechnung  wiederholt 
werden. 

In  sehr  vielen,  für  die  Praxis  besonders  wichtigen  Fällen  läßt 
sich  nun  eine  wesentliche  Abkürzung  (ohne  daß  die  Ergebnisse  der 
Rechnung  an  Zuverlässigkeit  einbüßen)  dadurch  erzielen,  daß  bei  der 
Berechnung  der  Größen  X\  X"  .  .  .  die  Formänderungen 
der  Wandglieder  des  Hauptnetzes  vernachlässigt  und  hin- 
sichtlich der  Querschnitte  der  Gurtungen  vereinfachende 
Annahmen  (z.  B.  Einführung  eines  gleichen  Querschnittes 
für  die  Stäbe  einer  Gurtung)  gemacht  werden. 


Fig.  66. 

Ein  Beispiel  möge  den  Vorgang  erläutern. 

Es  handele  sich  um  die  Berechnung  der  Einflußlinie  für  den 
Horizontalschub  X  des  in  Fig.  66  dargestellten  Bogenträgers,  dessen 
Spannkräfte,  wie  im  §  2,  auf  die  Form 

S=S,  —  S'X 

gebracht  Averden  sollen.     Die  Spannkräfte  5"  entstehen,  sobald  P=0 
und  A'  =  —  1  wird,  und  zur  Berechnuuo-  von  A^  dient  die  Gleichuns:: 


A' 


"    EF 
EF 


(vgl.  §  2,  Seite  30), 
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wofür  geschrieben  Averden  darf  (nach  §  8,  S.  53): 

Ph' 


X 


EF 


wenn  8'  die  unter  der  Last  P  gemessene  Ordinate  des  Biegungspolygons 
der  oberen  Gurtung  für  den  Belastungsfall  (P=  0  und  X  =  —  1)  be- 
deutet. Dieses  Polygon  stimmt,  wenn  nur  die  Formänderungen  der 
Gurtstäbe  berücksichtigt  werden  sollen,  mit  dem  Momentenpolygon  Ä L  B' 
eines  einfachen  Balkens  AB'  überein,  auf  den  senkrechte  Lasten 

(nach  Gleichung  (17),  Seite  45) 


A'o  sec  ß„ 

A'o„ 

und 

A'?/tSecYfc 

7 

(nach  Gleichung  (17  a),  Seite  45) 

wirken,  welche  durch  die  Knotenpunkte  der  unteren  und  der  oberen 
Gurtung  gehen.     Hierbei  ist 

r„  das  Lot  vom  Knotenpunkte  m  auf  den  Stab  o„, 

^k        ',1  r?  5?  I"!  '^  11  11  11         ^k- 

In  den  Gurtstäben  o„  und  z/^  entstehen  im  Belastungsfalle  (P=  0 
und  X  =  —  1)  die  mit  Hilfe  der  Ritterschen  Methode  leicht  nach- 
zuweisenden Spannkräfte: 

r/„  =  — 1.  '^-"^  und   f7',=  +  l.-^, 

unter  y„  und  y^,  die  auf  die  "Wagerechte  AB  bezogenen  Ordinaten  der 
Punkte  m  und  k  verstanden,  und  es  folgt,  wenn  F„  und  F^,  die  Quer- 
schnitte der  Stäbe  o„  und  w^  bedeuten, 

0' „o„       ,  ,,  TJ\ui, 

A  o„  =  ^Tp-  und  A  u^  =  -j^- ,  mithm 

w„  =  ^-^^      „    und  u'^=     ''" 


EF^rJ  "'^        EF,n 


Diese  Werte  w  darf  man  —  ein  konstantes  E  vorausgesetzt  — 
ersetzen  durch 

y„  o„     F,         ,  Vir  i'k    F, 

""'' — ^•^™''*'=-^""  JT' 

wobei  F^  eine  beliebige  Querschnittfläche  ist  (vgl.  §  2,  Seite  27);   nur 
muß  man  dann  schreiben: 


X=  P- 


F 
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Für  einen  Stab  o„  der  oberen  Gurtung  ist 

und  für  einen  Stab  it^.  der  unteren  Gurtung 

^,„     F,         ^.,,      F,         ijlii^    F, 

und  es  folgt,  wenn  zur  Kürzung  gesetzt  wird: 

-«  =  tjn,u)^     und     .-;,.  =  i/j,tv„ 

Die  Summe  im  Xenner  des  AVertes  X  ersti-eckt  sich  über  alle 
"Werte  z„  und  x^. 

Es  ist  statthaft,  für  sämtliche  Stäbe  der  oberen  Gurtung  den- 
selben Querschnitt  F„  anzunehmen  und  für  sämtliche  Stäbe  der 
unteren  Gurtung  denselben  Querschnitt  F„.  Setzt  man  dann  die  will- 
kürliche Querschnittfläche  F,  =  F„,  so  ist  für  alle  Stäbe  o„: 

Fr.  F^         .  .^.  .  y^o„ 

-^FT  =  ~^~  =  1,     mithm     70-    =      , 
F„         F„  rl, 

und  für  alle  Stäbe  Uj,: 

Fe  F„  ....  y^iij^  F^ 

K^K^     m,thm     «■.  =  ^'^, 

und  es  wird  sich  empfehlen: 

1)  ein  Momentenpoljgon  A" RB"  zu  zeichnen,  entsprechend  den 
durch  die  Knotenpunkte  m  der  unteren  Gurtung  gehenden 
Lasten 

y„o„ 

2)  desgleichen  ein  ]\Iomentenpolygon  A"'TB"\  entsprechend  den 
durch  die  Knotenpunkte  k  der  oberen  Gurtung  gehenden 
Lasten 


3)  die  beiden  Summen  zu  berechnen: 
'^     und     2  = 


2  =  2  ^^     und     2  =  2 


aus  denen  sich  dann 

F 

2.  =  2 +  ^2 

erffibt. 
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Sind  nun  5"  und  5'"  die  unter  der  Last  P  gemessenen  Ordinaten 
der  Momentenpolygone  A"RB"  und  A"'TB"\  so  ist  offenbar 


X 


8"  + 

*- 

2  + 
1 

^•2 

und  man  ist  jetzt  imstande,    für  verschiedene  Verhältnisse  -^  eine 

Reihe  von  Einflußlinien  für  X  zu  zeichnen  und  durch  vergleichende 
Rechnungen  festzustellen,  welchen  Einfluß  die  Wahl  des  Verhältnisses 

F 

-^  auf  die  Spannkräfte  5  besitzt. 

Betont  werde  noch,  daß  in  dem  Falle  einer  von  der  Wagerechten 
wenig  abweichenden  oder  mit  dieser  zusammenfallenden  Gurtung  unter 

F 

^f  das  mittlere  Verhältnis  der  Querschnitte 

der  oberen  und  unteren  Gurtstäbe  in  der 
Nähe  des  Scheitels  zu  verstehen  ist,  weil 
die  Längenänderungen  der  hier  gelegenen  Gurt- 
stäbe einen  besonderen  Einfluß  auf  X  aus- 
üben, und  daß  es  sich  bei  der  geringen  Höhe, 
welche  derartige  Bogenträger  in  der  Regel 
im  Scheitel  erhalten,  empfiehlt  (wenigstens  für 

F 

die  erste  Berechnung)  -^  =  1  zu  wählen. 

In  gleicher  Weise  kann  auch  der  Fach  werkbogen  mit  senkrechten 
Wandgliedern  berechnet  werden;  hier  fallen  je  zwei  Lasten  iv  in  die- 
selbe Senkrechte.  Fig.  67. 


Fig.  67. 


11. 


Die  Castiglianoschen  Lehrsätze  über  die  Formänderungsarbeit. 

1.  Der  Satz  von  der  kleinsten  Formänderungsarbeit.  Wir  be- 
trachten ein  statisch  unbestimmtes  Fachwerk  mit  spannungslosem  An- 
fangszustande,   nehmen    an,    daß  der  anfängliche    Temperaturzustand 


*)  Der  Horizontalschub    infolge    einer  gleichmäßigen  Erhöhung   der    Anfangs- 
temperatur um  t  wird,  nach  §  2,  Seite  30  und  31, 

tEFetl  zEFotl 


X  = 


^S'^s 


Fe 

1  -tu        1 
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bestehen  bleibt,   daß  also   die  Änderungen   der  Stablängen  durch  die 

Gleichung  As  =  ^^  gegeben  sind,  und  setzen  festliegende  oder  über 

reibungslose  Lager  gleitende  Stützpunkte  voraus.  Es  sind  dann  sämt- 
liche Yerschiebungen  Ac  =  0,  und  die  statisch  nicht  bestimmbaren 
Größen  X\  X'\  X'"  .  .  .  haben  (nach  Seite  25)  den  Gleichungen 
zu  genügen: 

^  ^S    ^  ^  dS        Ss  - 

(24)  l  dS  dS        Ss         ^ 


welche  man  durch  die  Forderung  ersetzen  darf: 

Es  müssen  die  Größen  X\  X". deti  Ausdruck 

yl  ^  2  ^  „„   %u  einem  Minimum  machen. 
2EF 

In   der  Tat  stimmen  die  aus  der  Bedingung  Ä  =  minimum  ge- 
folgerten Gleichungen 

0 


=  0 


dÄ 

^dX' 

Ss 

dX' 

EF 

dÄ 

_.^^ 

Ss 

dX" 

--  dX" 

EF 

mit  den  Gleichungen  (24)  überein*). 

Der  Wert  A  läßt  sich  in    einfacher  Weise   deuten.     Verlängert 
sich    ein    Fachwerkstab    unter    dem    Einflüsse    einer    von    0    bis    S 

wachsenden    Spannkraft    allmählich    um    die    Strecke    As  =  -^t^^,    so 

wird    er   in    dem    Augenblicke,    in    welchem    die  Verlängerung    den 
zwischen  0  und   As  liegenden  Wert  x  erreicht  hat,   durch  die  Kraft 

TT  TP^ 
S^  = gespannt.     Schreitet    die   Verlängerung    um  dx  fort,    so 

leistet  Sx  die  Arbeit 

EF 

S^  •  dx  = xdx, 

s 


*)  Daß  Ä  ein  Mmimum  iind  nicht  ein  Maximum  wird,  lehrt  die  Untersuchung 
des  zweiten  Differentialquotienten.     Es  ist 

1±-^^     1^  _  ^  _^  S'    nnd     ^!A  _  ^  ^     1^-^^ 
ZX'  EF  '  -^X'  ~        EF  ?X'2  '  EF  '  'dX'  ~       EF' 

also  positiv. 


und  es  ist  somit  die  gesamte  Formändenmgsarbeit  des  Stabes: 

EF  r  _  EF  (Ag)^  _  EF  (  Ss  y  _   S^ 

__j.rrf.r_     ^        2     ~    26^    \EfJ         2EF  ' 
ö 
und  diejenitre  des  Fachwerks 


A  =  ^ 


2EF 

Es  folgt  mithin  der  hinsichtlich  seiner  Gültigkeit  an  die  im  Ein- 
gange dieses  Paragraphen  gemachten  Annahmen  Ac  =  0  und  ^  ==  0 
und  an  die  Voraussetzung  eines  spannungslosen  Anfangszustandes  ge- 
bundene Satz: 

We)den   die   Spannkräfte    S    eines    statisch    unbestimmten 
Fackiverks  als  Funktionen  der  unabhängigen   Veränderlichen 
X',  X'\   .  .  .  aufgefaßt,    so  müsseri    den    Größen    X   die- 
jenigen   Werte  beigelegt  werden,  icelche  die  Forniänderungs- 
arbeit  A  zu  einem  Minimum  machen. 
2.  Der  Satz  von  der  Abgeleitelen  der  Formänderungsarbeit.    Die 
Arbeitsgleichung  eines  Fachwerks  lautet  bei  festliegenden  oder  über 
reibungslose  Lager  gleitenden  Stützpunkten  [vgl.  §  3,  Gleichung  (12),  S.32] 

P,\  +  P,52  -h  .  .  .  +  P^S.  +  .  .  .  +  P„8„  =  25A5; 
sie  gilt  für  beliebige,  genügend  kleine,  zusammengehörige  Ver- 
schiebungen 5  und  As  und  für  beliebige  Werte  der  Lasten  P,  und 
es  dürfen  somit  bei  der  teilweisen  Differentiation  dieser  Gleichung 
nach  P„  Scämtliche  5  und  As  sowie  alle  Lasten  P^  bis  P„_i  und 
Pm+\  bis  P„  als  Konstanten  aufgefaßt  werden.     Es  ergibt  sich 

und,  wenn  As  =  -=^  ist,  wenn  also  die  dem  spannungslosen  Anfangs- 
zustande  entsprechenden  Temperaturen  ungeändert  bleiben, 

_^cS       Ss            V^  2EfJ 
^--^  JK'EF  -  fP„ '  ^-  ^• 

dÄ 
(25)  8.  =  ^_. 

Für  den  Fall:  Ac  =  0  und  ^  =  0  und  unter  der  Voraussetzung 
eines  spannungslosen  Anfangszustandes  gilt  somit  der  zuerst  von 
Castigliano  bewiesene  Satz: 

Die  Verschiebung  h„  des  Angriffspunktes  m  einer  Last  P„ 
im  Sin?ie  von  P„  ist  gleich  der  nach  P„  gebildeten  teilweisen 
Abgeleiteten  der  Formänderungsarbeit  A  des  Fachwerks. 
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Bei  der  Anwenduug  dieses  Satzes  ist  zu  beachten,  daß  man  die 
Spannkräfte  in  den  überzähligen  Stäben  und  die  überzähligen  Stützen- 
widerstände stets  als  Lasten  auffassen  darf,  welche  auf  das  Hauptnetz 
wirken.  Es  ist  aus  diesem  Grunde  zulässig,  unter  Ä  nur  die  Form- 
änderungsarbeit   für    die  dem  statisch  bestimmten  Hauptnetze    ange- 

dS  cS 

hörigen  Stäbe  zu  verstehen  und  =  ^     °  zu  setzen,  d.  h.  bei  der 

dÄ 
Berechnung  der  Abgeleiteten  die  Größen  JY  als  Konstanten  zu 

beti'achten. 

Die  Ausdehnung  von  A  über  das  ganze  Fachwerk,  entsprechend 

dem  Wortlaute  des  oben  gegebenen  Satzes,  und  die  Behandlung  der  JY 

als  Funktionen  der  Lasten  P  führt  natürlich  zu  demselben  Ergebnisse. 

Man  muß  dann  setzen: 

dP„      dP„    '       ?P„  "^        dP^  ~^ '" 

and,  da  für  X  stets  Ausdrücke  von  der  Form 

.T'  =  ^, '  P,  +  .-,'  P,  +  .  .  .  +  ^„'  P„  +  .  .  . 

X"=    X,"P,     -f    X,"P,     +    .    •    •    +    -r:'Pm    +    .    .    . 

gefunden  werden,  w^obei  sämtliche  x  von  den  P  unabhängige  Werte  sind, 
^  =  ^  +  '5..  +Ä.„.    -h...     und 

^  EF  dP„  "1  -m  --  ^^  -r  ^,n  -  ^^  -r  •  ■  • 

Nun  ist    aber    ^S'^s  =  0,    2  5"A.s  =  0,  ...    (vgl.  Seite  25). 
und  es  ergibt  sich,  genau  wie  bei  der  obigen  Auffassung, 

^--^EFdp:' 

3.   Berücksiclitigung    einer   Änderung   des    Temperatnrznstandes. 

Ändert  sich  die  Anfangstemperatur  in  allen  Punkten  eines  Fachwerk- 
stabes um  den  gleichen,  gegebenen  Betrag  f,  so  ist 

~EF  "^       ' 
und  es  gehen  die  Gleichungen  (24),  denen  die  Größen  X  bei  fest- 


liegenden   oder   über  reibungslose  Lager  gleitenden  Stützpunkten  ge- 
nü£:en  müssen  über  in 


(26) 


sie  führen  zu  dem  für  den  Fall  Ac  =  0  und  bei  Bestehen  eines 
spannungslosen  Anfangszustandes  gültigen  Satze: 

Die  statisch  nicht  bestimmbaren    Größen  X   müssen  den 
Alisdruck 

(27)  J,  =  2  ^^  +  ^ztSs 

XU  einem  Minimum  machen'^). 
Die  für  die  Verschiebung  S„  des  Angriffspunktes  m  der  Last  P^ 
im  Sinne  von  P„,  abgeleitete  Gleichung 

geht  über  in 

^-  =  ^  TpMf  +  "V  = iP, 

und  führt  zu  dem  hinsichtlich  seiner  Gültigkeit  an  dieselben  Yoraus- 
setzungen  wie  der  Satz  J.-  =  ^Minimum  gebundenen  ebenfalls  zuerst 
von  Castigliano  bewiesenen  Satze: 

(28)  ^-^YF-J 

bei  dessen  Benutzung  wieder  zu  beachten  ist,  daß  die  Größen  X  als 
Konstanten  aufgefaßt  werden  dürfen,  sobald  J,-  teilweise  nach  P„ 
differentiiert  wird,  und  daß  sich  mithin  der  Ausdruck  Ai  nur  über 
die  dem  Hauptiietze  angehörigen  Stäbe  zu  erstrecken  braucht. 

4.  Berücksichtigung  von  Verschiebungen  der  Stützpunkte  bei  Anwendung 
der  unter  1  bis  3  aufgestellten  Sätze.  Es  verdient  noch  besonders  hervorgehoben 
zu   werden,    daß  die  für  den  Fall  Ac  =  0  abgeleiteten  Sätze  Ai  =  minimum  und 

5m  =  5  p'    ^e  Berechnung  der  Größen  X  und  der   Verschiebungen  8  auch  dann 

ennöglichen,  wenn  sich  die  Angriffspunkte  der  Auflagerkräfte  G  bei  der  Fonn- 
änderung  des  Fachwerks  verschieben.     Die  Kräfte  C  dürfen  nämlich  nach  §  1  stets 


Es  ist  ^-^  =  j^ ,  also  positiv. 
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als  die  Spannkräfte  in  Stäben  aufgefai^t  werden,  welche  gleiche  Richtung  wie  die 

Kräfte  C  haben  und  die  Stützpunkte  mit  außerhalb  des  Fachwerks  gelegenen  festen 

Punkten  (zuweilen  auch  mit  festen  Punkten  des  Fachwerks  selbst)  verbinden.    Werden 

diesen  Auf lagerstäben  solche  Eigenschaften  beigelegt,  daß  ihre  Längenänderungen 

mit  den  vorgeschriebenen  Verschiebungen   Ac  der  Stützpunkte  übereinstimmen,  so 

sind  sie  als  den  Stützen  vollkommen  gleichwertig  aufzufassen,  imd  man  hat,  wenn 

die    Verschiebungen    Ac   bei  der  Berechnung  der  X  und  S  berücksichtigt  werden 

sollen,  nur  nötig,   den   Ausdruck  Ai  auf  die   Auflagerstäbe  mit  auszudehnen,  wobei 

für  jeden  Auflagerstab  ein  beliebiger  Elastizitätsmodul  imd  ein  beliebiger  Querschnitt 

angenommen  werden  darf. 

Bedeutet  nun  für  einen  Auflagerstab: 

c  die  Länge,  Ec  den  Elastizitätsmodul, 

Fe  den  Querschnittsinhalt,  t^  die  Temperaturändenmg, 

Zc  den  Ausdehnungskoeffizienten  für  fc  =  1, 

Ce 
so   ist   Ac  =  -=-^  + £<;4f.     Mit  EcFc  =  oo  wird  Ae  =  ZcfcC^  d.i.  unabhängig  von 

C,  imd  man  erhält: 

wobei  Ae  als  eine  Konstante  zu  betrachten  ist. 

Beispiel.  Handelt  es  sich  um  den  Horizontalschub  X  des  in  Fig.  28,  Seite  29 
dargestellten  Bogenträgers ,  dessen  Stützweite  /  sich  um  M  ändern  möge,  so  denke 
man  die  Kämpfergelenke  Ä  und  B  diu'ch  einen  Stab  verbunden,  in  welchem  die 
Spannkraft  X  wirksam  ist  und  mache 

zu  einem  Minimum.     Es  ergibt  sich  die  Gleichung 

-#-^  +  -"|l  +  -  =  o- 

Ist  (wie  im  §  2,  Seite  29)  S=Sq  —  XS',  so  folgt  ^^  =  —  S'  und 

cX 

-^S'{S,-XS')^-^ttsS'+M  =  0, 

und  hieraus  ergibt  sich,  wie  auf  Seite  30, 

'SiS'So-^TT  +  'S.ttS's  —  M 
X  = ^^ 


EF 
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II.  Abschnitt. 


Biegungsfestigkeit  gerader  und  einfach 
gekrümmter  Stäbe. 


§  12. 

Allgemeine  Gesetze  für  Stäbe,  deren  Querschnittsabmessungen 

im  Verhältnis  zu  den  Krümmungshalbmessern  klein  sind. 

1)  Arbeitsgleicliuiig.    Wird  ein  Stab,  dessen  Schwerpunktsachse 
AB  eine  Linie    einfacher   Krümmung  ist,    durch    äußere  Kräfte  an- 
gegriffen, welche  in  der  die 
Linie  JL  5  enthaltenden  Ebene 
(Kräfteebene,  Stabebene) 
liegen,  so  besitzen,  bei  im  Yer- 
hältnis  zur  Länge  des  Stabes 
geringen    Querschuittsabmes- 
sungen,  in  sehr  vielen  Fällen 
—  auf  die  wir  uns  zunächst 
beschränken  wollen  —  außer 
den      Temperaturänderungen 
nur    die    senkrecht    zu    den 
Querschnittsteilchen    wirken- 
den   Spannungen    (Normal- 
spannungen) g  einen  wesent- 
lichen Einfluß  auf  die  Formänderung.     Der  Stab  läßt  sich,  bei  Ver- 
nachlässigung aller  übrigen  Spannungen,  in  unendlich  kleine,  annähernd 
prismatische  Teilchen  zerlegen,  welche  durch  der  Stabachse  parallele 
Spannkräfte  S  auf  Zug  oder  auf  Druck  beansprucht  werden  (Fig.  69). 
Bedeutet 

die  im  allgemeinen  veränderliche  Querschnittsfläche  des  Stabes, 
die  Länge  des  zwischen  den  unendlich  nahen  Querschnitten  I 
und  II  gelegenen  Elementes  der  Stabachse, 
die  dem  Bogenelemente  ds  parallele  Länge  irgend  eines  der 
zwischen  I  und  II  gedachten,  unendlich  kleinen  Prismen, 
die  Normalspannung  für  den  Endquerschnitt  dF  dieses  Prismas, 
die  Strecke,  um  welche  sich  ds\,  infolge  irgend  einer  geringen 
Yerbiegung  des  Stabes  ändert, 


Fig.  69. 


F 
ds 

ds, 

a 
^ds 


so  ist 


S=adF 
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und  es  ergibt  sich,  mit  Yernachlässigung  der  Änderungen  der 
Qiierschnittsabmessungen,  die  virtuelle  Formänderungsarbeit 

S-^ds,=  I  a  — ,  — ^  d  r.  wobei 

J  J       ds„ 

dY=dsJF 

den  Inhalt  des  Stabteilchens  bedeutet.  Bezeichnet  nun,  wie  im  Ab- 
schnitte I  auf  Seite  22: 

P    eine  Last, 

C    eine  Auflagerkraft, 

§     die  durch  jene  ^ds^  bedingte  Verschiebung  des  Angriffspunktes 
von  P  im  Sinne  von  P, 

^c  die  durch  jene  bi.ds„  bedingte  Verschiebung  des  Angriffspunktes 
von  C  im  Sinne  von  C, 
und  wird  angenommen,  daß  die  äußeren  und  inneren  Kräfte  mitein- 
ander im  Gleichgewichte  sind,  so  folgt,  wenn  die  Gewichte  der  Stabteilchen 
zu  den  Lasten  gerechnet  werden,  aus  dem  Satze  von  den  virtuellen 
Verschiebungen  die  Arbeitsgleichung: 

(28)  ^Ph-\-^Ct^c=--ja  ^^dV, 

welche  für  beliebige  mögliche  Verschiebungen  6,  Ae  und  Ac?s„  gilt, 
sobald  diese  nur  klein  genug  sind,  um  als  verschwindende  Größen 
aufgefaßt  werden  zu  dürfen. 

In  den  meisten  Fällen  der  Anwendung  handelt  es  sich  um  Stäbe, 
deren  Querschnittsabmessungen,  verglichen  mit  den  Krümmungshalb- 
messern r,  so  gering  sind,  daß  es  zulässig  ist,  ds,--=^ds  zu  setzen 
und  die  Spannungen  c  genau  so  zu  berechnen,  als  sei  an  der  be- 
trachteten Stelle  r  =  oc,  d.  h.  der  Stab  gerade.  Wir  wollen  auch  (aus- 
genommen sind  die  genaueren  Entwicklungen  im  §  21)  mit  dieser 
vereinfachenden  Annahme  rechnen,  trotzdem  aber  die  Bezeichnung  ds, 
beibehalten,  um  die  Verschiedenheit  der  Lagen,  nicht  der  Längen, 
der  Stabteilchen  zu  kennzeichnen. 

2)  Bedingungsgleiclningen  zur  Bereclinuiig  statisch  niclit  bestimm- 
barer Grrößen.  Unter  gewissen  vereinfachenden  Annahmen  gelingt  es 
mit  Hilfe  der  Gleichgewichtsbedingungen,  die  Spannungen  a  ebenso 
wie  die  Auflagerkräfte  C  als  geradlinige  Funktionen  der  gegebenen 
Lasten  P  und  gewisser  statisch  nicht  bestimmbarer  Größen  X\  X'\ 
X'"  .  .  .  darzustellen;  sie  erscheinen  dann  in  den  für  beliebige  Werte 
der  P  und  Jt  gültigen  Formen: 

I  c  =  ao  +  a'X+  a"X"-\-  ff'"  A""+  .  .  . 
^^""^  \  C=C,-{-C'X'+C"X"+C'"X"'+  .  .  ., 

Müller-Breslau,  Festigkeitslehre,    i.  Aufl.  6 
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wobei  5',  5".  a'"  ....  C\  C'\  C"  gegebene,  von  den  Lasten  P  und 
den  Größen  JY  unabhängige  Koeffizienten  sind,  während  Cq  und  Q 
die  als  geradlinige  Funktionen  der  Kräfte  P  darstellbaren  Spannungen 
und  Aufhigerkräfte  für  denjenigen  statisch  bestimmten  ßelastungszu- 
stand  bedeuten,  welcher  entsteht,  sobald  alle  statisch  nicht  bestimm- 
baren Größen  JV  vei-schwinden. 

Wird  X'=  1  angenommen,  und  werden  gleichzeitig  alle  Lasten  P, 
sowie  die  übrigen  statisch  nicht  bestimmbaren  Größen  X'\  X"\  .  .  . 
gleich  Xull  gesetzt,  so  entsteht  ein  Belastungsfall,  welcher  „Zustand 
A"  =  1"  heißen  soll,  und  welchem  die  Spannungen  c  und  Auflager- 
kräfte C  entsprechen,  und  in  gleicher  Weise  soll  in  der  Folge  von 
Zuständen  X."=\  oder  X"'=l  usw.  gesprochen  werden. 

Die  Arbeitsgleichung  für  den  Zustand  X'  =  1   bildet  einen  be- 
sonderen Fall  der  Arbeitsgleichung  (28);    sie  ergibt   sich  aus  jener, 
sobald  P=0,  C^=C'  und  c  =  g   gesetzt  wird  und  lautet: 
'    ,  ^,r  /'  /    ^ds^    ,_, 


(30) 


ds, 

und  ganz  entsprechend  wird  gefunden: 
Af/.sv 


2  (■"  ^c=    c 


ds. 


dV. 


^C'"^c=fo"'-^dV. 
J         ds„ 


Die  Gleichungen  (30),  deren  Anzahl  mit  derjenigen  der  Unbe- 
kannten JC  übereinstimmt,  ermöglichen  die  Berechnung  dieser  Größen; 
man  hat  nur  nötig,  sie  auf  die  wirklichen  elastischen  Verschiebungen 
Ac  und  Af/.sv  anzuwenden.  Die  Ac  werden  meistens  geschätzt  (vgl.  §  2, 
Seite  24)  und  die  lds\.  unter  der  Voraussetzung  eines  spannungslosen 
Anfangszustandes  als  Funktionen  der  Spannungen  a  und  Temperatur- 
änderungen t  dargestellt.  Es  ist  dann  nach  Gleichung  (10): 

und  es  folgen  somit  die  Bedingungsgleichungen : 

L'  =  [-^dV-\rj^t<^'d'i" 
L"  = 


(32) 


E 


dV 


-Utc"d 


in  denen  L'  =  2C"Ac.  L"=2'r"'Ac  ...  die  virtuellen  Arbeiten  der 
den  Zuständen  A' =  L  A"  =  1  usw.  entsprechenden  Auflagerkräfte 
bedeuten. 
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Bringt  man  die  dem  wirklichen  Belastimgszustande  entsprechende 
virtuelle  Arbeit  der  Auflagerkräfte  auf  die  Form 

5l  =  2lo  +  rA"+r'.Y"+5l"'X"+  .  .  ., 

wobei  %,  W,  21",  5t'".  .  .  Größen  vorstellen,  welche  von  den  Werten  X 

und  (mit  Ausnahme  von  5Io)  von  den  Lasten  P  unabhängig  sind,  so  ist: 

L'  =  r,  L"=W\  .  .  . 

Beachtet  man  nun,  daß 

^=ey  ^  ==?:x"'-  •  • 

ist,  so  sieht  man  ein.  daß  die  Gleichung: 


(^3)  ^=/xw<''^+/ 


a      da     ,,,,/■,    So     ,„ 


welche  auch  unmittelbar  durch  teilweise  Differentiation  der  Gleichung  (28) 
erhalten  werden  kann,  als  allgemeine  Form  der  Bedingungsgleichungen 
(32)  aufgefaßt  werden  darf;  man  braucht  nur  JY  der  Reihe  nach  durch 
X\  X"  ...  zu  ersetzen,  um  die  Gleichungen  (32)  zu  erhalten,  iy  be- 
deutet die  virtuelle  Arbeit  der  Auflagerkräfte  für  den  Zu- 
stand X=  1. 

Führt  man  die  Bezeichnung  ein: 


(34)  Ä,=j-^'^-^jzUdV, 

so    k; 

(35) 


so  kann  man  Gleichung  (33)  noch  kürzer  schreiben: 

Für  den  besonderen  Fall  festliegender  oder  über  reibungslose  Lager  gleitender 
Stützen  verschwindet  die  Arbeit  L,  und  es  ergibt  sich  die  Bedingung 

(I)  ^  '  ^  0,  also  Ai  =^  minimum. 
Ist  außer  L  =  Q  auch  ;■  =  0,  so  folgt 

(II)  /  —2E~  "^  ^^^i™'^^^' 

wobei    /  die  FoiTnänderungsarbeit   für-  den  Fall   t  =  0  vorstellt.      Die   vor- 

stehenden Sätze  (I)  und  (11)  entsprechen  den  für  das  Fachwerk  im  §  11  unter 
3  bzw.  1  abgeleiteten;  sie  ergeben  sich  sofort  aus  jenen,  sobald  die  Spannkraft  *S' 
des  Fachwerkstabes  ersetzt  wird  durch  ar/F,  der  Stabinhalt  sF  diu'ch  r/ F  und  das 
Zeichen  2  durch  das  Zeichen  /'. 

3)  BestimmuDg  der  Verschiebung  5  irgend  eines  in  der  Kräfte- 
ebene  gelegenen  Punktes  des  Stabes  nach  irgend  einer  in  die  Kräfte- 
ebene fallenden  Richtung.  Werden  die  auf  den  Stab  wirkenden  Lasten 
mit  Pj.   Pg   .  .  .  P„  .  .  .  P„  bezeichnet,    ihre    Angriffspunkte  mit  1, 
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2.  ...  m  ...  ff  imd  die  Verscliiebuugen  tlieser  Punkte  im  Sinne  der 
i'ntsprechenden  P  mit  Sj.  So  .  .  .  h„  .  .  .  5„,  so  lautet  die  Arbeits- 
gleicluini::: 

P,\  +  P,\  .  .  .  +  P„h,„  +  .  .  .  +  P„h„  +  2  C^c  =  /  a^^dV-, 

sie  gilt  für  beliebige  zusammengehörige  Yerschiebuugen  6,  Ac-  und  ^ds, 
und  für  beliebige  Werte  der  Lasten  P  und  statisch  nicht  bestimmbaren 
Größen  JV  und  liefert  unmittelbar  einen  einfachen  Ausdruck  für  die 
Verschiebung  8„,  sobald  sämtliche  Größen  X  sowie  die  Lasten  P^  bis 
P„.i  und  P„  +  i  bis  P„  gleich  Null  gesetzt  werden,  während  P„=l 
angenommen  wird.  Es  entsteht  dann  ein  statisch  bestimmter  Stab, 
welcher  der  Hauptträger  genannt  werden  möge,  und  an  welchem 
außer  P„=  1  noch  die  durch  diese  Last  hervorgerufenen  Auflager- 
kräfte C  angreifen,  während  im  Innern  gewisse  Spannungen  a  erzeugt 
werden.     Die  obige  Arbeitsgleichung  geht  über  in 

(36)  5„  +  2CAc=/7^^rfF 

und  gestattet,  die  durch  einen  beliebigen  Belastungs-  und  Temperatur- 
zustand verursachte  Yerschiebung  h„  aus  den  diesem  Zustande  ent- 
sprechenden Verschiebungen  Ac  und  äds„  zu  berechnen.  Insbesondere 
ergibt  sich  mit 

^ds„         a    ,      ^ 

der  Wert 

(37)  8„  =  /7(^-f  £/)rfF-r, 

wobei  L  die  virtuelle  Arbeit  der  Auflagerkräfte  für  den 
durch  P„=l  belasteten  Hauptträger  bezeichnet. 

Denselben  Ausdruck  für  h„  erhält  man  —  in  anderer  Form  — 
durch  teilweise  Differentiation  der  allgemeinen  Arbeitsgleichung  nacli 
der  Last  P„„  wobei  die  8,  Ac  und  äds„  als  Konstanten  aufgefaßt 
werden  dürfen,  da  jene  Arbeitsgleichung  für  beliebige  zusammen- 
gehörige Werte  dieser  Verschiebungen  gültig  ist.     Man  gelangt  zu 

.      ,    ^  SC    ^  r  da     Ad.s^    ,^_      f  da     fa     .       \   ,  ^- 

^„^^~^-^c=j^^^^dV=j^^{^.  +  .i)dV 

und  findet  schließlich  das  übersichtliche  Gesetz: 

(38)  5,  =  |^-2^A., 
wobei  Äi  durch  die  Gleichung  (34)  erklärt  ist. 
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Bei  festliegenden  oder  über  reibungslose  Lagerüächen  gleitenden  Stützpunliten 
verscbwinden  sämtliche  Ar-;  es  ergibt  sich 

imd  im  Falle  Ac  =  0  imd  /  =  0  folgt 

«    -    ^^ 


wobei 


i  Ä=  1  '     die  Formändeiimgsarbeit  bedeutet. 


Mit  Hilfe  der  entwickelten  Gesetze  ist  man  auch  imstande,  die 
Verschiebungen  von  solchen  Punkten  eines  Stabes  zu  bestimmen, 
welche  nicht  Angriffspunkte  von  Lasten  sind;  man  hat  nur  nötig,  in 
dem  fraglichen  Punkte  nach  der  Richtung  der  gewünschten  Yer- 
schiebung  eine  beliebig  große  Last  P  hinzuzufügen  und  nachträglich 
P=0  zu  setzen.  Bedingung  ist  nur,  daß  die  Yerschiebungsrichtung 
in  die  Kräfteebene  fäUt. 

Bedient  man  sich  bei  der  Berechnung  von  5  der  Gleichung  (38), 
so  ist  zu  beachten,  daß  nicht  nur  die  Lasten  P,  sondern  auch  die 
Größen  X  als  unabhängige  Veränderliche  aufgefaßt  werden  dürfen, 
daß  es  also  zulässig  ist,  die  X  als  Konstanten  anzusehen,  sobald  nach 
einer  Last  P  differentiiert  wird.     Vgl.  Seite  77. 

4)  Auflager.  Außer  den  im  §  1  (Fig.  1)  angeführten  festen  und 
beweglichen  Lagern,  deren  Widerslände  durch  die  Angabe  von  zwei 
Seitenkräften  oder  einer  Seitenkraft  bestimmt  sind,  müssen  bei  den 
auf  Biegungsfestigkeit  beanspruchten  Stäben  noch  Auflager  unter- 
schieden werden,  welche 
der  im  Stützpunkte  an 
die  Stabachse  gelegten 
Tangente  eine  bestimmte 
Lage  vorschreiben.  Es 
kommen  zwei  Anord- 
nungen in  Betracht. 

a)  Feste  E  i  n  - 
Spannung  (Fig.  70). 
Bei  vollkommener  Starr- 
heit des  stützenden  Kör- 
pers liegt  der  Stützpunkt 
Ä  fest,  desgleichen  die 

in  Ä  an  die  Stabachse  gelegte  Tangente  (Auflagertangente).  Der 
Stützenwiderstand  läßt  sich  zerlegen  in  zwei  Seitenkräfte  Q  und  Gj 
und  in  ein  Kräftepaar,  dessen  Moment  iT/das  Einspannungsmoment 
heißt.  Verschiebt  sich,  infolge  der  Elastizität  des  stützenden  Körpers, 
der  Punkt  Ä  im  Sinne  von  C\  um  Ac^   und  im  Sinne  von  Cj  uin  Acg, 


Fig.  70. 


Fig.  71. 
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während  sich  die  Auflagertangente  im  Sinne  des  Momentes  M  um  r 
dreht,  so  leisten  die  Auflagerkräfte  die  virtuelle  Arbeit 
QAc,+  QAc,+  il/T*). 

b)  Lose  Einspannung  (Fig.  71).  Der  Stützpunkt  Ä  gleitet  auf 
vorgeschriebener  Bahn  AB.  Die  Auflagertangente  liegt  bei  starrem 
Stützkörper  fest.  Der  Stützenwiderstand  zerfällt  in  das  Einspannungs- 
moment  31  und  in  einen  Gegendruck  C,  welcher  bei  glatter  Bahn 
senkrecht  zn  AB  wirkt.  Verschiebt  sich  A  im  Sinne  von  C  um  Ac, 
während  sich  die  Auflagertangente  im  Sinne  von  M  um  x  dreht,  so 
leisten  die  Auflagerkräfte  die  virtuelle  Arbeit 

CAc  +  3fx. 

c)  Beispiel  für  die  Berechnung  der  Arbeiten  L.     Um  die  Ermittlung 

der  in  den  Gleichungen  (32) 
vorkommenden  Arbeiten  L', 
L",  ...  der  Auflagerkräfte 
für  die  Zustände  X'  =  1, 
X"  =  1,  ...  durch  ein  Bei- 
spiel zu  erläutern,  betrachten 
wir  einen  bei  Ä  und  B  fest 
eingespannten  Bogenträger 
ohne  Gelenke  (Fig.  72).  Die 
senkrechten  und  wagerechten 
Seitenkräfte  der  Stützen- 
drücke seien  A,  5,  iJj^,  iZ^,  und 
die  Einspannungsmomente 
seien  Jlf^  und  M^.  Infolge  der 
Nachgiebigkeit  der  "Wider- 
lager gehe  über 
c  in  e-f-Ae,  /  in  l -\- M,  9^  in  9o-|-A(po,  cp^^  in  9i-|~^9i'i 
es  leisten  dann  die  Auflagerkräfte  (wenn  Punkt  B  und  die  Wagerechte  durch  B  fest- 
liegen) die  virtuelle  Arbeit 

(I)  2I  =  — J.Ae  — i7,AZ  — 3/1^90  +  3/2^9^. 

Bedeutet  R  die  Mittelkraft  aus  sämthchen  Lasten,  a  den  Neigungswinkel  von 
R  gegen  die  Wagerechte,  r  das  Lot  von  B  auf  i?,  so  bestehen  die  Gleichgewichts- 
bedingungen: 

(n)  iT,  -f  /j;  cos  a  —  H,  =  0 

(ELT)  A—R  sin  oi-\-B  =  0 

(IV)  Al  —  H^c  —  Rr-\-M^  —  M^  =  0. 

Da  sich  weitere  statische  Beziehungen  zwischen  den  6  Unbekannten  A,  B, 
H^^  H^^  J/j  und  M^  nicht  aufstellen  lassen,  so  ist  der  Träger  ein  dreifach  statisch 
unbestimmter.  Werden  A,  11^  und  3/^  als  statisch  nicht  bestimmbare  Größen  auf- 
gefaßt, so  muß  der  aus  (IV)  sich  ergebende  Wert:  M^  =  AI  —  H^c  —  Rr -\- M^ 
in  (T)  eingeführt  werden,  worauf  die  Arbeit  21  als  Funktion  der  statisch  nicht  be- 
stimmbaren Größen  in  der  Form 
%  =  A{l^(p^  —  Ac) 


Fig.  72. 


H^  (cA9i  +  M)-\-  iV/i  (A91  —  A90)  —  Rr^<p^ 


*)  Hinsichtlich  der  Arbeit  des  Momentes  M  vgl.  Seite  61. 
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erhalten  wird,  und  es  folgt  schließlich 

für  den  Zustand  X'   =  J.  —  1  der  ^'evt  L'   =/A<Pi  — Ae 
.<       „  ,•        X"  =H^  =  \    „        ..      L"  =  — (cA9i  +  A/) 

^,       <,  V        A""  =  3/,  =  l    „        ,.      L"'  =  A9i  — A9o. 

5)  Belastung  durch  Kräftepaare.  Drehung  von  Tangenten  an  die 
Stabachse.  Die  in  irgend  einem  Punkte  m  an  die  Stabachse  gelegte 
Tangeute  TT  (Fig.  73) 
können  wir  als  starre  Linie 
auffassen,  welche  mit  dem 
Stabe  fest  verbunden  ist. 
Wirkt  auf  diese  Linie  ein 
Kräftepaar,  dessen  Moment 
=  93?„  ist,  so  werden  au 
den  Auflagern  gewisse 
Gegendrücke  uud  im  Stabe 
gewisse  Spanuungeu  her- 
vorgerufen. Es  möge  m  der 
Angriffspunkt  des  Kräfte- 
paares heißen. 

Denken  wir  uns  nun  in  gleicher  Weise  (außer  deu  bislang  voraus- 
gesetzten Lasten  P)  in  beliebigen  Punkten  1,  2,  .  .  .  n  der  Stabachse 
Kräftepaare  mit  den  Momenten  SO?i,  W.^,  ■  ■  •  9J?„  angreifend  und  be- 
zeichnen mit  -j,  Tg,  .  .  .  T„  die  Winkel,  um  welche  sich  die  in  deu 
Punkten  1,  2,  ...  /i  an  die  Stabachse  gelegten  Tangenten  infolge  der 
Umgestaltung  des  elastischen  Stabes  drehen,  so  leisten  die  Kräftepaare 
die  virtuelle  Arbeit  SD^^-i -|- 9}?2'^2  ~h  •  •  •  3)?«"-.'  und  es  ergibt  sich 
die  Arbeitsgleichung: 

2P§  -f  m^  Ti  +  9)^2  T.  +  .  .  .  m,„-,„  -f  .  .  .  m,-„  +  2  C'Ac 


Fi?.  73. 


-  d  V. 


Sie  gilt  im  Falle  des  Gleichgewichtes  uud  bei  verschwindend 
kleinen,  möglichen  Yerschiebungen  für  beliebige  Werte  der  Lasten  P 
und  Momente  9J?^  und  liefert,  teilweise  nach  SR^  differentiiert,  die 
Beziehuuo^: 


+  2 


Ac 


Arf.s„ 


dV, 


aus  welcher  sich  die  (der  Gleichung  (38)  gegenüberzustellende)  Glei- 
chung 

(38  a)  T    =        '  —  2-^Ac 

ableiten  läßt;  dieselbe  ermöglicht  die  Berechnung  des  Drehuugswinkels  t 
jeder  Tangente  an  die  Stabachse.     Tritt  das  Kräftepaar  mit  dem  Mo- 
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mente  9)J,„  in  "Wirklichkeit  nicht  auf.  so   hat    man    nach    Ausführung- 
der  Differentiation  'S)l„  =  0  zu   setzen. 

Weiter  leuchtet  sofort  die  Richtigkeit    der    (der    Gleichung  (37) 
gegenüberzustellenden)  Gleichung  ein: 


37a) 


a+-) 


clV  —  L. 


in  welcher  a  diejenige  Spannung  bedeutet,  die  in  irgend  einem  Quer- 
schnittselemeute  des  statisch  bestimmten  Hauptträgers  entsteht,  sobald 
iiu  Punkte  m  ein  Kräftepaar  mit  dem  Momente  9Ji^  =  1  angreift, 
während  L  die  virtuelle  Arbeit  der  durch  diese  Belastung  hervorge- 
lufenen  Auflagerkräfte  vorstellt. 


§  13. 

Die  Spannungen  c  im  geraden  Stabe. 

Naviersche  Biegungsformel. 

1)  Durch  einen  Querschnitt  im  Abstände  x  von  irgend  einem  in 
der  Stabachse  angenommenen  Anfangspunkte  Ä  denken  wir  den  Stab 
in  zwei  Teile  zerlegt  und  vereinigen  alle  an  dem  einen  der  beiden 
Teile,  z.  B.  an  dem  linken,  angreifenden  äußeren  Kräfte  zu  ihrer  Mittel- 
kraft R  (Fig.  74). 

B  heißt  die  äußere  Kraft  für  den  fraglichen  Querschnitt 
und  zerfällt  in  die  Längskraft  .Y,  senkrecht  zum  Querschnitte,  und 
die  Quer  kraft  Q  in  der  Ebene  des  Querschnittes.  "Wird  vorausgesetzt, 
daß  alle  äußeren  Kräfte  die  Stabachse  treffen  (wenn  auch  in  unend- 
licher Feme)  so  geht  Q  durch  den  Schwerpunkt  0  des  Querschnitts. 


FiK.  74. 


Die  Kraft  J\"  möge  positiv  angenommen  werden,  sobald  sie  das  Be- 
streben hat,  den  linken  Stabteil  von  dem  festgehalten  gedachten  rechten 
Teile  zu  entfernen. 
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Die  durch  den  Schwerpunkt  0  des  Querschnittes  und  den  Schnitt- 
punkt B  der  Kraft  R  und  dem  Querschnitte  gelegte  Gerade  heiße  die 
Kraftlinie,  sie  möge  mit  der  ««-Achse  eines  in  der  Querschnittsebene 
angenommenen  rechtwinkligen  Achsenkreuzes  (ii^  v),  dessen  Ursprung 
der  Punkt  0  ist,  den  AVinkel  a  einschließen.     Bedeuten  dann: 

f  den  Abstand  des  Punktes  B  vom  Ursprünge, 

■iijj  und  Vs  die  Koordinaten  von  i?, 
so  zerfällt  das  dem  betrachteten  Querschnitte  entsprechende  Biegungs- 
moment 

M=Nf 

in  das  um  die  i<-Achse  drehende  Moment 

ilf„  =  JSfvs  =  M  sin  a 
und  in  das  um  die  ^--Achse  drehende  Moment 

M„  =  Nus  =  M  cos  a, 

und  es  bestehen  zwischen  den  in  dem  Querschnitte  wirksamen  Span- 
nungen a  und  den  äußeren    Kräften    die    Gleichgewichtsbedingungen: 

M„  =  fv  .  aclF 

M,.=  fu-adF. 

Die  Berechnung  der  a  soll  unter  folgenden  Yoraussetzungen  durch- 
geführt werden: 

1.  Die  Strecke  ^dx„,  um  welche  sich  im  Punkte  u,  v  die  Ent- 
fernung dx  des  betrachteten  Querschnittes  von  dem  unendlich  nahe 
gelegenen  Querschnitte  ändert,  sei  eine  geradlinige  Punktion  der  Ko- 
ordinaten tt  und  i\  d.  h.  es  sei 

^dx^         ,   .     „      .     ,„ 

-^  =  a  ^a  v-^a    u, 

unter  a',  «",  d"  Werte  verstanden,  welche  für  den  beti'achteten  Quer- 
schnitt Konstanten  sind*). 

2.  Die  Temperaturänderung  t  im  Punkte  z«,  v  sei  ebenfalls  eine 
geradlinige  Funktion  von  u  und  ?',  es  bestehe  also  die  Gleichung 

f  =  r  +  i"v^t"'u, 

*)  Es  stimmt  diese  Annahme  mit  der  bekannten  Voraussetzung  Na  vier  s  über- 
ein, daß  ursprünglich  ebene  Querschnitte  des  Stabes  auch,  nach  der  Biegung  Ebenen 
sind.  Die  Zuverlässigkeit  der  Navierschen  Methode  ist  dui'ch  die  Arbeiten  von  Saint- 
Venant  (in  Liouvilles  Journal  1856),  Kirchhoff  (in  Grelles  Jom-nal  1859)  und 
namentlich  von  Pochhammer  (in  dessen  "Werke  über  das  Gleichgewicht  des  elasti- 
schen Stabes,  Kiel,  1879)  nachgewiesen  worden. 
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deren  Koeffizienten  gegeben  sind,  sobald  die  Teniperaturänderungen 
für  drei  nicht  in  einer  Geraden  gelegene  Punkte  des  Querschnittes 
bekannt  sind. 

Dann  folgt  aus  der  Gleichung 

-d,-  =  -E  +  '' 
für  die  Spannung  a  der  Ausdruck 

a  =  E{a  —  eO  +  E(a"  —  zt")  v  +  E{a"  —  zf'yu 
und  hierfür  soll  kürzer  geschrieben  werden 
a  ^=a-{-bv  -\-  cu, 
wobei  a,  ö,  c  Konstanten  sind,  welche  sich  mit  Hilfe  der  drei  Gleich- 
gewichtsbedingungen berechnen  lassen.  Jene  Bedingungen  gehen  über  in 

N=  a  fdF+b  fvdF-{-  c  fudF 
3f,  =  afvdF-{-bjv^dF^cfurdF 

M,  =  a  {udF-{-  b  ( vudF-\-c  fti^dF; 

sie  nehmen  eine  besonders  einfache  Gestalt  an,  sobald  zu  den  Koor- 
dinatenachsen Hauptachsen  gewählt  werden.    In  diesem  Falle  ist  das 

Zentrifugalraoment      tiidF=0^  und  weiter  folgt,  da  der  Ursprung  0 

mit  dem  Schwerpunkte   des  Querschnittes    zusammenfällt,     udF=0 

und  jvdF=0.     Es  ergeben  sich  die  Werte: 

^N  _     Jf  „     _  M^  _     M„     ^M, 

^  f. .2.7  TP  *^«  ^"'^dF 


fv'dF       '^''  i'u'- 


in  denen  J„  und  J^  die  Trägheitsmomente  des  Querschnittes  in  bezug 
auf  die  Hauptachsen  bedeuten,  und  es  entsteht  die  Naviersche  Formel 

(39)  a  =  -^  +  -^v-{--^u. 

Besonders  hervorzuheben  ist,  daß  eine  ungleichmäßige  Erwärmung  des 
Stabes  nach  dem  Gesetze  t=t'-{-  t"v  -\-  t"'u  nur  dann  Spannungen  c 
hervorbringt,  wenn  die  Werte  N  und  M  von  den  Temperaturänderungen 
abhängig  sind,  was  nur  bei  statisch  unbestimmten  Stäben  der  Fall  sein 
kann.  Verschwinden  alle  äußeren  Kräfte,  so  verschwinden  auch  die 
Spannungen  c. 

2)  Setzt  man  in  Gleichung  (39) 

Jf„  =  Kvb  und  M„  =  Nun 
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und  bezeichnet  man  die  Koordinaten  der    Stelle  A,    für    welche    die 

Spannung  a  infolge  der  in  B  angreifenden  Kraft  N  berechnet  werden 

soll,  mit  v^,  u^,  so  erhält  man  —  wenn  diese  Spannung  a^  genannt 

wird  — 

X/         F  F  \ 

(40)  a^3  ==  —  (^  1  -f  —  v^  v^  -f  —  II j,  u^  j , 


A  vertauschbar. 
B  infolge   einer 


F  \^    '    J„  -^.^^    ,    j^ 

und  in  dieser  Gleichung  sind  die  Buchstaben  B  und 
Man  findet  nämlich  für  die  Spannung  an  der  Stelle 
in  A  angreifenden  Kraft  X  den  Wert 

F\    ^  J^ 

und  gelangt  zu  der  Beziehung 

Es  seien  nun  für  irgend  einen  Querschnitt  (Fig.  75)    die    Span- 
nungen bestimmt,   welche    eine    in    einem    Querschnittspunkte  B  an- 


'^BA 


=^'0 


+  -jUj.Ui 


--ÜL 

1 

^ 

-'^ 

\x^ 

-~-.^4£' 

-^v^ 

Fiff.  75. 


Fk.  76. 


greifende  Kraft  J\"=  1  hervorruft,  und  zwar  seien  diese  Spannungen 
mit  Hilfe  von  Gleichung  (39)  durch  eine  Gerade  B'B"  dargestellt.  Die 
Spannung  an  der  Stelle  A  ist  dann  gleich  der  Ordinate  c^b,  welche 
die  B'B"  auf  einer  durch  den  Punkt  A  parallel  zur  Spannungs-i^uU- 
linie  gezogenen  Geraden  g  abschneidet;  und  ebensogroß  ist  auch  (nach 
Gleichung  (40)  die  Spannung  a^^,  welche  eine  in  A  angreifende  Kraft 
iV=  1  bei  B  hervorruft.  Eine  in  A  wirksame  Kraft  jN^  wird  also  an 
der  Stelle  B  die  Spannung 

hervorrufen,  und  dieser  Wert  ö  bleibt  ungeändert,  wenn  sich  der  An- 
griffspunkt A  von  N  in  der  Geraden  g  bewegt.  Greifen  mehrere  Kräfte  ^V 
am  Querschnitte  an,  so  erhält  man  für  die  Spannung  an  der  Stelle  B 
einen  Wert 

Cs=^Xc^B. 
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Die  (fcnnic  B' B"  ist  aho  die  Einflußlinic  für  die  Spaii- 
i/muj  c  an  der  SteUc  B. 
AVird  der  Einfluß  eines  Momentes  M  gesucht,  welches  in  einer 
den  Querschnitt  in  der  Geraden  /  —  /  schneidenden,  zum  Querschnitte 
recktwinkligen  Ebene  ^Yirkt,  Fig.  76,  so  ersetze  man  dasselbe  durch 
ein  Kräftepaar  Xa  mit  beliebig  großem  Arme  a  und  lege  den  Angriffs- 
punkt der  einen  der  beiden  Gegenkräfte  A"  in  den  Schnittpunkt  der 
Geraden  / — /  und  n  —  )i.     Man  findet  dann  nach  Fig.  76: 

Mg 

c„  ^  A  c  = 


3)  Meistens  fällt  die  Kraftlinie  mit  einer  Hauptachse  zusammen. 
"Wir  wählen  dann  die  Kraftlinie  zur  ?;-Achse,  bezeichnen  das  Trägheits- 
moment für  die  «/-Achse  kurz  mit  J  und  erhalten: 


(41) 


A^      ^^ 
F'^    J 


AVird  angenommen,  daß  die  Temperaturändening  t  von  7i  unabhängig 
ist,  so  darf 

V 


(42) 


t  =  t 


o-^^T 


gesetzt  werden:  hierbei  bedeutet  (Fig.  77): 

h    die  Höhe  des  Querschnittes, 

t^  die  Temperaturänderung  für 
r  =  0  (also  z.  B.  für  den  Quer- 
schnittsschwerpunkt), 

M  =^ty  —  ^2  ^^^  Unterschied  der 
den  äußersten  Querschnitts- 
punkten entsprechenden  Tem- 
peraturänderungen, 

t^  den  Wert  von  t  für  v  =  -\-  e^ 
und 

^2  den  Wert  von  t  für  t-  :=  —  e,. 
Zwischen   L,    t,    und   L  be- 


steht die  Beziehung 


Fi?.  77. 


t     —t     ^Ar-t     -^ 


Die   Werte  ^.dx^,   Idx^  und  A^.r.    welche  ^dx^  für  v  =  -\- 


=  —  e.  und  r  =  0  annimmt,  sind 


^dx,=dx('^-l~st,)=dr[-^^ 


Me, 


EJ 
Mßo 


FF 


EJ 


f  £^2] 
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(43) 


^d 


•^■=^^'(w+^^0 


und  es  wird  deshalb  der  "Winkel  f/x,  um  welchen  sich  der  betrachtete 
Stabquerschnitt  gegen  den  IS^achbarquersclmitt  dreht, 

C?T  =  tgC?T  = ^— -.   d.   1. 

4)  Die  Gleichung  (39)  gilt  auch 
für  schiefwinklige  Koordinaten  u\  ?;', 
Fig.  78.  Wählt  man  die  Kraftlinie  zur 
r'-Achse  und  bestimmt  die  «'-Achse  so, 

daß     u  vdF=0  wird,  so  erhält  man 

N  ,    M„.v' 

wo  M„.  =  Nv's  ist. 

Bildet  die  v'-Achse  mit  der  ?/-Achse  den  Winkel  a,  so  ist 


Yig.  78. 


sm  a 


J. 


,  =  \v'-'dF=^.^^\v-' 

J  sm^aJ 


dF 


sin^a  ' 


M^^;i^^ 


i¥„ 


sm  a         sm  a 
und  man  findet  schließlich  für  a  den  Wert 

.V    ,    lf„r 


(45) 


c  = 


Ju 


welcher  dieselbe  Form  hat,  wie  der  durch  die  Gleichung  (41)  für  den 
Fall  einer  mit  einer  Hauptachse  zusammenfallenden  Kraftlinie  bestimmte 
Wert.  Ist  nun  h  die  Querschnittshöhe  rechtwinklig  zur  z<-Achse  und 
wird  angenommen,  daß  sich  t  nur  mit  v  ändert,  so  gelten  die 
Gleichungen  (44)  und  (45)  auch  für  den  in  Fig.  78  dargestellten  Fall. 


§  14. 

Bedingungsgleichungen  für  statisch  unbestimmte  gerade  Stäbe. 

1)  Integrationen.  Es  sollen  die  im  §  12  abgeleiteten  Bedingungs- 
gleichungen zunächst  für  den  Fall  umgeformt  werden,  daß  die  Kraft- 
linie mit  der  t'-Achse  zusammenfällt,  daß  also 


»=F  + 


Mv 
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ist,    während    die  Temperaturänderung  dem   in   Fig.  77    dargestellten 
Gesetze  folgt.     Zu  diesem  Zwecke  mögen  die  Integrale 
GaCbdV 


.P 


und   /  aetdV 


berechnet  werden,  wobei 


die   Spannungen    für    irgend  zwei  durch   die  Zeiger  a  und  b  unter- 
schiedene Belastungsfälle  bedeuten. 
Mit  (IV  =:  dxdF  ergibt  sich 

l  c„c^,dV       [ff     N„    ,       M„v\  dxdF 

r  XJx  l'a.dF         CM^dxt o.vdF 

^J  EF  ^J  EJ 

und  mit  Beachtung  der  Gleichgewichtsbedingungen 

[c^dF=N^  und    fa,rdF=M^ 
....  f  CaC.dV       [N„N,dx    .    fM„M,dx 

Ebenso  findet  man 

/  aetdV  =  11  c  (/,  +  A^  -|-)  edxdF 

=  f^tdxj  adF+fe—dxjavdF 

(47)  \cttdV=  lzf„Xdx  +  I  zM^dx. 

2)  Umformung  der  Gleichungen  (32).  Die  Auflagerkräfte  C, 
Biegungsmomente  21  und  Längskräfte  .V  eines  mehrfach  statisch 
unbestimmten  Stabes  lassen  sich  in  der  Form  darstellen 

(  C  =  C;  +  C  X'  +  C"  X"  +  C"  X'"  +  .  .  . 

(48)  M=  7V/o+  M'X'  +  M"X"  +  M"'X"'  +  .  .  . 
I  X=  X,  +  .VA-  +  X"X"  +  X"'X"'  +  .  .  . 

wobei  X\  X'\  X"\  .  .  .  statisch  nicht  bestimmbare  Größen  bedeuten. 

CJ,,  Mq,  Nq,  sind  die  Auflagerkräfte,  Biegungsmomente  und  Längs- 
kräfte für  den  statisch  bestimmten  Hauptträger,  in  welchen  der  Stab 
übergeht,  sobald  sämtliche  Unbekannten  X  verschwinden;  sie  sind  gerad- 
linige Funktionen  der  gegebenen  Lasten. 

C",  M'.  X'  sind  die  AVerte  der  Auflagerkräfte,  Momente  und  Längs- 
kräfte für  den  auf  Seite  82  erklärten  Zustand  X'  =  1,  desgl.  C",  M", 
X"  die  Werte  für  den  Zustand  X"  =  1  usw. 
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Die  Spannungen  für  den  Zustand  JC'  =  1  sind: 
N'    ,    M'v 


G 

für  den  Zustand  X"^l: 


„       N"    ,    M"v 
c  =  — +  — ^,usw. 


und  die  Gleichungen  (32)  gehen,  mit  Beachtung  der  Gleich.  (46)  und 
(47),  über  in 


(49) 


wobei  L\  L",  ...  die  virtuellen  Arbeiten  der  Auflagerkräfte  bei  Ein- 
treten der  Zustände  X'  =  1,  X"  =1,  .  .  .  bedeuten. 

Ist  die  Temperaturerhöhung  für  alle  Punkte  eines  Stabquerschnittes 
konstant  und  =  ^,  so  ist  ^.t  =  Q  und  ^q  =  ^  zu  setzen. 

3)  Umformuiig  der  Gleichungen  (33)  nnd  (34).  Für  den  ;durch 
die  Gleichung  (34),  Seite  83,  gegebenen  Arbeitsausdruck  Ai  findet  man 
mit  Hilfe  der  Gleichungen  (46)  und  (47)  den  Wert 

und  es  geht  somit  die  Bedingungsgleichung  (33)  über  in 


1    f    ^^ 


wobei  X  irgend  eine  der  zu  berechnenden  statisch  nicht  bestimm- 
baren Größen  imd  L  die  virtuelle  Arbeit  der  Auflagerkräfte  für  den 
Zustand  ^Y  =  1  bedeutet. 

Daß  Gleichung  (51)  die  allgemeine  Form  der  Bedingungsglei- 
chungen (49)  darstellt,  leuchtet  ein,  sobald  der  Größe  X  der  Reihe 
nach  die  Werte  X\  X"  .  .  .  beigelegt  werden  und 

dM        ,^,     dM 

M\      ~^^,y  =  M       .     .     . 


dX'  '    dX 

dN        ,„      dX        _, 


gesetzt  wird. 
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4)  Der  auf  Biegungsfestigkeit  beanspruchte  gerade  Stab  in  Ver- 
bindung mit  einem  Facbwerke.  Sehr  häufig  hat  mau  es  mit  der  Be- 
recluuinir  eines  Körpers  zu  tun,  der  aus  einem  Fach  werke  und  aus 
einem  oder  mehreren  auf  Biegungsfestigkeit  beanspruchten,  geraden 
Stäben  besteht.  Die  allgemeine  Form  der  Bedingungsgleichungeu,  denen 
die  statisch  nicht  bestimmbaren  Größen  X  zu  genügen  iiaben,  lautet 
dann  (vergleiche  die  für  das  Fach  werk  abgeleiteten  Gleichungen  26): 

(02)       L  =  1  -^-^^d^  +  /  -Ej  •  YX  '^'  +1  ' '«  TX  ^-^ 

wobei    angenommen    wird,    daß    die  Temperaturänderung    t    für    alle 
Punkte  eines  und  desselben  Fachwerkstabes  gleich  groß  ist. 

Meistens  macht  man  die  Annahme,  daß  auch  für  alle  Punkte 
eines  und  desselben  Querschnittes,  der  durch  die  M  und  N  bean- 
spruchten Stäbe  die  Temperaturänderung  t  gleich  groß  ist  und  erhält 
dann  die  Bedingung 

L  bedeutet  die  virtuelle  Arbeit  der  Auflagerkräfte  für  den  Zu- 
stand X  =  1. 

5)  Die  im  vorstehenden  abgeleiteten  Gesetze  gelten  auch  für  den 
Fall  einer  nicht  mit  einer  Hauptachse  zusammenfallenden  Ki'aftlinie, 
vorausgesetzt,  daß  sich  (nach  Fig.  78)  t  nur  mit  v  ändert,  daß  unter 
h  die  Querschnittshöhe  rechtwinklig  zur  «^-Achse  verstanden  wird  und 
für  J  das  auf  die  ?<- Achse  bezogene  Trägheitsmoment  ./„  gesetzt  wird. 
Liegen  jedoch  die  Kraftlinien  der  verschiedenen  Querschnitte  oder  die 
z<-Achsen  nicht  in  einer  Ebene,  so  ist  es  zweckmäßiger,  die  Momente 
M„  und  3/,.  (§  13, 1,  Seite  89)  einzuführen  und  das  Integral 


I- 


auf  Grund  der  Formeln 


E 
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zu  berechnen.    Man  erhält  mit  dV=  dxclF 

r  a^cdV        C^'adxja.dF        CM^^dx  f  a.vdF 
J  ~^i^J        EF       +j  M 

/M^.dxja.iidF 
—4j, — 

und  mit  Beachtung  der  Gleichgewichtsbedingungen 

jc^dF=X,,   jc,vdF=M„,,    jc,ndF=]\U, 

die  Beziehung: 

C  OaCdV  _  r  N„N,dx        f  M^JI^.dx       f  MJl.,dx 
j       E       ~J      FF      +J        FJ„        ~T-j        ^j^ 

Für  das  Integral  /  cttdV  liefert  die  Yoraussetzung  der   allgemeinen 

Beziehung  t  =  t' -\- t"  v  -\-  t"'u 

den  "Wert 

j CttdV  =  jtt'Xdx  4-  ^tf'MJx^  \tt"'MJx. 

Hiernach  ist  es  leicht,  die  unter  2),  3),  4)  abgeleiteten  Gesetze 
für  den  allgemeineren  Fall  zu  erweitern.  Beispielsweise  geht  der  Aus- 
druck (50)  für  Ai  über  in 

,^^  ,  ,        fN'dx    ,    fMJdx    ,    fM„'dx 

(50a)  A,  =j  -2^^  +  j  -^j-  +  j  -2^^ 

-f-  jtt'Ndx  +  fef'MJx  +  (tf'M^xlx. 

6)  Anwendungen*). 

Aufgabe  1.  Wagerechter,  bei  B  eingespannter  und  bei  A  frei  auf- 
liegender Balken.  Gesucht  ist  der  durch  eine  gleichmäßige  Belastung, 
p  für  die  Längeneinheit,  hervorgerufene  Auflagerwiderstand  X  (Fig.  79). 
Temperaturänderungen  sollen  unberücksichtigt  bleiben,  desgleichen 
Yerschiebuugen  der  Angriffspunkte  der  Auf lagerkräfte ;  es  ist  also 
L  =  0  und  t  =  0. 

Da  nur  Beanspruchung  auf  Biegung  vorliegt  {X=  0),  so  muß  X 
der  Bedingung  (vgl.  Gleichung  51) 

'  M      dM 


/- 


EJ     8X''-^  =  0 

0 


*)  In  den  Aufgaben  1 — 11  wird  vorausgesetzt,  daß  überall  die  Ki-aftlinie  mit 
einer  Querschnittshauptachse  zusammenfällt. 

Müller-Breslau,  Festigkeitslehre.    4.  Aufl.  7 


genügen,  imd  bei  konsüintem  EJ  der  Bedingung 

0 


Nun  ist  M- 


Xx  —  ^^:r—  und 


2      cX 

2  -  Xl^ 


,(x,.-i'f)...= 


x  = 


3i?Z 


r,  weshalb 


>Z* 


|j|H1{!|!i::l.;,,,j-,iii!l|!|^ 


» 


^X 


1 


il/ 


Fig.  79. 
Es  ist  mithin  das  Biegungsmoment  an  der  Stelle  x 


Fig.  80. 


^pL^_p^ 


2,1 
Für  x  =  -^  folgt  max3/: 

o 


TTffiTiliiÜlli 
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jj  P  und  für  x  =  l  ergibt  sich  das  Einspannungs- 


moment  Mb- 


pP 


Die  größten  Beanspruchungen  sind 


Mbc, 


und  G, 


il/jseo 


(nach  Gleichung  41). 


-1-        j  2  -  J 

Aiifgabe  2.  Wagerecbter,  bei  J.  und  B  eingespannter  Balken  mit 
Dreiecksbelastung  (Fig.  80).  Es  sei  wie  in  Aufgabe  1  sowohl  L  als 
auch  t  =  0. 

Bedeutet  X  die  senkrechte  Auflagerkraft  und  Jf^  das  Biegungs- 
moment am  linken  Auflager,  so  ist  das  Biegungsmoment  an  der  Stelle  x: 

M  =  Xx-p^.^.-^JrM,. 

Die  beiden   statisch  nicht  bestimmbaren  Größen  X  und  M^  müssen, 
bei  konstantem  EJ,  den  Bedingungen  genügen: 
i  i 

fM-^dx  =  0  tmd  f  M  ^^  dx  =  0 

J  OX  J  ÖM-y 
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cM  cM 

und  diese  eehen,  weffen  — ^  =  a:;  und   ^r— ~  =  1,  nach  Ausführung 

der  Integrationen  über  in 


sie  liefern: 


^x-ir+'^^^^=^^ 


Nim  folgt  an  der  Stelle  x: 

'^^-  2  [lO  3     ;         15'  J- 

Fiii-  X  =  l  YoJ  folgt  max  .1/=  +  0,02144  jo/^. 
Für  a;  =  /  ist  M^  =  —  ^  • 
Das  größte  aller  Momente  ist  M^. 


Aufgabe  3  (Fig.  81).  Ein  frei  auf  drei  Stützpunkten  ruhender, 
ursprünglich  wagerechter,  kontinuierlicher  Balken  ohne  Gelenke  und 
mit  konstantem  E  und  J  sei  durch  beliebige  senkrechte  Lasten  be- 
ansprucht; außerdem  mögen  auf  die  Endquerschnitte  (1)  und  (3)  be- 
liebig große,  von  außerhalb  des  Balkens  wirkenden  Kräften  herrührende 
Biegungsmomente  M^  und  J/3  wirken.  Es  soll  das  Biegungsmoment 
3/2   für  den  über  der  Mittelstütze    gelegenen  Querschnitt   unter  der 

7* 


'  dx. 
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Voraussetzung:  berechnet  werden,  daß,  bei  festliegenden  Stützpunkten 
(1)  und  (3),  sich  der  Stützpunkt  (2)  um  5  senkt  und  der  Balken 
ungleichmäßig  erwärmt  Avird.  Die  Temperaturäuderung  sei  für  den 
untersten  Punkt  eines  Querschnittes  t^^  für  den  obersten  t^\  beide 
AVerte  seien  konstant,  und  es  sei  t^ — t^  =  ^t.  Querschnittshöhe  = /^ 
(vgl.  Fig.  77). 

Wir  benutzen  (da  X=  0  ist)  die  Bediugungsgleichung  (vgl.  Seite  95, 
Gleichung  49): 

in  welcher  M  das  wirkliche  Biegungsmoment  für  irgend  einen  Quer- 
schnitt bedeutet,  während  M'  das  demselben  Querschnitte  entsprechende 
Biegungsmoment  für  den  Fall  ist,  daß  die  Lasten  verschwinden  und 
die  statisch  nicht  bestimmbare  Größe  (hier  also  M^)  den  Wert  1  an- 
nimmt (Zustand  X  =  M^  =  1).  Die  Momentenfläche  für  diesen  Zustand 
ist  das  Dreieck  in  Fig.  82  mit  der  Höhe  1,  und  die  zugehörigen  Auf- 
lagerkräfte sind 

Gl' = -^,     63'  =  --,  beide  aufwärts  wirkend,  und 
'1  H 

Cg'  =  -I-  +  ;  =  ^  1  j  ^1  abwärts  gerichtet. 

1  2  1    2 

Senkt  sich  die  Mittelstütze  um  8,  so  ist  die  virtuelle  Arbeit  der 
dem  Zustande  X=M2  =1  entsprechenden  Auflagerkräfte: 

und  es  folgt  somit  die  Bedingung 

(T)  EJ ^:ijtk  s  =  [M'3fdx  +  eEJ^JM'dx. 

Für  einen  Querschnitt  im  Abstände  x^  <<^i  von  A  folgt:  31'  =  1 


mithin  für  den  Teil  l^A  M'dx^=\  x^dx^  = -~-  und 

JM'Mdx  =  yjx^Mdx,. 

^  0 
h 

Das  Integrsil:  I  x^Mdx^  bedeutet  das  statische  Moment  der  wirk- 
Ö 
liehen  Momentenfläche,  bezogen  auf  die  Senkrechte  durch  den  Stütz- 
punkt 1.     Diese  Momentenfläche  besteht  aus  einem  Trapeze,  das  bei 
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(1)  und  (2)  die  Höhen  J/^  und  M^  hat  und  aus  der  Momentenfläche 
ÄS^B,  welche  dem  bei  (1)  und  (2)  frei  aufliegenden  Einzelbalken  l^ 
entsprechen  würde,  Fig.  83.  Wir  nennen  ÄS^B  die  einfache  Momenten- 
fläche für  den  Teü  l^,  bezeichnen  ihr  statisches  Moment  in  bezug  auf 
die  links  von  ihr  gelegene  Auflagersenkrechte  mit  S^  und  erhalten, 
indem  wir  das  Trapez  über  AB  in  zwei  Dreiecke  zerlegt  denken, 
h 


h 


Si  +  M, 


h 


1/  i 


2L 


so  daß  sich  für  den  Teil  /^   ergibt: 


i 


M'2Idx  = 


Si 


(.¥,/,+ 2  Jf,ZJ; 


ebenso  ergibt  sich  für  den  Teil  /g^ 

M'dx  =  ^  und  j M'Mdx  =  ^Jr^(^%h  + 2 M,l,l 


I' 


wobei  Sfig  d^^  statische  Moment  der  zu  dem  Teile  l^  gehörigen  ein- 
fachen Momentenfläche  BS^C^  bezogen  auf  die  rechts  von  ihr  gelegene 
Auflagersenkrechte,  bedeutet. 

Die  Gleichung  (I)  geht  jetzt,  nach  Multiplikation  mit  6  über  in 


/    4-  /  9 

4  '2  '  1 

-\-3&EJ 


'2 


M: 


sie  ermöglicht  die  Berechnung  von  i/g. 

Die  am  häufigsten  vorkommenden  Belastungen  sind :  Beanspruchung 
durch     Einzellasten     und 
durch    eine    gleichmäßige 
Belastung. 

Liegt  auf  einem  ein- 
fachen Balken  eine  Einzel- 
last P  in  den  Abständen  a 
und  b  von  den  Stützpunkten 
(Fig.  84),  so  ist  die  Mo- 
mentenfläche ^i?6'ein  Drei- 
eck, dessen  Höhe  =  --^, 

und  dessen  statisches  Mo- 
ment, bezogen  auf  die 
links  gelegene  Auflagersenkrechte, 


(HI) 


S  =  Pa. 


l        „     a 


Pa(l^  —  a^) 
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{IV) 


^ 


ist.    In  bezug  auf  die  rechtsseitige  Auflagersenkrechte  ergibt  sich  das 
statische  Moment 

Pb(P--b^) 

~      6 

Liegt  zwischen  den  Grenzen 
^  =  s^  und  ^  =  «2  ^iJiö  gleich- 
mäßige Last  jJ  für  die  Längenein- 
heit (Fig.  85),  so  entspricht  dem 
Lastteilchenj;-i/^  nach  Gleichung 
(DI)  der  Wert 


W   '        '>      ^ 

*-^-^       Ifu/i 

^ -s- 

j 

j 

CO 


Fig.  85. 

«2 

2  =  [d2 


d2  = 
und  es  folert 


6 


p(sl-sl)  (21' 


24 


Ist  der  ganze  Balken  AB  mit  g  für  die  Längeneinheit  belastet, 
so  ergibt  sich  aus  (Y)  (mit  p=y,  s^  =  l  und  Sy^  =  0) 


(VI) 


s  = 


24 


Wenn  also,  wie  in  Fig.  81  angenommen  wurde,  auf  den  kon- 
tinuierlichen Balken  gleichzeitig  Einzellasten  Pund  gleichmäßige  Lasten 
5'n  921  Pii  2h  wirken,  so  geht  mit  den  aus  der  Fig.  81  ersichtlichen 
Bezeichnungen  die  Gleichung  (II)  über  in 


(Yn)      M,I, 

4 


2M,{I,  -f  J,)  +  31,1,  +  3^-/[~  -  2  ^^y  (/,  +  l,) 


I  .9iM    I  yr^ 

L  "^    4   "^    4 


p,{s\-s\){2l\ 


U, 


P2irl-rl)i2ll-rl-r\) 


4L 


0, 


in  welcher  sich  die  Summen  2  und  2  über    die    auf    den    Teilen  /^ 

1  2 

oder  Zg  ruhenden  Lasten  P  erstrecken. 

Die  Gleichungen  (11)  und  (VII)  ermöglichen  die  Berechnung  der 
Stützenmomente  von  kontinuierliclieii  Trägern,  welche  frei  auf  beliebig 
vielen,  sich  nm  vorgeschriebene  Strecken  senkenden  Stützen  liegen 
(Fig.  86).  Bedeuten  für  einen  solchen  Träger  J/^,  M,,  M,  irgend  drei 
aufeinanderfolgende  Stützenmomente  und  8  die  Strecke,  um  welche 
sich  der  Stützpunkt  2  unter  die  Verbindungsgerade  der  beiden  be- 
nachbarten Stützpunkte  1  und  3  verschiebt,  so   besteht  zwischen  den 
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Momenten  ilfj,  31^^  M^  die  dui'ch  die  Gleichung  (II)  oder  Gleichung  (VII) 
dargestellte  Beziehung.  Bei  n  Stützen  lassen  sich  n  —  2  solcher  Be- 
ziehungen angeben,  und  diese  genügen  zur  Berechnung  aller  Momente  Jf, 
da  die  Momente  Mj,  und  Ms  über  den  Endstützen  bekannt  sind.  Setzen 
wir  im  allgemeinen  überragende  Trägerenden  voraus  und  bezeichnen 


mit  Qf  und  Q"  die  Mittelkräfte  aus  den  auf  die  überragenden  Träger- 
stücke wirkenden  Lasten,  so  erhalten  wir 


if4  =  —  Q'e   und  M^ 


Q"e". 


"Werden  die  Yerschiebungen  der  Stützpunkte  (1,  2,  3)  aus  einer 
gegebenen  Anfangslage  A^B^  des  Balkens  mit  Cj,  Cg,  Cg  bezeichnet,  so  ist 


k 


und  es  ergibt  sich 

(ym) 


'      'h^h      'h  +  u: 


hh 


+ 


Fig.  87. 


Aufgabe  4.  Es  sollen  die  bei  Lösung  der  Aufgabe  3  abgeleiteten  allgemeinen 
Gleichungen  zur  Berechnung  der  Stützenmomente  des  in  Fig.  87  dargestellten  gleich- 
mäßig belasteten,  kontinuierlichen  Trägers,  dessen  Mittelstützen  sich  um  c,  und  c^ 
gesenkt  haben,  benutzt  werden. 
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Zwischen  den  Stützemnomenten  .Vj,  M,  und  J/3  besteht  (nach  Gleichung  (VII)) 
mit  Beachtung  von  Gleichung  (VUl)  die  Beziehung: 

olgt 

1/, (/,  +  y  +  .v,/,  +  iE.nAni,  +  ',) _ ^EjlSiS^,_^  '>-o.-\ 


und  ebenso  folgt 

MJ: 


und  in  diese  Gleichungen  ist  zu  setzen: 

J/i  =  0,     .1/4  =  0,     e,  =  0,     c^  =  0. 
Die  Auflösung  der  beiden  Gleichungen  nach  M„  und  M3  ergibt  z.  B.  für  den 
FalW,  =  /2  =  /,  =  /: 

1)  den  Einfluß  der  Lasten  g^,  g^^  g^: 

2)  den  Einfluß  der  Stützenverschiebungen  c^,  c^: 

ß      P  T 

3)  den  Einfluß  der  Temperaturänderung: 

M,  =  M,  =  --^-^M. 

Die  im  Querschnitte  über  der  Stütze  2  durch  die  unter  2  und  3  angeführten 
Einflüsse  erzeugten  Spannungen  a^  und  a^  sind  nach  Gleichung  (41)  (vgl.  auch  Fig.  77) : 


f[^^^^— 4]- 


und 


''-  J  5 


Aufgabe  5.  Es  soll  das  Einspannungsmoment  3/^  für  einen  ur- 
sprünglich wagerechten  Balken  berechnet  werden,  auf  Avelchen  Einzel- 
lasten P  wirken,  und  der,  bei  gleich  hoch  gelegenen  Stützpunkten  1 
und  2  am  linken  Ende  unter  einem  gegebenen  Winkel  r  eingespannt 
wird,  während  er  am  rechten  Ende  frei  aufliegt.  Es  soll,  wie  in 
den  Aufgaben  3  und  4,  eine  ungleichmäßige  Erwärmung  berücksichtigt 
werden.     Fig.  88. 

Wir  betrachten  den  Balken  als  frei  auf  3  Stützen  0,  1,  2  ruhend. 
Die  Endstütze  0  liegt  unendlich  nahe  der  Stütze  1  und  ist  um  Z^t 
angehoben. 
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Gleichung  (VII)  in  Aufgabe  3  liefert  dann  die  Beziehung: 


in  welcher  8  die  Verschiebung  des  Punktes  1  gegen  die   Gerade  0  2 
bedeutet.     Es  ist 


Fig.  88. 
und  es  ergibt  sich,  da  1^  =  ^^    Mq  =0  und  J/g  =0  ist,  der  "Wert 
-j—j-=  2  —  und  die  Gleichung: 


mithin  ist  das  gesuchte  Einspannungsmoment 
^Ph{P  —  b^)    ,    3    EJ 


b') 


=  0; 


M, 


^[--4]- 


2^2  I    2 

Die  Lösung  dieser  Aufgabe  lehrt  auch,  in  welcher  Weise  die 
Gleichungen  (II)  und  (TU)  in  Aufgabe  3  auf  die  Berechnung  der 
Stützenmomente  eines  kontinuierlichen  Balkens  angewendet  werden 
können,  dessen  Enden  unter  bestimmten  "Winkeln  eingespannt  sind. 

Aufgabe  6.  Ein  bei  A  und  C  frei  aufliegender,  durch  2  Zug- 
stangen und  eine  Strebe  verstärkter  Träger,  Fig.  89,  sei  durch  senk- 
rechte Lasten  beansprucht.  Die  Spannkräfte  S^^  S^  in  den  gelenkartig 
befestigten  Fachwerkstäben  sind,  wenn  X  die  wagerechte  Seitenkraft 
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von   Si  bedeutet:    Si  =  Xseca  und   S^  =  —  2^Ytga,   und  für  den 
Balkenquerschnitt  G  bei  x  ergibt  sich  die  Längskraft 

K=  —  «Sj  cos  a  =  —  X 
und  das  Biegungsmoment 

31  =  Mq  —  S^  y  cos  OL  =  Mq  —  Xy^ 

wobei  Mq  das  Biegungsmoment  für  einen  bei  A  und  C  frei  aufliegenden, 
nicht  vei-stärkten  Balken  A  C  bedeutet  (Fig.  90).    Die  Momentenfläche 


Fig.  89.    A 


Fig.  90.    A 


Fig.  91.    A  W — a- 


Fig. 


92.  ^jiiiM 


ALCim  diesen  einfachen  Balken  ^  6' möge  die  einfache  Momenten- 
fläche heißen*). 

Die  Größe  X  ist  statisch  nicht  bestimmbar,  sie  muß,  wenn 
Temperaturänderungen  unberücksichtigt  bleiben  sollen,  der  Bedingung 
genügen : 

M     dM 

EJ '  dX  ^'^   '  J  EF'  dX  """^   '   "  EF    dX 


^  f  M     d3I  j     .   f  N     dN  j     .^  Ss     dS       . 


*)  Infolge  der  gleichmäßigen  Belastung  g  sind  die  Begrenzungslinien  der  Mo- 
mentenfläche schwach  gekrümmte  Linien,  nicht  gerade  Linien,  wie  in  Fig.  90  der 
Einfachheit  wegen  gezeichnet. 


—     107     — 

Bedeuten  nun 
E^  J  und  F  den  Elastizitätsmodul,   das  Ti'ägheitsmoment  und  den 

Inhalt  für  sämtliche  Querschnitte  des  Balkens  J.C, 
E^  und  F^   die  entsprechenden  Werte  für  die  Stäbe  AD  und  CD, 
E^  und  F^    ,,  „  „        „     den  Stab  BD, 

SO  folgt  für  die  Fachwerkstäbe,  wegen  —^  =  sec  a  und  — ^=  — 2  tg  a: 
^EF"dX-^Ej\''''''-E^,^^^'' 


_       /2^sec3a        4Ztg3a\ 

~    V  E,F,  +  ^^^^  ; 

und  für  den  Balken  ABC,  wegen— -^r^^ — y  und  ==- 

2J  21  21 

0  0  0 

21 

X  r  .. ,    ,  2X1 


+4r[y"d^-\ 


EJJ  -^  ^-^   '     EF 


und  es  geht,  mit    y^dx  =  2    l-j-)  dx=2  ^-  die  Gleichung  (I)  über 


0 

21 


1     r__      ,      ,    2XhH    .    2X1    .    ^/2Zsec3a    ,   ^li^^a.\      , 


EJ 

0 

sie  liefert  den  Wert:  21 

3J3I,yd, 


X 


2ii.hH 


wo       ^=l  +  3^(l+-J^sec3a  +  2-|-^tg3a) 

eine  von  den  Querschnittsabmessungen  abhängige  Zahl  ist. 

Die  einfache  Momentenfläche  J.LC  in  Fig.  90  wird  durch  die 
l^Iittel- Senkrechte  in  zwei  Teile  zerlegt,  deren  Inhalte  gleich  F'  und 
F"  und  deren  Schwerpunktsabstände  von  den  benachbarten  Auflager- 
Senkrechten  gleich  e  und  e"  sein  mögen,  und  es  folgt  nun  für  das 
Balkenstück  AB: 

i  i 

/  3/q  ydx  =  —     Mq  xdx  =  —  •  F'e' 
0  6 
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und  für  den  ganzen  Balken  A  C: 

21 

0 

mithin  ergibt  sich 

Zwei  in  bezug  auf  die  Mittel-Senkrechte  gleich  gelegenen  Einzellasten 
P  entspricht  z.  B,  als  einfache  Monientenf lache  ein  Trapez  von  der 
Höhe  Pa  (Fig.  91),  und  für  dieses  ist 

F'e=Fe   =  Pa-L -^  -  Pa~  ~  =  ~-^ ^, 

weshalb  die  beiden  Lasten  P  hervorrufen: 
_  Pa{U^  —  a^) 

2lKhP 

Da  beide  Lasten  zu  X  denselben  Beitrag  liefern,  so  entsteht  bei 
Aufbringen  nur  einer  Last: 

Pa{3P  —  a^) 

Eine  gleichförmige  Belastung  g  für  die  Längeneinheit  (Fig.  92) 
darf  als  aus  unendlich  kleinen  Einzellasten  gda  bestehend  aufgefaßt 
werden ;  sie  erzeugt,  wenn  sie  auf  der  ganzen  Länge  des  Trägers  wirkt, 


1         .•./•,./o,2        ..........  _^Sl' 


A_.2J„(3F-.0,.„  =  -gi^. 


Wird  also  der  Träger  gleichzeitig  durch  eine  gleichmäßige  Last  und 
eine  Schar  von  Einzellasten  beansprucht,  Fig.  86,  so  entsteht 
_  off/^  +  22Pa  (SP  —  a^) 

^ach  Berechnung  von  X  lassen  sich  die  Beanspruchungen  c  in 
allen  Teilen  des  Trägers  leicht  an- 
geben. 

Die  abgeleiteten  Formebi  gelten 
natürlich  auch  für  das  durch  Um- 
kehrung   des    verspannten    Balkens 
entstandene     einfache     Hängewerk, 
rig.  9.3.  Fig.  93.     Nur  sind  die  Yorzeichen 

der  Spannkräfte  S  umzukehren. 
Liegt  ein  einfaches  Sprengewerk  vor,  Fig.  94,  so  verlängere  man 
die   ^ßttellinien  der  Sti-eben  bis  zu  ihren  Schnittpunkten  A'  und  C 
mit  den  Lotrechten  durch  A  und  C,    bezeichne  die  auf  die  Gerade 
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Ä' C  bezogene  Pfeilhöhe  des  Sprengewerks  mit  h  und  zerlege  den 
Strebendruck  S^  im  Punkte  Ä'  in  den  Horizontalschub  X  und  die 
lotrechte  Seitenkraft  A„.  Ist  dann  A„  der  Stützen^Yiderstand  am 
Balkenende  A^  so  ergibt  sich  der  Einfluß  einer  Last  P  auf  die 
Summe  A„  -\-  A„  aus  der  Momentengleichung  für  C 

{A„-^A„)2l  —  Pb  =  0 
Pb 


A„-^A^  = 


2V 


so  daß  also  A„-\-  A„  gleich  dem  Auflagerwiderstande  ^  eines  Balkens 
A  C  ist,  der  nur  bei  A  und  C  aufliegt.  Fühii;  man  nun  an  der  Stelle 
X  einen  lotrechten  Schnitt  und 

zerlegt  man  an   der  Schnitt-  '^^■-*^ -b--- >- 

stelle  die  Strebenkraft  S^  nach 
wagerechter  und  lotrechter 
Eichtung,  so  ist  die  wage- 
rechte Seitenkraft  =  X  und 
das  Angriffsmoment  für  den 
Balkenquerschnitt  ®  wird  (da 
^o,  A„  zusammen  gleich  A 
sind) 

J/=  ^^0  —  ^y'''%  Fig.  94. 

wo  Mq  das  Moment  für  den 

nur  bei  A  und  C  gestützten  Balken  ist.  Die  ganze  Betrachtung  lehrt, 
daß  die  vorhin  für  X  abgeleiteten  Formeln  gültig  bleiben,  nur  hat 
jetzt  (X  eine  andere  Bedeutung;  denn  es  fehlt  die  Hängestange,  und 
außerdem  wird  der  Balken  nur  auf  Biegung  beansprucht.    Man  findet 


E     J 
E,  FJi 


sec"^  a 


Aufgabe  7.  Für  den  in  Fig.  95  dargestellten  Balken  mit  zwei 
von  Zugstangen  getragenen  Mittelstützen  wählen  wir  die  Spannkraft 
S^  in  der  mittelsten  Zugstange  zur  statisch  nicht  bestimmbaren  Größe 
X  und  erhalten 

4^1  =  -X  sec  a,     Äg  =  —  X  ig  a, 
ferner  für  den  Balken  die  Längskraft 

X'=  — JY 
und  (an  der  Stelle  x)  das  Biegungsmoment 

M=  J/q  —  Xy  (vgl.  Aufgabe  6), 

*)  Diese  Gleichung  folgt  auch  daraus,  daß  der  Einfluß  von  Ao  sich  auf  die 
Form  bringen  läßt :  J.oX  =  ( J.  —  J.„)  x  =  Ax  —  X\%a.-  x=iAx  —  Xy. 

**)  Der  Faktor  l^  :  l  ist  erforderlich,  weil  die  Länge  der  Strebe  s^  =  JL'5  •  -j^  ist 
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wo  Mq  das  ADgriffsinoment  für  den  nur  in  A  und  B  gestützten  Balken 
bedeutet     Ist  .r  >> /j  aber  <il-\-li,  so  wird  y  =  Ji,  wir  wollen  aber 

o  "I  r 

die  allgemeine  Bezeichnung  //  beibehalten  und  —^  =  —  y  setzen. 


-Ä— >- 


ö ». 


Fig.  95. 


Fig.  96. 


]   I  ,  t  I 


Fig.  97.  j>^ 


Fig.  98. 


Fig.  99. 


Beziehen  sich  nun  die  Werte 
E,  J,  F  auf  den  Balken, 
El,  jPj  auf  die  durch  S^  gespannte  Zugstange, 


-El  5    -^2       V 


„      /Sg  gedrückte  Stütze, 


(E,  =  E,\ 
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so  ist  in  die  auch  für  den  vorliegenden  Fall  gültige  Gleichung  (I), 
Seite  106,  einzusetzen : 


also: 


^^-^seca,  ^^  =  1, 

dS, 
cX 

-tga, 

Ss    dS        _    S^s^              , 

S,l 
E,F, 

-Ä*" 

\2l,  sec^a 
~      L     E,F, 

1        l 

2Z,tg»a] 

'   E,F, 

'       E,F,   V 

ferner 

/-^  Ix  ^^'  +/w  Ix  ^^'  =  -  ^/^^o  ydx 

wobei  die  Integrale  über  den  ganzen  Balken  auszudehnen  sind. 

Nun  ist  ~    y^dx=  \{ijdx)'-~  das   statische  Moment  des  von 

der  Balkenachse  AB  und  den  Zugstangenachsen  begrenzten  Trapezes 
in  bezug  auf  AB,  also 

1    f  l^h     h     .    j,      h     .    Lh       h  , 

—lyMx^^.^  +  lh.-^  +  ^.^    und 

Mithin  geht  die  Gleichung  (I),  Seite  106,  über  in 

r2/,sec3a  l  2Z,tg3a-|_ 

sie  liefert  für  X  den  Wert 


X 


tJLÄ2(2Zi+3Z)' 


^ +  ^  i^Ä2  2/i  + 3/^^2(2/,  + 3/)  V^'ii^i 
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Da  mm  den  Balkenteilen  /j,  /,  1^  der  Keilie  nach  //  =  —  x,  y  =  h, 

h  ^ 

y  =  —  x  entspricht,  so  findet  man  (vgl.  Seite  108)  leicht  die  Beziehung 

JM,ydx  =  A  iF'e  +  F"'e"]  +  hF'\ 

wo  F\  F"^  F'"  die  Inhalte  der  zu  den  Balkenteilen  /^,  /,  /j  gehörigen 
Teile  der  einfachen  Momentenfläche  sind,  ferner  e  und  e"  die  Schwer- 
punktabstände der  Flächen  F\  F'"  von  den  Lotrechten  durch  A  und 
jB,  Fig.  96. 

Zwei  in  bezug  auf  die  Mittelsenkrechten  gleich  gelegenen  Lasten 
P  entspricht  als  einfache  3Iomentenfläche  ein  Trapez  von  der  Höhe  Pa, 
und  man  erhält  für  a  <<  /^   (Fig.  97) : 

re'  =  F"e"  =  PC, .  /.  I  -  Pa  •  f  •  |-  =  ^z-J^ 


F"^Pal,  also 


/ 


und  für  «  >  /^   und  <  (l,  -f  /)  (Fig.  98): 

F'e  =  F"'e"  =  PI,  -Jj-  •  -'-,  F"  =  Pal  —  P{a  —  l,y 


ß 


9  PPh 

M,ydx  =  ^^  -f  Ph[al  —  {a  —  I,)']. 


Da  zwei  symmetrisch  liegende  Lasten  zu  X  denselben    Beitrag 
liefern,  so  entsteht  bei  Aufbringen  nur  einer  Last: 
für  a  <C  li 

2{j.A/,(2/, +  3/)' 
für  a  >  /j 

,._      l',-i-SaI  —  3(a  —  l,y 
^    —  2iLh{2l,-}-3l) 

Behufs  Ermittlung  des  Einflusses  einer  gleichförmigen  Belastung  y 
setzen  wir  (mit  /o  =  2/i  -f /)  für  den  Teil  Z^: 

'^^'-     2  2 

und  für  den  Teil  /  (indem  wir  die  Abszisse  ^  =  ^  —  x  einführen,  Fig.  99) 

^^'  ~  8  ~    2  ' 
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weshalb 


i/j/.,..=2/-e-|2-^-i!)^..+2/(f-f).i 


9 


und  schließlich 


.Y 


12 


4[j./?(2Zi  +  3/) 

Die  für  ^Y  abgeleiteten  Formeln  gelten  auch  für  den  Druck  im 
Spannriegel  ■  eines  doppelten 
Hängewerks,  Fig.  100,  und 
für  den  Horizontalschub  eines 
doppelten  Sprengewerks,  Fig. 
101.  Für  letzteres  ist  (unter 
der  Annahme,  daß  der  Druck 
X  lediglich  vom  Spannriegel 
aufgenommen  wird): 

3 


[Jr^ 

1 — ^~" — r\ 

iL 

T 

i  1  i 

=  1 


Fig.  100. 
Jl\  E 


(2^sec3a  +  ^j^ 


Für  das  doppelte  Sprengewerk  erhält  man  ferner,  genau  wie  auf 
Seite  109  für  das  einfache  Sprengewerk: 


^4-Ä 


2PÖ 


B.,= 


2Pff 

^0 


J„  =  A'tga  =  5„. 


r:7::MK 


Fig.  101. 

Das  Angriffsmoment  für  den  Balkenquerschnitt  an  der  Stelle  x 
wird  M=  3/o  —  Xy.     Für  den  TeU  l  ist  ij  =  h. 

Müller -Breslau,  Festigkeitslehre.    4.  Aufl.  8 
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Aufgabe  8.  Der  in  Fig.  102  dargestellte,  oben  durch  ein  Halsband 
und  unten  durch  einen  Zapfen  gestützte  Gießcreikrahn  ist  einfach  statisch 
unbestimmt;  seine  Beanspruchung  läßt  sich  feststellen,  sobald  eine  der 

beiden  Streben-Spannlo-äfte  D^ 
oder  I>2  bekannt  ist*).  Wird 
D^  als  statisch  nicht  bestimm- 
bare Größe  angesehen,  so  muß 
der  Bedingung 


CM     gJf 


dx 


e.Y 


dx  =  {i 


genügt  werden.     Mit   der  er- 
laubten Vernachlässigung   der 

Wirkung  der  Längskräfte, 
welche,  verglichen  mit  dem  Ein- 
flüsse der  Momente,  gering  ist, 
entsteht: 
.^     f  M     dM  j        . 

Zunächst  sei  eine  Beziehung   zwischen   D^    und  Dg    aufgestellt. 
Auf  den  wagerechten  Krahnbalken  wirken  die  Querkräfte  P,  D^  sin  a^ 


Fig.  102. 


n^  +  ^2  +  ^3)  +  A  sin  a,{I,  +  l,)  +  D,  sin  ol,  l,  =  0, 


mithin 

(n) 


D^  sin  a2  =  —  D^  sin  a^ 


h-^h  +  h 


und  ebenso  ergibt  sich  für  die  an  der  Krahnsäule  angreifenden  Quer- 
kräfte: 

Hh  -f  D2  cos  0L^{l-^  -f  /g)  +  TJ^  cos  ttj  /g  =  0 
und  hieraus 

(m)  I>2  cos  a2  =  —  A  cos  ai  j—j—, H-     *.       , 

wo 

jj  _.  p  '1  ~r  4  ~r  ^3  , 
h 

Wir  bezeichnen  mit  J  und  J»  beziehungsweise  die  Trägheitsmomente 
der  Querschnitte  von  Balken  und  Säule,  mit  E  und  Eq  die  zugehörigen 


*)  Es  ist  dies  nur  dann  streng  richtig,  wenn  alle  Krahnteile  durch  reibungslose 
Gelenke  miteinander  befestigt  werden,  was  oben  vorausgesetzt  wird. 
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Elastizitätsziffern  und   erhalten  für  die  Teile   Z^,  l^^  /g,  /4,  1^  und   /g 
folgende  Momente  und  Werte  \  -^ftj -^rrr  ^^ ^ '• 

Teil  /,:  Jf=P.r„  11^  =  0; 

dM 
Teil  I^:  M=  P{Jy  -f  .rj  -|-  D,  sin  a.^x^\  — y-  =  Xg  sin  a^ 

['m     dM  ^  /^sinaifP,^,     ,    o/ ^    ,    d  /     •        1 

0  ^ 

Teil  /g :  J/  =  P(Ii  +  ^2  +  -^'s)  +  A  sin  «i  (^2  +  ^3)  ~h  A  sin  »g  •  x^^ 
oder,  wenn  Pg  mittels  Gleichung  (II)  ausgedrückt  wird, 

M  =  [PiU  +  h)  +  D,I,  sin  aj  -^^^;  ||^  =  |  (^3  -  x«)  sin  a,; 

C  M     dM  ^  /o/g  sin  a,  r„  ,,     ,    ,  ^    ,    7^  ,     •        -, 

0  ^ 

Teil  U:  M=Hx^,  lw=^'^ 

Teil  ^5:  M=  H{U  +  a-s)  +  A  cos  a^rs 
und,  wenn  D.-^  mittels  Gleichung  (III)  ausgedrückt  wird, 

r  if     ?iV/  ,  /fi/?cosa,        Tt^  ,   ,  ^///     .    o,a1 

i  -^7  •  BÄ  ^"^  ^  3(/;+/J-^o.7o  P^  ^^  ^^  '''  ^^-^  ''^''  +  '^^^J ' 
Teil  J,:  M  =  H{J,  +  /.  +  ^-J  +  P,  cos  a^  {J,  +  a-«)  +  i),  cos  a, r, 
und,  mit  Beachtung  von  Gleichung  (III), 

if  =  (///,  -  A  '.  cos  aj  .^^;    U  =  -  ijj:=(^  cos  a. ; 


CM      dM    ,  IJl  cos  a,         .^  ,  „.,  -, 

Setzt  man  nun,  nach  Gleichung  (I),  die  Summe  aller  berechneten 
i 

Integrale :    -yrr  ^rrr  ^^-'^  gleich  Null  und  multipliziert  man  mit  3  EJ, 
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so  erhält  man  die  Gleichung: 

0  =  n  sin  a,  [^  (3/,  +  2/,)  +  DJ,  sin  a,]  +  /,/,  sin  a,  [P{l,  +  I,) 

r      T>    ,       •  11       Lll  COS  OL,      EJ   r^    ,    ,  ^^  /     //       1    O/   \1 

+  i;_,^  „„„,]  + _^__|.  __  |_75,,^,^  cos  a,  -  ^ /.(/, +3/,)  J 


+ 


{k  +  UY  K'h 


[/Ji/^cosai— iJ/J  =  0, 


und  hieraus  folgt,  mit  sin  a^  =  cos  «j  tg  a^  =  cos  aj  .^^llT  ' 

'2  +  ^3 


A=- 


^   P[/,/,+2  (/,  +  /,)  (/,  +  /3)]^ 


^4/5 


H-r^^^[U  +  2U 


EJ 


fs+k 


II  sin  a^  -f 


/5^^6 


EJ 


Xun  kann  man  nach  Gleichung  (11)  oder  (III)  die  Strebenkraft  D^ 
finden  und  sämtliche  Biegungsmomente  berechnen. 


Fig.  103.  f 


Fi-.  104. 


Fi?.  105. 


Fig.  106. 


Aufgabe  9.  Das  in  Fig.  103  dargestellte  Krahngerüst  ist  bei  D 
und  C  fest,  aber  gelenkartig  gelagert.  Bei  A  und  B  sind  starre  Eck- 
verbindungen gedacht.  Bedeutet  R  die  Mittelkraft  aus  den  auf  den 
Balken  AB  wirkenden,  senkrecht  angenommenen  Lasten,   so  sind  die 
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senkrechten  Auflagerkräfte  bei  I)  und  C  gleich  '  und  —  .  Die  wage- 
rechten Auflagerkräfte  X  sind  gleich  groß  und  statisch  nicht  be- 
stimmbar. 

Bleiben  Yerschiebungen  der  Angriffspunkte  der  Auflagerkräfte  und 
Temperaturänderungen  unberücksichtigt,  so  muß  X  der  Bedingung 
genügen : 

CM     d3I    .     .    fX     dX  ,         . 
m'Jx'^''^jEF'Jx'^''  =  ^- 
Bedeuten  J^  und  Ej^  das  Trägheitsmoment  und   den  Elastizitäts- 
modul für  aUe  Querschnitte  der  Stäbe  AD  und  CB, 
J  und  E  die  entsprechenden  Werte  für  den  Stab  AB^ 
i^  den  konstanten  Querschnitt  des  Stabes  AB^ 
so  folgt  für  den  Stab  AD: 

f  M       oM  _  Jüi[^     f  X       dX         __ 

J  E,J,  '  dX     ""^  ~  3E,J,  ■'  J  E,E, '  dX  "^""^  ~  ^• 

Dieselben  "Werte  der  gesuchten  Integrale  ergeben  sich  für  CB. 
Dem  Stabe  AB  entspricht 


(I) 


<n)  /w-l 


dX 
A  =  -  X,  ^^  =  _  1, 

dX_      _  XI 
X  EF 

0 


Das  Biegungsmoment  für  irgend  einen  Quei-schnitt  G  des  Stabes 
AB  ist 

Jf=  J/o  — A7?, 

unter  J/^  das  Biegungsmoment  für  einen  einfachen,  bei  A  und  B  frei 

'üM 
aufhegenden  Balken  verstanden   (Fi ff.  104),   und   es  folgt  somit    ^  „ 

'  ■  oX 

=  —  h  und 

0  0 

Setzt  man  die  Summe  der  mit  (I),  (II),  (III)  bezeichneten  Integi'ale 
(von  denen  das  erste  zweimal  zu  nehmen  ist)  gleich  Xull,  so  erhält 
man  die  Gleichung: 


^Xfe3_   ,    XI       XhH h 

3E,Jj^  ~^ EF~^   EJ        EJ 


JM^dx  =  0. 

0 
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und  aus  dieser  folgt: 


/^ 


(IV)  A-  = 


,,,.,    2   J   E   h     .      J 


[^  + 


t/i/. 


Hierin  bedeutet  lALdx  den  Inhalt  der  dem  einfachen  Balken  AB 


0 

(Fig.  104)  entsprechenden  Momentenfläche  ALB.   Wirkt  z.  B.  auf  AB 
nur  die  Einzelkraft  P,  Fig.  105,  so  ist  die  Moraentenfläche  ALB  ein 

Dreieck  von   der  Höhe  — - —  und  dem  Inhalte 


(V)  fj/o 


Pab 

0 

Einer  gleichmäßigen  Belastung  der  Längeneinheit  von  AB  mit  g 

entspricht  eine  Parabelfläche  ALB  von  der  Höhe  ^5—,  Fig.  106,  und 

o 

dem  Inhalte 

0 
Bei  gleichzeitigem  Auftreten  einer  gleichmäßigen  Last  und  einer 
Schar  von  Einzellasten  entsteht: 

^^'^4^+T^^T  +  wJ 

Nachdem  Jl  gefunden  ist,  lassen  sich  die  Spannungen  c  in  allen 
Teilen  des  Gerüstes  leicht  berechnen. 

Aufgabe  10.  Fig.  107  stellt  die  Endversteifung  einer  Balken- 
brücke mit  einer  oben  liegenden  und  einer  unten  liegenden  Fahrbahn 
dar.  Der  untere  Endquerträger  fehlt;  der  obere  sei  bei  A  und  B 
gelenkartig  aufgelagert  und  durch  lotrechte  Lasten  beansprucht,  er  übe 
auf  die  Endständer  die  Drücke  A  und  B  aus;  vgl.  die  Figuren  108,  109, 
110,  in  denen  die  am  Querträger  und  an  den  Ständern  angreifenden 
Kräfte  angegeben  sind;  jN^  bedeutet  die  im  Querträger  auftretende 
Längskraft.  A  und  B  werden  nach  den  bekannten  Regeln  für  den 
einfachen  Balken  berechnet.     Man  erhält 

.       2P6  „       2Pr/ 
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Liegt  P  links  von  A,  so  wird  a  negativ,  liegt  es  rechts  von  ß,    so 
wird  b  negativ. 

B" bedeutet  den  in  Ä  angreifenden,  gegebenen  Winddruck;  ^Y  und 
H  —  X  sind  die  bei  B'  und  Ä'  hervorgerufenen  wagerechten  Stützen- 


ff'^ 


d-::::EZI 


lllillifcMlJy' 


Fig.  107. 


Fio-    111. 


Fig.  112. 


Fig.  113. 


widerstände.   Die  lotrechten  Stützeudrücke  bei  Ä'  und  B'  sind  Ä  =  Ä 

—  ijA  und  B'=B-\-H^' 

Damit  der  Ständer  ÄÄ'  im  Gleichgewicht  bleibt,  muß 
{H-{-N)h,==(X  —  H)h, 
sein,  und  hieraus  folgt: 


120 


Ebenso  muß  sein 


Uh,  +  A7^  =  0,  also 


r=  —  x 


.  h 


Ferner  ergibt  sich  für  die  Diagonale 

Dsin  9  =  H~, 

so  daß  also  D  unabhängig  von  X  ist.    Das  gleiche  gilt  von  den  Längs- 
kräften der  Ständer. 


JV 


i 


'Jr-icL-.   Fig.  108. 


J[r    >f 


Fis.  110. 


Das  Biegungsmoment  für  einen  zwischen  A  und  B  gelegenen 
Querschnitt  des  Querträgers  ist,  wenn  d  den  Abstand  des  Wind- 
verbandes von  der  Achse  des  Querträgers  bedeutet, 


M. 


ir    I    -v-7       ir        TT  hd     ,    „  h^d 
M,^Xd  =  M,  —  H-~^-^X-^, 


wo  Mq  das  Moment  für  einen  bei  Ä  und  B  frei  aufliegenden,  nur  von 
den  lotrechten  Kräften  A,  B^  P  beanspruchten  Balken  AB  ist.  Die 
Momente  für  die  Querschnitte  der  ausgekragten  Teile  des  Querträgers 
sind  unabhängig  von  X 
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Für  die  Ständer  ergeben  sich  auf  Grund  der  Momentenflächen  I 
und  II  die  folgenden  Biegungsmomente.     Es  ist  an  der  Stelle  x 

des  linken  Teiles  h,  .  .  .  M={X  —  H)h,  -^ 

,      //,  .  .  .  3I^(X  —  H)x 

.,    rechten      ,.       h.  .  .  .  M=Xh^  ^— 

.,       h,  .  .  .  J/=Xr. 
Die  Elastizitätsgleichung 

N    dX 


EF  -dX^^ 


CM    ^M  .     .    f 

lautet  hiernach: 

i,/U-<H-.TM)(M),. 

0  111 

Q  1  II  1      Q  11 

N  7.1 

Die  beiden  ersten  Integrale  beziehen  sich  auf  den  Querträger,  die 
folgenden  der  Eeihe  nach  auf  den  linken  Ständerteil  h^,  den  linken 
Teil  ^25  den  rechten  Teil  h^^  den  rechten  Teil  /?2,  den  Stab  U. 

Nach  Ausführung  der  Integrationen  findet  man: 

1|       \cl  l\^  ^     ,    ^VJhhJ   ,    Jhl^     ,    m    ,    iL^hiPl-W 

^~   h{    y^  "^  f)'^     SJ,     "^    3J  ^  F,    hi    ' 
Das  Integral /j/of/x  ist  gleich  dem  Inhalte  des  zwischen^!  und  i?  ge- 
legenen Teiles  der  J/^  =  Fläche.    Einer  Last  zwischen  A  und  B  ent- 
spricht (vgl.  Fig.  111): 


und  einer  links  von  Ä  gelegenen  Last 

jiM,dx  =  -^  (Fig.  im 
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ebenso  einer  rechts  von  li  ang:reifenden  Last 

Pbl 


p/o 


dx 


Eine  gleichmäßige  Belastung  g  für  die  Längeneinheit,  die  zwischen 
Ä  und  B  aufgebracht  wird,  bringt  hervor  (vgl.  Seite  115): 


JM,dx  =  - 


12 


und  die  gleichmäßige  Belastung  g   für  die  Längeneinheit  der  Krag- 
träger erzeugt  das  Stützenmoment  (Fig.  113) 

M^  = '-^^^ ,  mithin 


\  MQdx  = 


g'eH 


Fig.  114. 


Aufgabe  11.    Es  ist  ein  ebener  Stabzug  (Fig.  114)  zu  untersuchen, 
der  an  den  Enden  {A  und  B)  fest  eingespannt  ist  und  von  gegebenen, 

in  der  Ebene  des  Stab- 
zuges gelegenen  Lasten  P 
beansprucht  wird.  In  den 
Ecken  seien  die  Stäbe  starr 

miteinander  verbunden. 
Wären    die   Stützenwider- 
stände iC  und  K^  bekannt, 
so    ließen    sich    die    Mo- 
mente Jf  und  Längskräfte  X 
für  sämtliche  Querschnitte 
leicht  berechnen.  Wir  zer- 
legen Ka  nach  lotrechter  und   wagerechter  Richtung  in  A  und  i7„, 
bezeichnen   den   Abstand    der   Kraft  H^  von    der   Einspannungsstelle 
mit  ka  (nach  oben  positiv  gezählt)  und  setzen 

[1]  njc^  =  M,. 

M^  heißt  das  Einspannungsmoment  bei  A.     Ebenso   zerlegen  wir  A'j 

in  B  und  Hf,  und  setzen 

[2]  H,K  =  M,. 

Da  zur  vollständigen  Bestimmung  der  Stützenwiderstände,  nämlich  zur 

Ermittlung  der  sechs  Unbekannten  A^  B.  i7„,  iJj,  Ifj^^  Mb  nur  drei 

Gleichgewichtsbedingungen    zur  Verfügung    stehen,    so    müssen    drei 

Elastizitätsbedingungen    aufgestellt   werden.     Hierbei  wollen  wir  den 

Einfluß   der  Längskräfte  N  vernachlässigen*)   und    (von  Temperatur- 


*)  Dies  ist  nur  bei  größeren  Pfeilhöhen  zulässig. 


I 
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änderiingen  und  Stützenverschiebungeii  absehend)   nur  die  Biegungs- 

arbeit  /   ^  „  ^  zu  einem  Kleinstwerte  machen,  wo  ds  die  Länge  eines 
J   2EJ  '  '^ 

Elementes  einer  Stabachse  bedeutet. 
Zunächst  machen  wir  den  Stab- 
zug auf  irgend  eine  Art  statisch 
bestimmt,  beispielsweise  durch  An- 
ordnung eines  auf  wagerechter  Bahn 
beweglichen  Auflagergelenkes  A  und 
eines  festen  Auflagergelenkes  beii?*). 
Ist  dann  E  die  ]\Iittelkraft  sämtlicher 
Lasten  P,  und  sind  r„  und  r^,  die 
Hebelarme  von  R  in  bezug  auf  die 
Gelenke  Ä  und  i?,  so  erhält  man  mit 
den  aus  der  Fig.  115  ersichtlichen  Be- 
zeichnungen die  Stützenwiderstände: 


Fig.  115. 


[3] 

sie  mögen 
erzeugen. 


B.^^,H, 


R  GOS  (X-, 


im  Verein    mit  den  Lasten   P  die  Biegungsmomente  J\L 


bei  Ä  und  B  hinzuzufügen  sind,  damit  die  wirkliche  Stützung  (näm- 
lich Einspannung  bei  Ä  und  B)  herbeigeführt  werde.    Dieses  Kräfte- 
system,   welches   für    sich  im 
Gleichgewicht  sein  muß,  ist  in 
Fig.  116  angegeben;  es  besteht 
aus  den  entgegengesetzt  gleichen 
wagerechten  Widerständen  X, 
den    entgegengesetzt    gleichen 
lotrechten  Widerständen  Y  und 
aus  zwei  bei  J.  und  B  angreifen- 
den Kräftepaaren,    deren   Mo- 
mente gleich  JI^  und  il/g  sind 
und  die  wir  kurz  die  Kräfte- 
paare Mj^  und  Mb  nennen  woUen.    Zwischen  21^  und  il/^  besteht  die 
Beziehung  (Gleichgewichtsbedingung) : 

[4]  M^-^YI  —  M,  =  0. 

Hat    man   X,  Y,  31^  mit  Hilfe    der   Elastiisitätsbedingungen    er- 


Fig.  116. 


*)  Diese  Stützung  erweist  sich  für  die  liier  ins  Auge  gefaßten  Anwendungen 
als  besonders  vorteilhaft. 


y 

/- 

>-^\ 

.L 

^ 

;h             \ 

; 

w 

w         ■■     i 

\*— 

-- 

-V -5- 

1-5 

w 
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niittelt,  so  findet  man 

und  ist  dann   imstande,   die  "Widerstände  K^  nnd  K^  nach  Lage  imd 
Größe  zu  bestimmen. 

Eine  -wesentliche  A'ereinfachung  der  ganzen  Eechnung  erzielt  man 
nun.  wenn  man   den   Angriffspunkt  der  Kräfte  A',  Y  von  A  nach  0 

verlegt,  Fig.  117.  und  die  Lage 
von  0  so  bestimmt,  daß  jede 
der  drei  Elastizitätsgleichungen 
nur  eine  statisch  nicht  bestimm- 
bare Größe  enthält.  Das  Kräfte- 
paar Mj^  ist  durch  ein  anderes 
Kräftepaar  Z  zu  ersetzen,  so 
zwar,  daß  mit  den  in  Fig.  117 
angegebenen  Koordinaten  von  0: 
Xx  —  Yw  —  Z=Mj,  ist. 
Fig.  117.  Wird  der  Stabzug  auf  ein 

rechtwinkliges  Achsenkreuz  be- 
zogen, dessen  Ursprung  der  Punkt  0  ist,  dessen  positive  7/- Achse  die 
Richtung  von  -\-  Y  und  dessen  positive  x-Achse  die  entgegengesetzte 
Richtung  von  -|-  X  hat,  so  ist  der  Einfluß  von  X,  T,  Z  auf  das 
Moment  für  irgend  einen  Querschnitt  C 

M=  —  Xij—Yj—Z. 

Dabei  ist  das  Moment  der  am  Teile  ÄC  des  Stabzuges  angreifenden 

äußeren  Kräfte  positiv  angenommen,  wenn  es  rechts  herum  (d.  h.  im 

Sinne  des  Uhrzeigers)  dreht*).    Im  ganzen  entsteht 

[6]  M  =  J/o  —  ^y  —  Yx  —  Z, 

und  insbesondere  an  der  Stelle  Ä: 

[7]  M^  =  -^Xz—  Yu-  —  Z. 

A',  Y  und  Z  berechnen  wir  mittels  der  Bedingungen 

und  erhalten  wegen 

y,    -^— -  =  —  X,  -TT-^  =  —  1  die  Gleichungen: 


cX  ~       ^'     cY  '     dZ 


*)  Das  Moment  der  am  Stücke  BC  angreifenden  Kräfte  ist  dann  bekanntlich 
positiv,  wenn  es  links  drehend  ist. 
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[9] 


(j/,  -  Xy  -  Ix  -  Z)    1^  =  0. 


Jede  dieser  Gleichungen  multiplizieren  wir  mit  dem  beliebig 
großen,  konstanten  Trägheitsmomente  J,,  ferner  setzen  wir  eine  überall 
gleiche  Elastizitätsziffer  E  voraus,  und  schließlich  wählen  wir  den 
bislang  willkürlich  angenommenen  Punkt  0  so,  daß 


[10] 


Je 


j"^ 


ds  =  0, 


ls  =  0,  jxij^ds  =  0 


wird.    Indem  wir  dann  zur  Abkürzung 

äs 


[11] 


^- 


setzen,  erhalten  wir  die  einfachen  Formeln 


[12] 


X 


jM,yds 


rp         ,  ^^'0  T,=j  ißds 


G 


G 


:jäs. 


Die  Gleichungen  [10]  lassen  sich  wie  folgt  deuten.    Schreibt  man 

dem  Stabteilchen  ds  das  Gewicht  -f  ds  =  ds    zu,    so    bedeuten    die 

beiden  ersten  Integrale  in  den  Gleichungen  [10]  die  statischen  Momente 
des  Stabzuges  in  bezug  auf  die  x-Achse  und  die  ?/ -Achse,  das  dritte 
Integral  aber  stellt  das  Zentrifugalmoment  des  Stabzuges  vor.  Damit 
die  Gleichungen  [10]  erfüllt  werden,  muß  der  Punkt  0  mit  dem  Schwer- 
punkte des  Stabzuges  zusammenfallen;  ferner  müssen  die  Achsen  x,  ij 
Hauptachsen  sein.  In  dem  in  der  Fig.  117  vorausgesetzten  Falle  eines 
in  bezug  auf  die  Lotrechte  durch  die  Mitte  symmetrischen  Stabzuges 

r?r=^/)  fällt  die  ^-Achse  mit  der  Symmetrieachse  zusammen. 

Die  Integrale  T,  und  Ty  bedeuten  die  Trägheitsmomente  des 
Stabzuges  in  bezug  auf  die  x-Achse  und  die  ^-Achse  und  G  ist  das 
gesamte  Gewicht  des  Stabzuges.  Bei  Berechnung  dieser  Integrale  ist 
es  stets  zulässig,  den  Stabzug  in  prismatische  Teile  zu  zerlegen. 
Man   erhält  dann  für   ein  solches  Stabstück    konstanten  Querschnitts 
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J. 


G  =  —jr  s  ^  s    und,  bezogen  auf  irgend  eine  Achse  {Ä),  mit  den  Be- 
Zeichnungen  in  Fig.  118, 

[13]        ^=-jiV^^  =  ^^JV^/^-=7^-^^;zr^— ^- 


1 


^'(■^'  +  '^2'^l+'^l)- 


Zur    übersichtlichen    Darstellung    der   die  Zähler    von   X,   F,  Z 
bildenden  Integrale  zeichnen  wir  für  die  einzelnen  prismatischen  Stab- 


Fig.  118. 


-f^ 


Fie-.  119. 


aus  als  Ordinaten  auftragen,  Mg.  119.  Sodann  bestimmen  wir  den 
Schwerpunkt  der  zu  einem  Teile  s  gehörigen  J/q -Fläche,  ferner  den 
diesem  Schwerpunkte  entsprechenden  Punkt  S  der  Stabachse,  bezeichnen 
die  Koordinaten  dieses  Punktes  mit  Xg^  ys^  den  Inhalt  der  Jfo -Fläche 
mit  ^Q  und  erhalten  für  den  Teil  s: 


[1^] 


jM,y 
JM,x^ 


Je     j  Je   er 

T  J    "°  ^' 


J 


%qXs. 


Diese  "Werte  lassen  sich  deuten  als  die  auf  die  Achsen  x  und  y  be- 
zogenen   statischen    Momente    eines    dem  Punkte   S  zugeschriebenen 

Gewichtes  -j-%q.    Bezeichnet  man  also  mit  ©^  und  ©^  die  Summe  der 
J 

statischen  Momente  aller  auf  die  beschriebene  Weise  gebildeten  Gewichte 


5o  in  bezug  auf  die  Achsen  x  und  y,  so  erhält  man 


[15] 


X 


©^ 


Y. 
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während 


[16] 


Werden  einzelne  Stäbe  über  die  Verbindungsstellen  mit  den  Nach- 
barstäben    hinaus  verlängert,   Fig.  120,    so   sind   diese    überstehenden 
Enden  bei  Berechnung  der  Trägheitsmomente  T 
und  Gewichte  G  beseitigt  zu  denken,  weil  die 
Momente  nur  innerhalb  der  Yerbin dungssteilen 
abhängig  sind  von  JY,  Y^  Z.     Aus  demselben 


2L^Fläche 


\ 


stehenden  Enden  bei  Berechnung  der  Flächen- 
inhalte ?5o  und  Ermittlung  der  Schwerpunkte 
dieser  Flächen  nicht  in  Betracht.    Die  an  den 
Verlängerungen  angreifenden  Kräfte  sind  natürlich  von  Einfluß   auf 
JY,  3",  Z,   da  sie  ja  von  Einfluß  auf  die  innerhalb  der  Verbindungs- 
stellen entstehenden  M^    sind. 
Wir  wenden  jetzt  die  ab- 
geleiteten aUgemeiuen  Gesetze 
auf  den  in  Fig.  121  dargestellten 
Sonderfall  an.    Es  handele  sich 
wie    in    Aufgabe   10    um    die 
Endversteifung   einer   Balken- 
brücke.    Der  Querschnitt   des 
Querträgers  habe  das  Trägheits- 
moment  J^    der    Ständerquer- 
schnitt das  Trägheitsmoment  J^. 
Es  sei  J,  =  J  gewählt.    Dann 
ist  das  Gewicht  des  Querträgers 
gleich    ^,    das    Gewicht    eines 
Ständers : 

— :-  k  =  h\ 

also  im  ganzen 

[17]         G  =  l^2h'. 

Der  Abstand  ^r»  des  Schwer- 
punktes 0  von  der  Achse  des 
Querträgers  ergibt  sich  aus  der  Momentengleichun^ 


Fig.  121. 


[18] 


G  ^2Ji  '-^^  h'k  zu 


[19] 
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h'h 


Das  Träglieitsmoment  des  Stabzui^es  in  bezug  auf  die  Achse  des 
Querträgei-s  ist 

r  =  2  . ^  -f  /^ 3  =  - 1  // h^=^Jf X, 6',  mithin 

od..  ö  ö 


[20] 


Z=r—  Ci^ ;  =  '.„  G  (~  //  —  i„)  od 


T.^^i2k-Sx.l 


wofür  man  auch,  wegen  //h^=  \J-\-2h'x„  schreiben  darf: 
[21]  T^  =  ^{2l-\-h'). 


Das  Trägheitsmoment  für  die  /y- Achse  ist: 


^■  =  T^''  +  4 


[22]  ?;  =  ji-(;  +  6Ä'). 

Auf  den  Querträger  AB'  mögen  beliebige  lotrechte  Lasten  P 
wirken;  die  Ständer  hingegen  seien  unbelastet.  Die  3/o- Fläche  stimmt 
dann  mit  der  Momentenfläche  eines  einfachen  Balkens  ÄB\  der  an 
den  Enden  fi'ei  aufliegt,  überein;  ihr  Inhalt  sei  ^o,  ihr  Schwerpunkt 
habe  von  der  y/-Achse  den  Abstand  e.  Die  statischen  Momente  ©^  und 
©j,  sind 

und  man  erhält 


[23]  H=X 


Z  h(2l-\-h') 


[24]  ^'=%'     ^=%- 

Setzt  man  den  wagerechten  Stützenwiderstand  H  =  X  mit  dem 
Kräftepaare,  dessen  Moment  gleich  Z  ist,  zu  einer  Resultierenden 
(deren  Größe  wieder  =  X  ist)  zusammen,  so  findet  man  den  Angriffs- 
punkt L  derselben  (vgl.  Fig.  122)  mit  Hilfe  der  Gleichung 

X-Ll/=Xz„  —  Z, 


LL' 


xM        ^^       V  3  V        3    ^ 


*)  Xach  Gleichung  [20]  ist      "    =  ~  - 
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Der  Neigungswinkel  ß   der  Mittelkraft  R  aus   Y  und  X  ist  be- 
stimmt durch 

,    «        Y        eT^         e 


[25] 


eine  von  der  Belastung  unabhängige  Strecke  bedeutet.  Bestimmt  man 
also  in  der  ?/-Achse  im  Abstände  v  von  der  Achse  des  Querträgers 
einen  festen  Punkt   V  und  verbindet   V  mit  dem  lotrecht  unter  dem 


M„. 


Fig.  122. 


Schwerpunkte  der  ilf^- Fläche  gelegenen  Punkte  S  der  Querträgerachse 
durch  eine  Gerade,  so  steht  die  Richtung  der  Kraft  R  senkrecht  auf 
dieser  Geraden.  Hat  man  hiernach  die  Richtung  von  R  bestimmt, 
so  findet  man  die  Größe  von  i?,  indem  man  H  mittels  Gleichung  [23] 
berechnet.  Setzt  man  schließlich  R  mit  dem  Stützenwiderstande  J^ 
des  einfachen  Balkens  Ä'B'  zusammen,  so  erhält  man  den  Stützen- 
widerstand (Kämpferdruck)  A'„  und  ganz  ebenso  findet  man  Kj,  als 
Mittelkraft  aus  R  und  B^.  Bezeichnet  man  mit  z„  und  z,,  die  Eut- 
fernungen  der  Querträgerachse  von  den  Punkten  Ä"  und  B'\  in  denen 
die  Ständerachsen  von  den  Kräften  R  geschnitten  werden,  so  sind 
die  Angriffsmomente  für  die  Endquerschnitte  Ä'  und  B'  des  Quer- 
trägers : 
[26]  M,.  =  -Hx^;     M,.  =  -Hx,, 

Müll  er- Breslau,  Festigkeitslehre.    4.  Aufl.  9 
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und  man  erhält  die  Momentenf lache  des  Querträgers,  indem  man 
von  der  J/o-Fläche  Ä'CB'  ein  Ti'apez  in  Abzug  bringt,  dessen  End- 
höhen   gleich  M^.  und  M^.  sind.     Durch  die  Momente  M^.  und  Mb- 

sowie  durch  die  Punkte  Ä\ 
'^^"^  B"  sind  auch  die  Momenten- 

flächen /  und  II  der  Ständer 
bestimmt. 

Es  möge  noch  der  Ein- 
fluß einer  zwischen  Ä  und  B' 
aufgebrachten  Einzellast  P, 
deren  Abstand  von  der  Mitte 
gleich  ^  sei,  für  sich  verfolgt 
werden.  Diel4~Flächeistein 
Pab 


Dreieck  von  der  Höhe 


(Fig.  123),  dessen  Schwerpunkt 


h,  von  der 


im  Abstände  e  ■■ 


Mtte  liegt.  Bestimmt  man 
also  auf  der  Mittellinie  den 
festen  Punkt  V  im  Abstände 
3t'  von  AB'  und  verbindet 
man  V  mit  dem  Angriffs- 
punkte C  von  P  durch  eine 
Gerade,  so  ist  A"B"±_V'C. 
Die  Kämpferdrücke  K„  und 
K^  ti-effen  P  in  demselben 
Punkte  C;  der  lotrechte  Ab- 
stand 71    dieses  Punktes   von 


der  Geraden  Ä'B"  ist  bestimmt  durch  die  Gleichung*) 


_Ä^_Pb_ 


H 


IH' 


[27] 


Nun  ist  aber 


ferner 
[28] 


Pah 

Pab      l 

Pab 
2 

H-  ,  3'  ..   . 

d  i 

h{2l-{-h')' 


*)  Zum  Beweise  denke  man  A'«  wie  in  Fig.  122  in  .1^  und  R  zerlegt. 
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und  man  erhält  daher  für  u  den  von  der  Lage  der  Last  unabhängigen, 
festen  Wert 

[30]  n=^{2l  +  h'). 

Bewegt  sich  P  von  Ä  nach  B\  so  beschreibt  der  Punkt  C  eine 
Parabel  (die  Kämpferdrucklinie),  deren  Achse  mit  der  Mittel- 
lotrechten zusammenfällt  und  deren  Scheitel  C\  von  L  den  Abstand  n 
hat.  Der  äußerste  Parabelpunkt  C"  ist  bestimmt  durch  TL  _\_ÄV' 
und  TC"=n. 

Noch  sei  hervorgehoben,  daß  mau  die  in  der  Fig.  123  schraffierte, 
von  den  Geraden  Ä'B',  Ä'C\  C'B",  ÄÄ\  B'B"  begrenzte  Fläche 
als  Momentenfläche  des  Balkens  AB'  auffassen  darf,  denn  die  auf 
die  Achse  AB'  bezogenen  Ordinaten  z  des  Linienzuges  Ä'C'B"  geben 
mit  H  multipliziert  die  Biegungsmomente  für  den  Balken  AB'.  Dem 
Querschnitte  B  entspricht  z.  ^.  M=  -{-  Hx^  was  leicht  einzusehen  ist; 
man  braucht  nur  Kj,  von  B"  nach  D'  hin  zu  verschieben  und  dort  in 
jB  und  H  zu.  zerlegen.    Formt  man  ^  durch  Einführung  von  n  um  in 

[31]  H=^, 

so  erkennt  man,  daß  die  Einflußlinie  für  H  eine  symmetrische  Parabel 
ASB  ist,  deren  Pfeilhöhe 

[32]  f=ir- 

ist.     Der  Last  P  entspricht  H^^Pt]. 

Wirkt  auf  den  über  Ä'  und  B'  hinaus  verlängerten  Querträger 
(Fig.  124)  links  von  Ä'  im  Abstände  a  von  Ä'  eine  Last  P,  so  ist 
die  Jfo -Fläche  (welche  jetzt  negativ  ist)  ein  Dreieck  von  der  Höhe  Pa. 
Der  zur  Strecke  l  gehörige  Teil  dieser  Fläche  hat  den  Inhalt 

_        Pcd 

^0- 2"' 

es  entsteht  also 

3  Pal  Pa 


[33]  H  = 


2/.(2/H-/0 


Der  Abstand  des  Schwerpunktes   der  Fläche  ^q    von    der  Mittellinie 
beträgt  e  =  -—  Z,  weshalb 
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und  hieraus  folfft  Ä'B"  _\_ÄV'.     Für  Ao  und  Bq  erhält  man 

Die  La^e  des  Punktes  C",  in  welchem  der  Kämpferdrack  A'^,  die 
Achse  des  linken  Ständers  schneidet,  ist  durch  die  Gleichung 

Ä^':l  =  B,.H 
bestimmt,  und  zwar  folgt  hieraus 


-^      'Tri 


Die  Fläche  zwischen  den  Geraden  Ä'  B'  und  C"B"  darf  als  Mo- 
raentenfläche  des  Balkens  Ä' B'  aufgefaßt  werden.  Dem  Querschnitt  D 
entspricht  M^  -f-  Hz.  Für  den  Querschnitt  B'  ist  M=  Hx^.,  während 
man  an  der  Stelle  Ä'  entweder  M=  —  Pa  oder  3£=H(n  —  z„)  er- 
hält, je  nachdem  man  den  Schnitt  links  oder  rechts  von  der  MitteUinie 
des  Ständers  AÄ'  führt*).  Den  Ständerquerschnitten  A\  B'  entsprechen 
die  Momente  M^.  =  —  Hz„.,  Ms.  =  —  Hx^. 

")  In  Wirklichkeit  ist  dieser  schroffe  Übergang  selbstverständlich  nicht  vor- 


handen. 


i 
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rechts  von  B'  liegen,  besteht  (wegen  H= — ^      )    ^^^^  ^^^  End- 
tangenten der  Parabel  ASB. 

Greift  an  der  Endversteifung  eine  wagerechte  Kraft  P  an,  Fig.  125*), 
so  führt  man  als  statisch  bestimmtes  Hauptsystem  zweckmäßig  den 
bei  B  fest  eingespannten,  bei  A  freien  Stabzug  ein.  Es  wird  dann 
nur  der  Ständer  B'  B  durch  Momente  M^  beanspnicht  und  der  linke 
Kämpferdruck  ist  die  Mittelkraft  aus  den  Widerständen  JY  und  Y  und 


Fig.  125. 

dem  Kräftepaare  Z.     Bedeutet  k  den  Hebelarm  von  P  in  bezug  auf 
5,  so  ist  die  ifo-Fläche  ein  Dreieck  vom  Inhalte  %ü  =  —  P^~n'-<   i^^ 

Schwerpunkt  liegt  im  Abstände  x„ ^  von  der  2;-Achse,  und  es  ist 

daher 


^z 


[34]     X 


®.  =  —  Sc 

Man  erhält  also 

pK-4) 


-  go  ~  (---3-)  =  +  -t'G^"~t) 
,  Pk^i  J 


j_ 
J  i 


k\J_ 


4     J. 


r= 


Pk^i  j 


z  = 


Pk^j^ 

2G  J„ 


27;  J„'  47;  J/ 

und  ist  nun  imstande,  die  Angriffsmomente  für  die   Querschnitte  -4, 

"^)  Es  handelt  sich  hier  um  den  Einfluß   des  AVinddrucks.     Der  Windverband 
liegt  in  der  Eegel  unterhalb  der  Achse  des  Querträgers. 
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A\  B\  B  zu  berechnen.     Es  ist 


[35] 


r^     I 


.,     I 


M. 


+  X'.„+y-^-z-p/. 


Durch  diese  vier  Momente  ist  die  Beanspruchung  des  Rahmens 
auf  Biegung  vollständig  bestimmt. 

Aufgabe  12.  Der  in  Fig.  126  dargestellte  geschlossene  Stabzug 
mit  steifen  Ecken,  an  dem  sich   gegebene  Lasten    das    Gleichgewicht 


Fi-.  126. 


halten  mögen,  läßt  sich  nach  Fig.  127  auffassen  als  ein  an  zwei  Enden 
Cund  C  eingespannter  Stabzug.  Die  beiden  Einspannungsstellen  fallen 
zusammen.  Der  Querschnitt  C  darf  beliebig  gewählt  werden.  Ersetzt 
man  die  im  Querschnitte  C  auftretenden  Spannungen  durch  ein  Kräfte- 
paar Z  und  zwei  Kräfte  X  und  F,  so  läßt  sich  das 'Biegungsmoment 
für  irgend  einen  Querschnitt  D  auf  die  Form  bringen 

M=  M,  —  Xy  —Yx  —  Z 

wo  y  und  x  die  vom  Schwerpunkte  des  Querschnitts  D  auf  X  und  Y 
(die  sich  nicht  rechtwinklig  zu  kreuzen  brauchen)  gefällten  Lote  be- 
deuten und  J/o  das  Biegungsmoment  infolge  der  am  Teil  TJ  C  des  Stab- 
zuges angreifenden  Lasten  P. 

Wird  das  Koordinatensystem  (ic,  y)  ebenso    wie  bei  Aufgabe  11 
so  gewählt  daß  die  Gleichungen 


[1] 


hj'-fds  =  0,       lx'~jds  =  0.       jxy-j 


J 


ds 
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erfüllt  werden  (Seite  125),  so  gelten  für  X   T,  Z  die  auf  Seite  126 
abgeleiteten  Gleichungen : 


[2] 
[3] 


^=2f'     ''=T, 


yi5o 


G 


Als  Beispiel  untersuchen  wir  den  in  Fig.  128  dargestellten  Rahmen, 
der  bekanntlich  bei  der  Querversteifung  eiserner  Brücken  eine  große 
Eolle  spielt.  Zum  Trägheitsmoment  J^  wählen  wir  das  Trägheits- 
moment J«  des  Querschnitts  des  Querti'ägers.  Die  Gewichte  von  Ständer 
und  Querriegel  bezeichnen  wir  mit 


—  h  =  h    und  —  / 


r. 


H 


i^V 


-{Tx)- 


^Zu 


C 


X 


y 


'Jn_ 


^ 


"      '(Toi 


-(Tu) 


K 


Fis.  128. 


Das  Gewicht  des  ganzen  Eahmens  ist  dann 
[4]  (5  =  /_!_/' +  2//; 

seine  wagerechte  Schwerachse  ergibt  sich  aus  der  Momentengleichung 


[5] 


G  =  lh^^h'  -^  =  h  (/  +  h')  zu 
Ä  (/  +  //) 


-o       /  +  /'  +  2h' 

Den  Schnitt  C  führen  wir  durch  die  Mitte  des  Querriegels.    Die 
in  die  Figur  eingetragenen  X^   F,  Z  mögen  sich  auf  den  links  vom 
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Schnitte  gelegeneu  Querschnitt  C  beziehen.    Da  die  1'- Achse  eine  Syra- 
meti-ieachse  ist,  werden  die  Bedingungen  [1]  erfüllt. 

Das  Ti'ägheitsmoment  des  Rahmens  in  bezug  auf  die  Achse  des 
oberen  Querriegels  ist 

und  für  die  JY- Achse 

Z=T,—  G\l=Z  —  h  (/  +  h')  X,. 

Setzt  man  ;.„  =  h  —  x„,  so  erhält  man 
[6]  T.  =  ^[.v„(//+/)-y/^'4 

Das  Trägheitsmoment  für  die  I'-Achse  wird 

'■■■  h'^i^-'i^ri' 


T  = 


12 


[7] 


T..  =  -^2^(^  +  ^'+ß^0- 


Wir  untersuchen  getrennt  den  Einfluß  der  Lasten  H  und  P. 


Fig.  129. 

1.  Einfluß  der  wagerecMen  Kräfte  K.    Fig.  129.    Im  Falle  X  =  0, 
y_0    Z=0    sind   der    obere   Querriegel    und   der    rechte  Ständer 
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spannungslos.     In   den   Stützpunkten  Ä  und  B  %yerden  zwei    gleiche 

TT-f 

aber  entgegengesetzt  gerichtete  "Widerstände  V= — .—   hervorgerufen. 

Die  Jfo -Fläche  des  linken  Ständers  läßt  sich  in  ein  Rechteck  und  ein 
Dreieck  zerlegen,  beide  Flächen  von  positivem  Vorzeichen;  die  J/^ -Fläche 
des  Querträgers  zerfällt  in  ein  positives  Dreieck  und  ein  negatives 
Rechteck.    Man  erhält: 

2  ^  g„  =  ^  {He.k  +  ff  ^)  +  4/1  _  Hej, 


J,  \      "      '         2  /    '       2 

J.  (rr     1     ^     TTh'\    l      ,     Hfl       l 

^"^i;  y.     "    +  ^"^2  /  T  +  "2     '"6"' 
und  findet 

Der  Ausdruck  für  Jt  läßt  sich  uniformen  in 

Setzt  man  X  mit  Z  zusammen,  so  erhält  man  eine  Einzelkraft  X 
im  Abstände 

'_      __^ 

^"  —  -«      ~X 

von  der  Achse   des  Querträgers,  und  diese  Kraft  X  kann  man  dann 
mit  Y  zu  einer  Mittelkraft  K  vereinigen. 

Ist  e,,  =  e„  =  0,  so  ergibt  sich  (Fig.  130) 

^       Hh{l-\-h')  _  Hz, 
Zi  — 


2G  2    ' 

X  =  -\h-,  ,:=.x^^x,  =  h, 

Hhl{M+l)  _       h^       3//+ 1 

~       127;      ~     i  'e/i'+z+r 
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Die  BieguDg:smoiueiite  für  die  4  Ecken  sind  dann 


-1/.  =  -?^ 


r^,  M,  =  -M,, 


M.  =  — ) 


,  I 


J/..  =  +  ^ 


.  l 


Für  den  Fall  J.  =  J,  also  I  =  l\  erhält  man 


r— —  —   ^^  —  ^f 


Ji^  =  -j/,. 


r| 

//   ^ 

A'         ^  .. 

b' 

—} 

\ 

2 

. 

l 

.4 

B 

H 

Hh 
T 

) 

t 

N 

< 

T 

— ? 

, 

Fig.  130. 


Terlegen  wir  den  Stützenwider-stand  R  in  Fig.  129  vom  rechten 
nach  dem  linken  Auflager,  so  fällt  der  negative  Teil  der  Momenten- 
fläche des  Querträgers  fort.    In  den  für  2  -^  5„  und  ©^  erhaltenen 

Ausdrücken  muß  das  Glied  — HeJ  gestrichen  werden,  und  es  ergeben 
sich  die  Werte 

sie  sind  größer  als  die  vorhin  gefundenen.     Der  Wert  Y  bleibt  un- 
geändert. 

2.  Einfluß  der  senkrecliten  Lasten  jP.  Fig.  131  a.  Am  Querträger 
AB  mögen  Lasten  P  angreifen,  die  zwischen  A  und  B  liegen,  die 
Kragarme  seien  also  unbelastet.  Die  ü/o -Fläche  stimmt  dann  mit  der 
Momentenfläche    eines    einfachen    Balkens  AB  überein,   der  an  den 
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Enden  frei  aufliegt;   ihr  Flächeninhalt  sei  go  ^^^  ^er  Abstand  ihres 
Schwerpunktes  von  der  T-Achse  sei  e.    Dann  ergibt  sich 


Fis.  131  a— d. 


So^ 


T. 
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Setzt  mau  -Y  und  Z  zu   einer  Mittelkraft,   deren  Größe  wieder 
=  JY  ist,  zusammen,  so  findet  man  deren  Angriffspunkt  in  der  Höhe 

,_ Z_  r,    _   Gxl-^T,    _   1\ 

'"  —  '"'       X  ~^''^  Gx^~        Gx„        ~~"®7' 
Avo  T^  imd  ©«  bzw.  das  Trägheitsmoment  und  das  statische  Moment  des 
Rahmengewichts  in  bezug  auf  die  Achse  des  Querträgers  bedeuten.  Da  nun 

3„  =  /'/.  + 2// A 

ist  so  ergibt  sich  für  x^  der  von  der  Belastung  des  Querti'ägers  un- 
abhängige Wert 

h    3r4-2// 


3    r+  ji 

Die  wichtigsten  Belastungszustände  sind  nun  die  folgenden. 
Gleichförmige  Belastung  mit  g  für  die  Längeneinheit,  Fig.  131b. 

Die  3/o -Linie  ist  eine  Parabel  vom  Pfeil  -^gl^-    Es  ist 

2    gl^  gP 

^''~"  3     8    '^-  12' 

mithin  A'  =  -|^,     F=0. 

Einer  Einzellast  P,  Fig.  131  c,  entspricht  als  i¥o-Fläche  ein  Dreieck 

von  der  Höhe  — y— ,  dessen  Schwerpunkt  von  der  2/- Achse  den  Abstand 

^  hat.     Man  erhält: 


3 


Pabz„  Pahk 

2T    '      ^  —  +    6T„ 


Liegt  eine  teilweise  gleichförmige  Belastung,  welche^  für 
die  Längeneinheit  sein  möge  und  die  Strecke  c  (Fig.  131  d)  bedecke, 
vor,  so  erhält  man  die  J/o- Fläche  wie  folgt.  Mau  betrachtet  pc  als 
eine  im  ^Mittelpunkte  der  Strecke  c  angreifende  Einzellast,  ermittelt 
das  zugehörige  Momentendreieck  ÄJB'  und  berechnet  dessen  Inhalt: 

pc-^'     Nun  bestimmt  man  senkrecht  unter  den  Endpunkten  D  und 

E  der  belasteten  Strecke  o.  die  Punkte  D'  und  E'  der  Geraden  Ä  J 
und  BJ  und  zeichnet  eine  Parabel  I/FE'^  welche  die  Geraden  ÄJ 
und  IfJ  in  U  und  E'  berührt.    Die  in  Fig.  131  d  schraffierte  Fläche 

ist  die  Jfo-Fläche.    Es  ist  FH=  FJ  =  ^~'    Der  Inhalt  der  von  den 
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Geraden     B'J   und    E'J    und    der    Parabel     beo^reuzten    Fläche    ist 


pc 


D  C 

~cjr'     Es  ergibt  sich  also 
24  ^ 


2Jabc 

pc^ 

2 

pabc 
2 

24 

t 

3 

Y= 


X  = 


1^1   P 
24  '^' 


go^ 


2P- 


-L  y  J-x 

Wird  der  linke  Ausleger  durch  Lasten  P,  deren  Mittelkraft  2P 
sei,  belastet,  Fig.  132,  so  ist 
die  Jfo-Fläche  des  Querträgers 
ein  Dreieck  von  der  Höhe 
ÄÄ'  =  —  d:^P,  wod  den  Ab- 
stand der  Mittelkraft  von  Ä  ist. 
Man  erhält 

T' 

®.  -^2     6 

Aufgabe  13.  Der  in  Fig.  126 
dargestellte  geschlossene  Stab- 
zug werde  ungleichmäßig  um  t^ 
erwärmt.    Infolgedessen  werden  Fig.  132. 

die  Stabquerschnitte  durch  Längs- 
kräfte j\"  und  Momente  31  beansprucht,   und  zwar  ist  für  den  Quer- 
schnitt an  der  Stelle  xy 
[1]  J/  ==  —  Xy—  Yx  —  Z, 

[2]  .Y=  -f  ^Y  cos  OL  -\-  Ycos  ß, 

wo  a  und  ß  die  Winkel  sind,  welche  die  den  Punkt  xy  enthaltende 
Stabachse  mit  den  Richtungen  JY  und  Y  bildet.    Zui'  Berechnung  von 


[3] 


fMdM^     .    f     dN^        - 
fMd3Ij     .    f  ,dN.        „ 


?.\ 


.ds 


*)  Ygl.  Seite  95,  Gleichung  (51).     Die  Integrale |-^  ^ds  ^^j^F  ^  1 
haben  wir,  wie  in  Aufgabe  12.  vernachlässigt.    Auch  haben  wir  At  =  0  angenommen 
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Werden   die  Richtunj2^eu  von  JC  und   }'  wieder  so  gewählt,  daß 

so  ergibt  sich 

[4]        X. 


EJ^jtt  cos  ads 


c 

//" 

> 

V     ~ 

t        J 

Y 

h 

1 

V 

l 

Fig.  133. 


._,  ,,  EJJet  COS  ^  äs 

[5]  ^= rr      5 

z=o. 

Schreibt  man  nun  allen  Punkten 
eines  und  desselben  Stabes  ein  und  die- 
selbe Temperaturänderung  zu*),  so  gehen 
die  für  X  und  Y  gefundenen  Ausdrücice 
über  in 

[6] 


U] 


Y= 


X  = 
.EJ.'^ts,. 


Fig.  134. 

wo  s,  und  5j,  die  Projektionen   der  Stablängen  s  auf  die  Richtungen 
von  X  und   Y  bedeuten. 


*)  Längere  Stäbe  kann  man  in  kürzere  Stücke  zerlegen  und  jedem  Stück  einen 
besonderen  "Wert  t  beilegen.  Auf  diese  "Weise  läßt  sich  der  Genauigkeitsgrad  der 
Rechnung  beliebig  steigern. 
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Beispiel.  Es  liege  der  der  in  Aufgabe  12  untersuchte  Rechteck- 
Rahmen  vor,  Fig.  133.  Der  obere  Querriegel  werde  erwärmt  um  ^<,,  der 
untere  um  ^„,  der  linke  Ständer  um  ti^  der  rechte  um  t^.  Um  den 
Projektionen  s^  und  Sy  der  Stablängen  das  richtige  Vorzeichen  zu  geben, 
umfahre  man,  von  der  Einspannungsstelle  C  ausgehend,  den  Stabzug 
und  deute  dies  durch  Pfeüe  an;  man  erkennt  dann,  daß  die  Pro- 
jektion s^  des  oberen  Quemegels  =  +  /  ist,  die  des  unteren  =  —  /, 


Fig.  135. 


und  die  Projektion  Sy  des  linken  Ständers  =  -j-  ä,  des  rechten  Ständers 
=  —  h.     Man  erhält  daher 

^  zEJJ(t,  —  Q 

tEJ,h{t,  —  Q 


Ist  also  t„  >  f^  und  ti"^  t^,  so  entstehen  negative  Werte  X  und  Y. 
Ihre  Zusammensetzung  zu  K  führt  zu  der  in  Fig.  134  dargestellten 
Angriffsweise  des  Rahmens.  Die  durch  Schraffierung  kenntlich  ge- 
machte Momentenfläche  ist  durch  Berechnung  eines  Eckmomentes,  bei- 
spielsweise des  Momentes  M^  =  —  Kr  bestimmt. 
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Aufgabe  14.  Untersuchung  der  Träger  der  in  Fig.  135  skizzierten 
eisernen  Treppe. 

Wir  versehen  die  Podestträger  niit  den  Ordnungsziffern  1,  2,  .  .  .  ?-, 
(/•  -f-  l)w  •  •  und  betrachten  zunächst  die  Wange  (r  —  1)  —  r,  und  zwar 
unter  der  Voraussetzung  gelenkartiger  Endbefestigungen,  Fig.  136. 

Eine  lotrechte  Last  P  ruft  bei  r  —  1  und  r  schräge  Widerstände 
L  und  B  hervor,  die  nach  lotrechter  Richtung  und  nach  der  Richtung 
der  Wangenachse  in  A  und  ('  bzw.  B  und  C  zerlegt  werden.  Die 
Seitenkräfte  C  sind  entgegengesetzt  gleich  und  auf  statischem  Wege 
nicht  bestimmbar;  ihre  wagerechte  Seitenkraft  werde  mit  X^  bezeichnet. 

Für  A  und  B  erhält  man  aus  den  Momentengleichungen  (in  bezug 
auf  r  und  r —  1); 

Al  —  Pb  =  Q\  Bl  —  Fa  =  0, 


Fig.  137. 


Fig.  138. 


die  Werte 

A-^^  B-^ 

welche  mit  den  Auflagerdrücken  eines  einfachen  Balkens  übereinstimmen, 
dessen  Stützweite  gleich  der  Horizontalprojektion  /  der  Wange  ist. 
Infolgedessen  sind  auch  die  Biegungsmomente  für  den  ansteigenden 
Träger  und  für  den  wagerechten  Träger  (r  —  1)  —  r  gleich  groß. 
Bedeutet  also  q  die  Belastung  für  die  Längeneinheit  der  Horizontal- 
projektion /,  so  ist  das  größte  Moment  M  =  -^qP^  Fig.  137,  und  die 

o 

Beanspruchung  der  Wange: 


c  =  + 


ql^      .    JC^seca 


8TF     '         F       ' 
wo  W  das  Widerstandsmoment    und  F   den  Inhalt    des   Querschnitts 
bedeutet.     Das  zweite  Glied  ist  unwesentlich  und  darf  stets  vernach- 
lässigt werden. 
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Auf  den  r*^^  Podestträger  werden  nun  durch  die  Wangen  die 
folgenden  Kräfte  ausgeübt,  Fig.  138.  In  lotrechter  Richtung  wirkt  die 
Belastung:  F^  +  (^Y^  ~  ^Y,+,)  tg  a,  wo  V^  den  Einfluß  der  vorhin  mit 
A  und  B  bezeichneten  Kräfte  bedeutet,  ferner  in  wagerechter  Richtung 
die  Belastung  ^Y, -j- -^'•+i-     ^^^  beiden  Lasten  P^  und  P^  in  Fig.  135 


würden  z.  B.  erzeugen:   V^  = 


P,a, 


,       I      ~.    Alle  diese  Kräfte  dürfen 

in  der  Mitte  des  Podestträgers  angreifend  angenommen  werden;  sie 
erzeugen  für  den  nach  Fig.  138  auf  ein  Achsenkreuz  u,  v  bezogenen 
Querschnitt,  im  Abstand  x  von  der  Stütze  (Fig.  135),  die  Biegungs- 
momente*) 


(I) 


M.  =  -^  [  n  +  (X  -  X+,)  tg  a]  X, 


Außerdem  verursacht  die  Belastung  des  Podestes  noch  ein  Moment  M„, 
dessen  Größtwert  bei  x  =  ~^b 

u 

ist,  wenn  q^  die  gleichmäßige  Belastung  für  die  Einheit  der  Länge  h 
bedeutet.     Die    Momente    i¥„,    M„    nehmen    ebenfalls    an    der    Stelle 


x=--^h    ihre    Größtwerte    an, 
anspruchung  auf  Grund  von 


weshalb    die    Berechnung    der    Be- 


(H) 


A%0tga]ö+-g-^.5^ 


3X, 


-^-(X  +  X^O^ 


zu  erfolgen  hat.  Sind  J'„  und  J„  die  Querschnittsträgheitsmomente  in 
bezug  auf  die  Achsen  u  und  v^  ferner  e„  und  e„  die  Abstände  der 
äußersten  Querschnittspunkte,  so  sind  (für  den  hier  vorausgesetzten 
Fall  eines  symmetrischen  Doppel-~]~-Profüs)  die  Beanspruchungen  c^ 
und  (72  in  den  in  der  Fig.  138  mit  1  und  2  bezeichneten  Eckpunkten: 


(III) 


a,  =  + 


e/„ 


-K), 

M). 


*)  Der  Podestträger  muß  als  an  den  Enden  frei  aufliegender  Träger  berechnet 
werden.   Die  Einmauenuig  der  Enden  darf  nicht  als  Einspannung  betrachtet  werden. 
Müller-Breslau,  Festigkeitslehre.    4.  Aufl.  10 
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Für  die  Eckpunkte  3  und  4  erhält  man 

o^  =  —  02     und     G^  =  —  a^. 

Das  Moment  J/„  ist  stets  positiv,  hingegen  wird  M„  positiv  oder 
negativ  ausfallen,  je  nachdem  ^ -j- A^+i  positiv  oder  negativ  ist.  Im 
ersten  Falle  entstehen  die  größten  Beanspruchungen  an  den  Stellen  1 
und  4,  im  zweiten  Falle  an  den  Stellen  2  und  3. 

Die  Berechnung  der  statisch  nicht  bestimmbaren  Größen  Jl  soll 
(unter  Absehung  von  Temperaturänderungeu)  mittels  der  Bedingungen : 

deren  Anzahl  mit  der  Anzahl  der  X  übereinstimmt,  erfolgen.  X^  tritt 
nur  in  J/„,  M^  für  den  Podestträger  (r  —  1)  und  r  und  in  N  für  die 
beide  Träger  verbindende  "Wange  auf.  Es  ist  für  den  (r  —  l)ten 
Podestträger: 


JJ±„ 

2      L   '   r-l    -r    \-'^r-\  -^r) 

''ö  «^J  n 

2 

'  dX^~ 

-       2  ''^"^ 

für 

den  rt®°  Podestträger: 

dX,~ 

=  +f^ 

J/„ 

=  ^[T;  +  (X-x^Ot 

,-]+^ 

2 

.r)    aif„ 
'  dxr 

=  +  |-tga, 

M^ 

=  |-(X  +  x,o, 

dM,. 

-4-  — 

für 

die  Wange  {r  —  1)  —  r: 

K  =  X^  sec  a, 

dX 
dx/ 

=  sec  a, 

weshalb  die  Gleichung  —^  = 

:0  lautet: 

Xj 

!sec3a*)       Jx\           . 

.  +  <Ir-db- 

-.■)  +  (X.,-A 

p                             -j     4      to^L'r- 

0 

0 

tga[r 

;  +  7.(^- 

-X) 

+  (X  -  X„)  tg  a]  ^  +  2/^  (A%  +  A-,,0  ^f  =  0, 


■=)  Für  die  Wange  ist  jäx^lsec  ol. 


I 
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XJ  sec3  a  b^    j.^^^_^  _  ^^^  ^^  ^  _^  ^^^-^_^  _  2_^^^^_  _|_  ^^^-^  ^^,  ^-j 


(X_,  +  2X  +  X^0  =  0, 


F  48 /„ 

^48J„ 
wo 

r.  =  T;  +  |-g.ö 

oder,  nach  den  Größen  X  geordnet 

X^.,  y!  +  2X^y,  +  X  +  ,  y.'  =  X, 
wo 

x'  =  l j^tg'^a^ 

X  =1  +-^tg2a4-24-^soc3a, 

Die  Zahlen  y.'  and  x  weichen  von  1  so  wenig  ab,  daß  man  stets 
genügend  genau  setzen  darf: 

und  man  erhält  deshalb  für  den  in  Fig.  135  dargestellten  Fall  einer 
durch  drei  Geschosse  reichenden  Treppe,  deren  unterste  Wange  bei  0 
ein  wagerechtes  Gleitlager  erhalten  möge  (weshalb  X^  =  0  wird),  die 

2X,  +  X,  =  X,, 
X,-{-2X,-\-X,  =  X,. 
X,^2X,  +  X,  =  X,. 
X,  +  2X,-^X,=X,, 
A'  +  2X.  =  X. 


6X,=  5X,-^X,-\-SN,-2X,-\-  N,, 
6X3  =  -  4X,  +  8X3  -  6.V,  +  4X,  -  2  Xe, 
6 A',  =  3X,  —  6 A3  +  9A,  —  6A5  +  3  Ag. 
QX,  =  -  2X,  +  4  A3  -  6  A,  +  8  A,  -  4  A^, 
6^6  =  ^\  -  2^^;  +  3  A;  -  4  A5  +  5  Ae. 
Drückt  man  die  A  durch  die  T  aus,  so  findet  man: 


^^''  =  T^'-'"^' 


10^ 
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H^=  57,  _  97;+  IT,-  57;+  37;-  7;, 
^3  =  -^^i  +  12r3-14r3  +  107^,-  67:  +  27'e, 
H,=  ST,—  9T, +  157;  — 157,+  97;  — 3^6, 
H,=-2T,-{-  6T,-107;  +  147;-127;  +  4Te, 
H,=         T,—    37,+    57^3-    77,+    QT^-öTe, 

und  erhält  nun  für  c,  und  c,  O'gl-  Seite  145)  nach  leichter  Zwischen- 
rechnung die  Formel 

Co 


^^ 

» 

^1 

^,* 

1 

1 

^12.6 

Fi^ 

'.  139. 

so  entsteht 


■wobei  das  obere  Vorzeichen  Cj  liefert,  das  untere  Cj,. 

Ist    beispielsweise    tg  a  ^  0,6    und    erhalten    die 
Podestträger  das  Xormalprofil  Xr.  23.  Fig.  139,  mit 

e^  =:  51  mm,  e„  =  115  mm, 

,h  =  191  cm*,  J„  =  3657  cm*, 

a,  =  ~r  [T;  +  0.0577.  +  0,0477,.+  ,  +  OroqM. 
a^  =  |j  [T;  —  0.0477.  —  0,05 77.+^  +  0,5r^6]. 

Insbesondere  ergibt  sich  für  die  Beanspruchung  c,  des  Podest- 
trägers 1  (auf  deren  Berechnung  wir  uns  hier  beschränken  wollen) 
wegen  H,=  H,=0  imd  77.+,  =  77,: 

(IV)  a,=^"jjr+r'].  wo 

(V)  r  =  1.20  J\  —  0.36  V,  +  0.28  T'g  —  0.20  F,  +  0.12  V,  —  0,04  F^, 

(VI)  F"=  ^  6(57,  -  1,8g,  +  l,4ry3  -  I.O7,  +  0.675  -  0.27e). 

Der  erste  dieser  beiden  Ausdrücke,  nämlich  F',  hängt  nur  von 
der  Belastung  der  Wangen  ab,  der  zAveite  von  der  Belastung  der  Podeste. 

Liegt  eine  die  Wangen  entlang  wandernde  Last  P=  1  (Fig.  140) 
zwischen  dem  zweiten  und  dritten  Podeste  im  Abstände  x  von  Träger  2, 

/ X  T 

so  erzeugt  sie  F,  =  1 — ^ — und   1^3  =  1  ^,  während  alle  übrigen  F 
Null  werden.     Es  entsteht  dann 

r  =  —  0,36  '-^  +  0,28  ^, 
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das  ist  eine  Funktion  ersten  Grades  von  er, 
woraus  folgt,  daß  die  zur  Wange  2 — 3  ge- 
hörige Einflußlinie  für  V  eine  Gerade  ist,  die 
bei  X  =  0  und  x  =  I  die  Ordinaten  —  0,36 
und  -{-  0,28  besitzt.  Auf  diese  Weise  ge- 
langt man  zu.  der  in  Fig.  140  dargestellten 
Einflußlinie  für  F';  sie  ist  durch  die 
Koeffizienten  der  Größen  V  in  Gleichung 
(VI)  bestimmt.     Ihr  Flächeninhalt  ist 


r^JTddie 


^  =  I\  1,20  —  0,36  +  0,28  —  0,20  +  0,12 


0,04]  _ 
2    J~ 

tfällt 
le: 

5  =  4[i.20  4 


1,02/. 

Hiervon  entfällt  auf  den  positiven  Teil  der 
Einflußfläche: 

1,202 


0,282 


1,20  +  0,36 

0,282 


0,36  +  0,28 
0,122 


0,28  +  0,20 
0,122      - 


1,27/, 


'  0,20  +  0,12    '   0,12  +  0,04. 

und    auf    den    negativen  Teil   (absolut  ge- 
nommen) 

g  =  l,27/  — 1,02/ =  0,25/. 
Wir  zerlegen  nun  die  Belastung  der  Wange  in 

die  ständige  Belastung  g  für  die  Einheit  der  Länge  / 
und     „    bewegliche      „         p    „      ,,         „  „        ,.       /, 

setzen  p -\- g  =z  q  und  belasten,   um   das  größte   a^   zu    erzielen,    die 
positiven  Beitragsstrecken  mit  q,  die  negativen  mit  g.   Wir  erhalten  dann 

n,a.V'  =  q^—g%  =  (1,27  q  —  0,25  (/)  /. 

+  - 

Sind  /  und  q  die  ständige  und  bewegliche  Belastung  für 
den  Podestträger,  so  wird  V"  ein  Größtwert  mit  q^=q^^q^=z  q 
und  q^  =  q^  =  q^  ^=  g\  und  zwar  ergibt  sich 

.^V"=~bilq-Sg'), 

also  schließlich: 

■     -^i=|yJ(l'27?-0,25(/)/  +  (7  9'-3/)^]. 

Wird  das  Eigengewicht  der  Treppe  für  das  qm  Grundfläche  zu  200  kg 
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angenommen,  die  bewegliche   Belastung  zu  800*),  so  ist,  mit  den  in 
der  Fig.  135  angegebenen  Abmessungen,  für  die  Wange: 


und  für  den  Podestti'äger : 


7  =  200.^  =  140^,     5  =  (200  +  800)  ^  =  700 

2  m  ^     ^       ^  '  ^2  m 


•^  2  m ' 

q  =  (200  +  800)  ^  =  800  ^ . 
2  m 

Man  erhält  dann 

(1,27  n  -  0.25  //)  /  +  (7  r/  -  3  (/')  -|-  =  4781  l^g 

und,  wegen     "  =  TT^  =  318, 

^  4-318  c.m^ 

Nach  der  gewöhnlichen  Berechnung  hätte  man  in  der  Mitte  des 
Podestti'ägers  die  Belastung  T^  =  ql  angenommen  und  die  Kräfte  X  =  0 
gesetzt.     Dann  wäre  entstanden 

und  hieraus  hätte  sich  Ci=  790  kg/cm  ^  ergeben,   d.i.   ein  um  etwa 
49%  zu  kleiner  Wert. 


§  15. 

Berechnung  der  Verschiebungen  von  Punkten  gerader  Stäbe  und 

der  Drehungswinkel  von  Tangenten  an  die  Stabachse. 

1)  Umformuiig  der  Grieiciluiigen  (37)  und  (38)  im  §  12.  Um  die 
Verschiebung  h„  eines  in  der  Kräfteebene  gelegenen  Stabpunktes  m 
nach  einer  in  die  Kräfteebene  fallenden  Richtung  mm'  zu  berechnen, 
bringe  man  im  Punkte  m  eine  durch  m'  gehende  Last  „Eins"  an  und 
bestimme  die  hierdurch  hervorgerufenen  Auflagerkräfte  C\  Biegungs- 
momente M  und  Längskräfte  ^Y.  Sodann  erhält  man  für  den  Fall 
daß  die  Gleichung  (41)  und  (42)  auf  Seite  92  gültig  sind: 

(54)     h„  =1  -^^  4- j  -^j-  +  j  £  t.^dx  +  jtM-^dx-L, 

*)  Die  Treppe  diene  zur  Beförderung  schwerer  Lasten. 
**)  Ganz  ebenso  werden  die  übrigen  Podestträger  untersucht.     ^Yiv  fanden  für 
sie  etwas  geringere  Beanspruchungen. 


I 
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wobei 

X=  virtuelle  Arbeit  der  Auflagerkräfte  G, 

N  =  Längskraft,  1  hervorgerufen  durch  die  wirkliche 

M=  Biegungsraoment  j  Belastung, 

während  ^o  nnd  A^  die  auf  Seite  92  erklärte  Bedeutung  haben. 

Die  Gleichung  (54)  ergibt  sich  aus  der  Gleichung  (37)  Seite  84 
mit  Beachtung  der  Gleichung  (46)  und  (47)  Seite  94. 

Ist  der  Stab  (oder  die  Stabverbindung)  statisch  unbestimmt,  so 
dürfen  bei  der  Berechnung  der  C,  M  und  N  aUe  statisch  nicht  bestimm- 
baren Größen  gleich  Null  gesetzt  werden,  wobei  es  freisteht,  in  welcher 
Weise  der  Stab  in  einen  statisch  bestimmten  Hauptträger  verwandelt 
wird. 

Man  darf  auch  schreiben  (nach  Gleichung  38): 

N     'bN  ,     ,    f  M    dM  ,     ,    r  .   dN_ 


,    f  M    dM  ^         ^  dC  ^ 


wobei  P„  eine  in  m  angreifende,  durch  m  gehende  Last  bedeutet, 
welcher  nötigenfalls  nach  Ausführung  der  Differeatiation  der  Wert 
Null  beizulegen  ist. 

2)  Drehung  einer  Tangente.  Der  Winkel  t„,  um  welchen  sich 
die  im  Punkte  m  an  die  Stabachse  gelegte  Tangente  bei  der  Form- 
änderung des  Stabes  dreht,  ist  gegeben  durch  die  Gleichung 

,^,   ,            [NNdx  ,    [MMdx  ,    f    ,r-.^     ,    r         F  ,         - 
(54a)  T„=j-^^-^J^^ ^j  ^t.Ndx^j  sM-^dx  —  L, 

wobei  i\^=::  Längskraft,  \  ■    n  -,        ■,         ■  m-  i        üi* 

,^      -D-    ®  '         ,)  infolge  der  wirkhchen  Belastung, 

lf=  Biegungsmoment  J  °  °' 

jV==  Längskraft,  1  für  irgend  einen  Querschnitt  des 

AI  =  Biegungsmoment  j  Hauptträgers, 

falls  auf  letzteren  ein  im  Punkte  m  angreifendes  Kräftepaar  wirkt, 
dessen  Moment  Tl„  =  l  ist  (vgl.  Seite  87). 

L  bedeutet  die  virtuelle  Arbeit  der  gleichzeitig  mit  A'^  und  M  ent- 
stehenden Auflagerkräfte. 

Man  darf  auch  schreiben,  entsprechend  Gleichung  (38  a)  und  mit 
Hinweis  auf  Gleichung  (55), 

,    f    At     dM   ^ 
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wobei  das  ]\[oinent  9.1(\„  nach  Ausfüliruii^  der  Differentiation  gleich 
Null  zu  setzen  ist,  wenn  das  im  Punkte  m  angenommene  Kräftepaar 
in  Wirklichkeit  nicht  vorhanden  ist. 

3)  Handelt  es  sich  um  einen  Körper,  der  aus  einem  Fachwerke 
und  aus  einem  oder  mehreren  auf  Biegungsfestigkeit  beanspruchten, 
geraden  Stäben  besteht,  so  tritt  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (54) 
und  (54a)  noch  der  Wert  hinzu: 

auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (55)  der  Wert 

und  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (55  a)  der  Wert 


S  bedeutet  die  gleichzeitig  mit  N  und  M  entstehende  Spannkraft 
eines  Fachwerkstabes. 

Bei  Anwendung  der  Gleichungen  (55)  und  (55a)  dürfen  die  statisch 
nicht  bestimmbaren  Größen  X.  als  Konstauten  aufgefaßt  werden;  es 
genügt,  die  Integrale  und  Summen  über  den  statisch  bestimmten  Haupt- 
träger auszudehnen. 

Aufgabe  1.  Der  in  Fig.  141  dargestellte,  ursprünglich  wagerechte 
»Stab  mit  einem  eingespannten  und  einem  freien  Ende  sei  gleichmäßig 
und  außerdem  im  Punkte  Ä  mit  P  belastet.  Gesucht  die  senkrechte 
Verschiebung  8  des  Punktes  A.  E  und  J  seien  konstant;  Verschie- 
bungen der  Stützpunkte  seien  ausgeschlossen,  hingegen  soll  eine  un- 
gleichmäßige Erwärmung  (nach  Fig.  77)  berücksichtigt  werden. 

Es  ergibt  sich 


M=  —  Px  — 


0 

px^        dM 


EJ 

0 


dP 


0  0 


*)  At  =  t^  —  <2i  wobei  ^1  =  Temperaturänderung  für  den  untersten,  f^  desgl. 
für  den  obei-sten  Punkt  des  Querschnittes. 
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Mit  Hilfe  dieser  Gleichung  findet  man  für  einen  ungleichmäßig 
erwärmten  und  gleichmäßig  belasteten,  bei  Ä  frei  aufliegenden,  bei  B 


Fig.  141. 


Fig.  142. 


wagerecht  eingespannten  Balken  (Fig.  142),  dessen  linke,  ursprünglich 
in  der  Wagerechten  durch  B  gelegene  Stütze  sich  um  5  gesenkt  hat, 
die  Beziehung: 


.  P    /       Ä    .pl\         ^^    l 


und  hieraus  die  Auflagerkraft 

_  3^Z        ?>EJ 

Aufgabe  2.    Es  soll  die  Senkung  5  des  Punktes  A  des  in  Fig.  143 
dargestellten,  mit  P  belasteten,  festen  Krahnes  berechnet  werden. 


h+^^*^]- 


Fig.  143. 

Verschiebungen  der  Stützpunkte  und  Temperaturänderungen  seien 
ausgeschlossen.    Es  seien 

F  und  J  =  Inhalt  und  Trägheitsmoment  des  Querschnittes   von 
Stab  Aa 
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I\  und  Jj  =  Inhalt  und  Trägheitsmoment  des  Querschnittes  von 

Stab  CE. 
F^  =  Inhalt  des  Querschnittes,  .s  =  Liinge  von  Stab  BD^ 
E,  El.  E^  bedeuten  die  entsprechenden  Elastizitätsziffern. 
"Wir  wenden  Gleichung  (54)  an  und  setzen  L  =  0,  t^  ^=  0,  ^.t  =  0. 
M  und  X  entsprechen  der  Last  P  =  1 ,  und  es  folgt  ^V  =  PN, 
M=PTL  mithin: 

In  Fig.  143  sind  die  der  Last  P=l  entsprechenden  Momenten- 
flächen für  die  Stäbe  AC  und  CE  dargestellt;  sie  sind  bestimmt  durch 

J7ß  =  1  •  /j  =  ^loment  für  Querschnitt  B  und 
jJx,  :=  1  •  /  =       „  ,,    die  Querschnitte  zwischen  D  und  E. 

Die  Spannkraft  S  im  Stabe  BD  ist 

S  =  —  1 (folgt  aus  der  Bedingung  Sr  -\-  PI  z=  0), 

wobei  r  das  Lot  von  C  auf  BD. 

Es  folgt  nun,  wenn    /  CBD  =  a  ist, 

fürTen/.:J/=l..>.,    j^-^-^-,   A^=0; 
farTeiW,:.T7=l.--;^Z.,   /4^  =  ^, 


.bcosa  =  +  -cosa,    j  __  =  — cos^  a -^^ 


furTeiW3:3/=l--^-/,J^r^=3-^^, 

^        "^      /,     '     J  EF    ~  n    E,F,' 

für  Teil  /,:J/=l./,j^^--  =  -gr^, 

V__1      f^'dx  _     J,      . 
^  '   j    EF    ~ E,F,  ' 

für  Teil  ZJP  =  .v:  J7=0,  ^=  — -?=  — 


/■ 


r 
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Addiert  man  die  berechneten  Integrale,  so  erhält  man  nach  Glei- 
chung (I): 


Vr^  \EF 


cos'=  a 


■) 


Aufgabe  3.  Um  welche  Strecke  8  senkt  sich  der  Mittelpunkt  S 
des  Balkens  AB  des  in  Aufgabe  9  (§  14)  behandelten  Krangerüstes? 

Bezüglich  aller  Bezeichnungen  wird  auf  §  14  verwiesen;  die  dort 
gezeigte  Berechnung  der  statisch  nicht  bestimmbaren  Auflagerkraft  -Y 


Fig.  144. 


A 

____,i?__ 

S 

-M ^ 

£ 

<--:&->- 

1 

Y 

II 

c 

,,:::. 

<# 

Fig.  146. 


■    \p 

P      ; 

Fig.  147.        -^X 


muß  der  Ermittlung  von  5  vorausgehen.  Hierauf  wird  die  Stabver- 
bindung statisch  bestimmt  gemacht,  beispielsweise  durch  das  bei  D 
(Fig.  144)  angeordnete  wagerechte  Gleitlager,  und  der  so  erhaltene 
Hauptträger  im  Punkte  5  mit  der  senkrechten  Kraft  „Eins"  belastet. 
Es  entstehen  bei  D  und  C  senkrechte  Gegendrücke  (=  ^),  welche  im 
Verein  mit  der  Last  „Eins"  Momente  M  und  Längskräfte  i\"  erzeugen, 
und  es  ergibt  sich  aus  diesen  —  wenn  Verschiebungen  der  Stütz- 
punkte und  Temperaturänderungen  unberücksichtigt  bleiben  sollen 

,^,  ,        [  MMdx    ,    f  XXdx 

^^^  ""=    "ET 


f  XXd. 
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wobei  M  =  Biegungsraoment  und  N  =  Längskraft  für  die  wirkliche, 
in  Fig.  103  dargestellte  Belastung. 
Füi'  die  linke  Hälfte  des  Stabes 

AB  ist  ~=0.  F=l-j%  M=M,  —  Xh  und 
11  1 

JMMdr^  =  :^/(-^4  -  A-A)  1  rfx  =  2^  (JM,  xär,  -  ^)  ■ 

0  0  u 

3/(,  bedeutet  die  Ordinate  der  früher  erklärten  einfachen  Momenten- 
fläche ALB  (Fig.  104  und  Fig.  145),  welche  durch  die  Mittelscnk- 
rechte  in  zwei  Teile  zerlegt  wird,  deren  Inhalte  =  F'  und  =  F'\  und 
deren  Schwerpunktsabstände  von  den  benachbarten  Aullagersenkrechten 

^  e' und  =  e"  sind.    Da  nun  F'e  =  \  M^xdx  ist,  so  ergibt  sich  für 

0 

die  Hnke  Hälfte  des  Stabes  AB: 

i^     _ 

f  MMdx  _      1     (j^,  , _  Xhl'\ 
J      EJ      ~  '2EJ  \     '^       ^^  ~/ ' 

und  für  den  ganzen  Stab: 

J      EJ      ~  2EjV'^^  ^  4      J 

Für  den  Stab  AD  ist:   ^V=  — ^,  37=0,  X= ^^    (vgl. 

Seite  117  und  Fig.  103)  und 

XNdx        Rb'       h 


/- 


EF  21     E^F^' 

1       TT       .      ,.  Bd 


und  dem  Stabe  BC  entspricht:   X= — ,  J/=0,    N  = 

NNdx        Rd       h 


I- 


EF  21     E^F^ 

Für  beide  Stäbe  erhält  man  zusammen: 

[  NNdx        R       Ä     ,  ,  ,    , ,,  Rh 


J     EF  21    E,F^ 

'obei  i?  =  Summe  aller  auf  den  Balken  AB  wirkenden  Lasten. 
Nach  Gleichung  (I)  ist  nun 
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Die  einfache  Momentenf lache  für  zwei  in  bezug  auf  die  Mittel- 
senkrechte gleich  gelegene  Lasten  P  ist  ein  Trapez  mit  der  Höhe  Pa 
(Fig.  146),  und  für  dieses  ist 

F  e  =  Pa-^-   . Pa-  —  -^  = ^-^. ^  =  F  e\ 

2     4  2     3  24 

Da  nun  diesen  beiden  Lasten  die  Werte  entsprechen: 

R  =  2P  und 

X  =  — ^     /"^l,    ^ y—  (nach  Gleichung  (IV)  und  (V) 

auf  Seite  118),  so  folgt  die  durch  beide  Lasten  erzeugte  Verschiebung  8: 
Ph  1       /Pft(3/^  — 4a^)        Pahl\ 

"K^^'^^^Ejy  12         "         4{x    /' 

wobei 

.    .    2     J     E     h    .      J 


\     l     '    Fh'' 


ist. 


Zu  dieser  Senkung  liefern  beide  Lasten  den  gleichen  Beitrag,  so 
daß  eine  Last  Pnur  eine  halb  so  große  Senkung  hervorbringt,  nämlich: 

Die    einfache    Momentenfläche    für    eine    gleichmäßige    Last 
{==  g  für  die  Längeneinheit)  ist  eine  Parabelfläche  (Fig.  147)  mit  dem 

Pfeile  ^V~''  ^^^  ^^^^®  i^^ 

o 

F=  F   ==  — =  - — . 

3      8      2        24  ' 

,_  „    _^    L  —  ^ 
^""^      ""8  "2"  16' 

gl^     öl        bgl^ 


F'e-^F"e"=2 


24      16         192  ' 

und  weiter  erzeugt  diese  gleichmäßige  Last: 

R  =  gL    ^  =  ^^-  (Q'^ch  Gleichung  (VI),  Seite  118), 
und  die  Durchbiegung 

^     -•  ~  2F,F,  "^  2EJ  L  192         48(x  J 

~  2E,F,~^  384:EJ 


glh       ,        gl'       (o-±). 
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Aufgabe  4  (Fig.  148).  Eiu  ursprünglich  wagerechter,  bei  B  fest 
eingespannter,  bei  A  freier  Stab  ist  gleichmäßig  mit  p  für  die  Längen- 
einheit belastet  und  wird  außerdem  im  Punkte  A  durch  eine  Einzel- 
last P  und  ein  Kräftepaar,  dessen  Moment 
=  il/j  ist,  beansprucht.  Gesucht  ist  der 
Neigungswinkel  t  der  in  A  an  die  elastische 
Linie  gelegten  Tangente.  Temperaturände- 
rungen und  Nachgeben  des  Widerlagers 
seien  ausgeschlossen.  Da  .Y=  0  ist,  so  folgt 
aus  Gleichung  (55a): 


Fig.  148. 

J  EJ 

0 

worein  zu  setzen: 

31  = - 

-Px- 

-  ~2 1' 

Es  ergibt  sich,  bei  konstantem  EJ^ 


PP 


Mj) 


§  16. 

Aufgaben  über  krumme  Stäbe  mit  im  Verhältnis  zu  der 

Querschnittshöhe  großen  Krümmungshalbmessern. 

Ist  ein  einfach  gekrümmter  Stab  symmetrisch  in  bezug  auf  die 
die  Stabachse  enthaltende  Kräfteebene,  so  dürfen,  bei  im  Verhältnis  zur 
Querschnittshöhe  großen  Ki"ümmungshalbmessern,  die  senkrecht  zur 
Querschnittsebene  wirkenden  Spannungen  mit  Hilfe  der  für  den  geraden 
Stab  entwickelten  Gleichung 

Mv     ,    N 

berechnet  werden,  und  ebenso  ist  es  zulässig,  bei  Bestimmung  von 
statisch  nicht  bestimmbaren  Größen  und  von  Verschiebungen  8  und 
Drehungen  x  die  Gleichungen  (49)  bis  (53)  und  (54)  bis  (55a)  an- 
zuwenden. Für  alle  im  Brückenbau  und  im  Hochbau  vorkommenden 
Bogenträger  ist  diese  Vereinfachung  der  im  §  21  abgeleiteten  genaueren 
Theorie  statthaft. 
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N^ 

*T 

J5 

-^ 

Ä- 

V 

/^ 

r 

-r 

^ 

^ 

*^ 

Fiff.  149. 


AVird  das  Element  der  Scliwerpunktsachse  des  gekrümmten  Stabes 
mit  ds  bezeichnet,  so  ist  in  den  genannten 
Gleichungen  dx  durch  ds  zu  ersetzen. 

In  den  nachstehenden  Aufgaben  werden 
die  zu  untersuchenden  Bögen  auf  recht- 
winklige Koordinaten  (a-,  ij)  mit  wagerechter 
.r-Achse  bezogen.  Der  Neigungswinkel  der 
in  irgend  einem  Punkte  I)  der  Bogen- 
achse  an  diese  gelegten  Tangente  gegen  die 
Wagerechte  wird  mit  cp  bezeichnet.  Bedeutet 
dann  für  das  Bogenstück  AI)  links  von  D 
(Fig.  149): 

V  die  Mittelkraft  aus  sämtlichen  senkrechten  äußeren  Kräften, 
R   „  „  „  „  wagerechten        „  „ 

und  wird  V  nach  oben  und  R  nach  rechts  positiv  gezählt,  so  muß 
die  den  Querschnitt  bei  D  beanspruchende  Längskraft  i^  der  Gleichung 
genügen 

A"-f-  Fsin  9  +  iZcos  9  =  0, 

die  man  erhält,  indem  man  die  Summe  sämtlicher  auf  das  Stück  AI) 
parallel  zu  N  wirkenden  Kräfte  gleich  Xull  setzt,  und  aus  der  sich 

(56)  iV^= — Fsin9  —  IT  cos  9 

ergibt. 

Aufgabe  1.  Ein  kreis- 
förmiger Bogenträger  mit 
Kämpfergelenken,  aber  ohne 
Scheitelgelenk,  ist  in  bezug 
auf  die  Mittelsenkrechte  sym- 
metrisch und  trägt  auf  der 
Unken  und  rechten  Hälfte 
gleichmäßig  über  die  Sehne 
AB  verteilte  Lasten  %.^  und 
■x^  für  die  Längeneinheit. 
Die  Kämpfer  sind  durch  eine 
Stange  verbunden.  Bei  B 
ist  ein  festes,  bei  A  ein  wage- 
rechtes (reibungsloses)  Gleit- 
lager angeordnet,  Fig.  150. 
Gesucht  ist  die  Spannkraft  X^ 
in  der  Stange  AB. 

Wir  nehmen  zunächst  an,  es  sei  x^  =  x^  =  x  und  finden  mit  den 
aus  der  Fis;.  151  ersichtlichen  Bezeichnungen  für  einen  Querschnitt  I>, 


Fig.  150. 


Fig.  151. 
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im  Abstände  r  vom  Scheitel,  das  Biegungsmoment 

M=  ,a{a-x)-^  ia-x)^^-X{f-y) 

(«2 x^)  ,,   ,.  .        ,     . 

=  -  ^ g—        —^U  —  .'/)'    ^-   1- 

(I)  J/=  ;:;:  -^-  (sin-  9o  —  sin-  9)  —  Xr  (cos  9  —  cos  90). 

Die  Mittelkraft  der  auf  das  Stabstück  AI)  wirkenden  senkrechten 
äußeren  Kräfte  ist 

r=  A  a  —  X  (a  —  -p)  =  ^x  =  X?'  sin  9, 
und  es  ergibt  sich   daher  die  Längskraft  N  für  den  Querschnitt  D 
mittels  Gleichung  (56): 

(II)  X  =  —  X  /•  sin  -  9  —  X  cos  9. 

Fassen  wir  jetzt  X  als  Auflagerkraft  auf  und  bezeichnen  mit  Aa 
die  "Verlängerung  der  Sehnenhälfte  0,  so  ist  die  virtuelle  Arbeit  der 
auf  die  linke  Stabhälfte  wirkenden  Auflagerkräfte,  bei  festliegend  an- 
genommenen Linien  BB  und  AB: 

L'  =  —  Xäa, 
und  es  ergeben  sich  für  den  Zustand  X  =  1  die  Werte 

M' =  —  r  (cos  9  —  cos  9o),     N' =  —  cos  9,     L' =  —  Aa. 
Die  für  den  Fall  einer  gleichmäßigen  Erwärmung  des  Bogens 
um  t  Grad  gültige  Gleichung 

welcher  die  Unbekannte  X  zu  genügen  hat,  geht,  wenn  E^  F  und  J 
für  alle  Bogenquerschnitte  gleich  groß  angenommen  werden,   über  in 

(UT)      Aa=   -,-,  /  cos  9  ( —  xr  sin^  9  —  X  cos  9)  rdc;> 
0 

+  ^jj^(cos9-cos9o)|^^(sin2  9o— sin2  9)— JCr(cos9-cos9o)Jr6/9 
0 

<Po 

-\-£t    cos  <pds; 

ö 
die  in  derselben  vorkommenden  Integrale  erstrecken    sich    nur    über 
die  linke  Hälfte  des  lYägers.     Die  Verlängerung  Aa  der  Hälfte   der 
Stange  A  B,  deren  Querschnitt  =  Fq  und  deren  Elastizitätsmodul  =  E 
sein  möge,  ist 

Xa 
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wobei  angenommen  wird,  daß  sich  nur  der  Bogen  um  t  erwärmt, 
während  die  Anfangstemperatur  der  Stange  ungeändert  bleibt*).  Es 
geht  Gleichung  (III)  über  in 

«Po  fPo 

0  0 

zr^   f 
+  2^jJ  (sm-  9o  —  sm-  9)  (cos  9  —  cos  Oo)  do 

0 

tpo 

Xr^  f 

/  (cos  9  —  cos  9o)"f/9  +  eta. 


EJ. 

0 


Nun  ist: 


cpo 

/  sin 2  9  cos  9C?9  ^  —  sin^  Oq. 
0 

cpo 

/  (sin-  9o  —  sin 2  9)  (cos  9  —  cos  90)  f/9  = 


+  "2-90  cos  9o  cos  2  9o 2"  ^^^  ?ö  ^°^   9p' 


j  (cos  9  —  cos  9o)  2  c?9  =  -^  9o 2~  ^°^  ?«  ^^^  ^"  +  ?»  ^^^^  ?•" 


und  es  ergibt  sich  somit,  wegen  ö'=rsin9o: 

]i! xr  -{-2zE-^t  sin  90 
X= 


wobei 

(jl'  =  I  sin  ^  9o  +  i  9o  cos  90  cos  2  90  —  ^  cos^  90  sin  90  —  |  ^^77,  sin^  9^  und 

ij."  =  9o  —  3  cos  9o  sin  90  +  290  cos^  90  +  -^  (90  +  sin  9«  cos  9«) 

+  2^^sin9o**). 


*)  Bei  gleicliinäßiger  Erwärmimg  von  Stange  imd  Bogen  ist  der  unbelastete 
Träger  spannungslos.  Es  ist  zu  empfehlen,  einen  Unterschied  der  Temperaturen  von 
Bogen  und  Stange  von  /  =  + 10°  bis  ±  15°  Celsius  in  Eechnimg  zu  stellen. 

**)  Die  von  —^  abhängigen  Glieder  der  Ausdrücke  (j.'  und  ij."  dürfen  in  der  Regel 

vernachlässigt  werden. 

Müller-Breslau,  Festigkeitslehre.    4.  Aufl.  11 
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Der  Einfluß  einer  Teniperaturanderung  ist  für  sich  allein 
JY  =  2 £^ -^r~v  i  sin  ©o 
und  der  Einfluß  der  Belastung: 

Zu  letzterem  Werte  liefern  die  auf  beiden  BogenhäKten  ruhenden 
Lasten   \a  den  gleichen  Beitrag:  —  ^xr\  wirkt  auf  die  eine  Hälfte 

l     fX 

(wie  in  Fig.  150)  die  Last  v^r/  und  auf  die  andere  die  Last  z^a.  so 
entsteht  demnach 

A-  =  l  4, •(..  +  .,). 

Handelt  es  sich  um  die  Berechnung  eines  Dachbinders,  dessen 
Eigengewicht  =  </,  und  dessen  gesamte  Belastung  =  q  für  die  Längen- 
einheit der  Sehne  ^^ist,  so  genügt  es,  die  Werte  X  üf  und  N  sowie 
die  Spannungen 


J    ~^  F 
Me^       N 


vgl.  Gleichung  (41)  Seite  92  und  Fig.  77 


für  ZAvei  Belastungsfälle  zu  berechnen. 

Mau  setze  einmal 

M=^  und  x^=q 
und  hierauf 

-1  =  -2  =  ?• 

(Bei  beträchtlicher  Pfeilhöhe  ist  noch  der  Einfluß  schräger  Wind- 
drücke mit  Hilfe  einer  besonderen  Untersuchung,  die  ähnlich  durch- 
zuführen ist,  wie  die  vorstehende,  festzustellen.) 

Aufgabe  2.  Ein  in  bezug  auf  die  Senkrechte  durch  die  Mitte 
symmetrischer  Parabelbogen  ist  an  den  Enden  fest  eingespannt  und  im 
Scheitel  mit  einem  Gelenke  versehen;  es  sollen  die  durch  eine  senk- 
rechte Einzellast  P  und  durch  Temperaturänderung  hervorgerufenen 
Stützendrücke  E^  und  K^  ermittelt  werden,  Fig.  152. 

Die  3  Kräfte  K^,  K^  und  P  müssen  sich  in  einem  Punkte  C 
schneiden.  Liegt  P  links  vom  Scheitelgelenk  S,  so  geht  der  Auflager- 
dnick  K^  durch  S;  er  möge  im  Punkte  S  in  die  senkrechte  Seiten- 
kraft B  und  in  die  wagerechte  Seitenkraft  H  (Horizontalschub)  zerlegt 
werden.  Sind  B  und  H  gefunden,  so  ist  das  aus  P,  K-^  und  K^  be- 
stehende Kräftedreieck  bestimmt  und  die  gestellte  Aufgabe  gelöst. 

B  und  if  sind  statisch  nicht  bestimmbare  Größen;  sie  sollen  unter 
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der  Voraussetzung  berechnet  werden,  daß  die  Stützen  starr  sind  und 
der  Bogen  gleichmäßig  erwärmt  wird;  dann  gilt  die  G-leichung 
Mds   cM  .    fNds  dN  ,      .  f .   dN 


(I) 


0 


dX 


[Mds   cM  ,    [Nds  dN  ,        r, 
JlEj'dX-^J  EF'dX-^'*]'^' 
in  welche  erst  X  =  B^  dann  X  =  J7  zu  setzen  ist. 

Ist  der  Scheitel  der  Ur- 
sprung eines  rechtwinkligen 
Koordinatensystems,  so  ergibt 
sich  für  den  bei  x  gelegenen 
Bogen  querschnitt  das  Biegungs- 
moment: 

M=Hy-]-Bx—M,, 

wobei  ( —  J/o)  das  Biegungs- 
moment für  den  Fall:  H=0 
und  B=  0  bedeutet.  Für  alle 
Querschnitte  rechts  von  P  ist 
Mq  =  0,  und  für  die  links  von 
P  gelegenen  Querschnitte  ist 
31,,  gleich  der  Ordinate  einer 
Geraden  C^A^^  deren  Endordi- 


die  Spitze  C^   senkrecht  unter 
der  Last  P  liegt. 

Die  Längskraft  X  ist  für  einen  Querschnitt  rechts  von  C  (wenn 
9  den  Neigungswinkel  der  in  x,  y  an  die  Bogenachse  gelegten  Tangente 
gegen  die  x-Achse  bezeichnet) 

X=Bsm<p  —  Hcoso 
und  für  einen  Querschnitt  links  von   C 

X=  {B  —  P)  sin  9  —  iJcos  9; 

dN  c  V 

beide    Male    ist    — 7--,=  sino    und    .  ^^=  —  cos  9 
C  n  c  Jd 

dB" 

X=  H  die  beiden  Bedingungen : 

fNdy 
'^J  1 


Da    nun    weiter 


X  und  ^-^=  y  ist,  so  folgen  aus  Gleichung  (I)  mit  X  =  B  und 


0 


fMxds 


=i 


Myds 


EF 
iNdx 


ztjdy, 


zt  /  dx: 


EJ       J  EF 

sie  sollen  mit  Yernachlässigung  der  von  X  abhängigen,  das  Endergebnis 

11* 
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nur  wenig  beeinflussenden  Integrale  aufgelöst  werden;   außerdem  soll 

--  = gesetzt  und  Jcos  o  =  Konst.  =  J'  angenommen  werden*). 

J      Jcos  9 

Es  gehen  dann,  wegen  j  dy  =  0  und  j  (J.r  =  /,  obige  Gleichungen 

über  in:  . 

0  =  /  (////  -|-  Bx  —  J/o)  xdx, 

0  =  /  (if//  +  Bx  —  Mo)  fjdx  —  zEJ'tl. 

Da  die  ?/- Achse  eine  Symmetrieachse  ist,  so  folgt  j  yxdx  =  0  und 
\xdx  =  0^  und  es  ergibt  sich  aus  der  ersten  Gleichung 

/  Moxdx 
(II)  B 


und  aus  der  zweiten 

(HI)  H: 


I  x^dx 

fMoydx-{-eEJ'tl 
I  y^dx 


j  Moxdx  bedeutet  das  statische  Moment  des  Dreiecks  C^A^A^  in 
bezug  auf  die  ^/-Achse;  es  ist  also 


r    _     ,          ^     a  (  l         a\       Pa2(3/  — 2a) 
JM,xdx  =  Pa-{^-^--)= ^2 


und 


f  f  1^ 

x^dx  =  2  j  x'-dx==  ^r^,  mithin  folgt 

-ii  0 


/^ 


Diese  Gleichung  gilt  bei  beliebiger  Form  des  symmetrischen 
Bogens;  sie  liefert  den  senkrechten  Widerstand  des  rechtsseitigen  Auf- 
lagers.    Zerlegt  man  K^  in  A  (senkrecht)  und  H  (wagerecht),  so  folgt 


(Y)  A  =  P-B-  ^3 


_  Ph'{3I  —  2b)  **N 


*)  Es  handle  sich  um  eine  erste  Überschlagsrechnung. 

**)  Die  für  die  senkrechten  Auflagerdrücke  Ä  und  B  abgeleiteten  Ausdrücke 
stimmen  mit  denen  eines  wagerechten,  an  beiden  Enden  eingespannten,  durch  eine 
senkrechte  Last  P  beanspruchten  Balkens  überein  und  bleiben  auch  bei  fehlendem 
Scheitelgelenke  .S'  gültig,  wie  der  Verfasser  in  der  Abhandlung:  „Elastizitätstheorie 
der  Tonnengewölbe",  Zeitschrift  für  Bauwesen  1881,  nachgewiesen  hat.  Besondei-s 
wichtig  ist,  daß  die  Form  des  (symmetrischen)  Bogens  gleichgültig  ist. 
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Aus  Gleichung  (III)  ergibt  sich  der  durch  die  Belastung  erzeugte 
Horizontalschub 

\M^ydx 


jy^dx 


Für  den  Parabelbogen  ist  y  =  iJ—-,  wobei /"=  Pfeilhöhe,  und 
es  folgt 


/,^..  =  2/(i^). 


2x2  pi 


5    ' 

0 


\M,ydx  =  ^\M,xhlx. 


P  J 
(M^x^dx  bedeutet  das  Trägheitsmoment  des  Dreiecks  C^Ä^A^  in 

bezug  auf  die  ?/-Achse.    Der  Inhalt  dieses  Dreiecks  ist  ^  =  -^— ,  der 
Abstand   seiner  senkrechten  Schwerlinie  ss  von  der  /y-Achse:   e  = -^ 


a         ,      .    _ ,  .     ,  .         ^       -r.    n 


^  und  sein  Trägheitsmoment  in  bezug  auf  55:  S  =  Pft  ^\  es  folgt 

jM^x^dx  =  S  +  ge^'  =  -^g-  +  -g-  l^y  — -3-; 

_  Pff2(3/2— 4ft7  +  2r<^) 
~  24 

und  man  gelangt  zu  der  Gleichung 

(VI)  H=^^{U'-^al-^2a% 

welche  nur  anwendbar  ist,    sobald  P  links   vom  Scheitelgelenk  liegt. 
Befindet  sich  P  rechts  von  5,  so  ist 

Bewegt  sich  P  von  .S'  aus  nach  dem  linken  Auflager  hin,  so  be- 
schreibt der  Schnittpunkt  C  der  3  Kräfte  P,  Z^,  K^  eine  Linie  SS\ 
welche  die  Kämpferdrucklinie  genannt  wird;  ihre  Ordinate  t],  be- 

zogen  auf  eine  in  der  Entfernung  ^-  f  vom    Scheitel    gelegene    wage- 

o 

rechte  Gerade,  ergibt  sich  aus  der  Gleichung 

/  ^  ,    .         ,    .   .    .        B 


y /■—  -^  =  (y ~  ^0  ^^ ^'  '^^^®^  ^^^^H 


ist. 
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Man  findet 


(vn) 


3  f 


1 


2a  (2/  —  «) 
37^ 


und  kann  nun  Gleichung  (YI)  umformen  in 

Zur  Berechnung  der  -rj-Linie  diene  die  folgende  Tabelle: 


a 

■n 

a 

^ 

0 

0,600 

0,8 

0,909 

0,1 

0,642 

0,7 

0,976 

0,2 

0,687 

0.8 

1,047 

0,3 

0J36 

0,9 

1,121 

0,4 

0,789 

1,0 

1,200 

0,5 

0,847 

/ 

l 

'T 

■f 

'~2 

•/■ 

Um  mit  Hilfe  der  Kärapferdrucklinie  die  Lagen  der  einer  gegebenen 
Einzellast  P  entsprechenden  Kämpferdrücke  Ä\  und  K2  schnell  fest- 
stellen zu  können,  beachte  man  folgendes: 

Verbindet  man  die  Punkte  F^  und  F^^  in  denen  die  Auflager- 
senkrechten  von  den  Kämpferdrücken  geschnitten  werden,  durch  die 
„Schlußlinie"  F^F^^  zerlegt  K^  nach  senkrechter  Richtung  und  nach 
der  Richtung  der  Schlußliuie  in  B'  und  H\  so  findet  man,  indem 
man  die  Summe  der  Momente  aller  Kräfte,  in  bezug  auf  F^^  gleich 
Null  setzt: 

Pa 

B  l  —  Pa  =  Q  und  hieraus  B  =  — r—  • 

Verlegt  man  die  Kraft  H'  von  F^  nach  dem  Punkte  0,  in  welchem 
die  Schlußlinie  von  der  Senkrechten  durch  S  geschnitten  wird,  und 
zerlegt  sie  dort  in  H  und  in  eine  senkrechte  Seitenkraft,  so  erhält 
man  das  Biegungsmoment  in  bezug  auf  S: 

M=^  B'  -^ Hr  =  0  und  hieraus 

Die  Gerade  OB  schneidet  nun  auf  der  Lastsenkrechten  die  Ordinate 


^  =  ^-77  =  ^"^ 
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ab,  und  es  ergibt  sich  somit  folgende  einfache  Konstruktion  der  Lagen 
von  Kl  und   K^. 

Man  bringt  P  mit  der  Kämpferdracklinie  in  C  zum  Schnitt,  zieht 
die  Gerade  CSF.2,  setzt  die  Strecke  u  ab,  zieht  die  Gerade  DO  und 
von  F^  durch  O  die  Gerade  F^  F^ ;  man  erhält  in  F^  C  und  F^  C  die 
Richtungen  von  K^  und  K^.  Indem  man  diese  Konstruktion  für  ver- 
schiedene Lagen  der  Last  P  wiederholt,  kann  man  die  von  den 
Kämpferdrücken  K-^^  umhüllte  Linie  (Kämpferdrack-Ümhüllungslmie) 
zeichnen,  deren  hohe  Bedeutung  für  die  Theorie  der  gefährlichsten 
Belastung  bekannt  ist. 

In  gleicher  Weise  wird  verfahren,  wenn  sich  P  von  S  aus  nach 
F^   hin  bewegt. 

Der  durch  eine  Temperaturerhöhung  um  t  hervorgerufene,  durch  das 
Scheitelgelenk  S  gehende  Horizontalschub  H,  ist  nach  Gleichung  (IE) : 
^_  tEJ'tl 
jy^dx 
woraus,  mit  jißdx=^\f-l,  erhalten  wird: 


Ht 


r 

Aufgabe  3.  Es  wird  der  Einfluß  von  Verschiebungen  der  Wider- 
lager auf  die  Stützenwiderstäude  B  und  H  des  in  Aufgabe  2  behandelten 
Bogenträgers  gesucht.     Fig.  153. 

Mit  EJ' ^=  FJ  cos,  c;)  =  Ko7is f.  und  Vernachlässigung  von  J\"  be- 
stehen die  Gleichungen: 


f  M  ,  dM       1    r...   -bM      ,  ^„       1    r  ^^ 

V  -^"^'^3=  Er]  ^^^^^ ^B  ''""^  ^  =  -etJ  ^^^^ 


dM 
dH  ' 

wobei  L'  und  L"  die  virtuellen  Arbeiten  der  den  Zuständen  X'  ^^  1 
und  X"  =  1  entsprechenden  Auflagerkräfte  bedeuten,  während  (da 
die  Belastung  jetzt  =  0  vorausgesetzt  ist) 

Jf  =  Hy  -t-  Bx,  -j^  =  X  und  -^~  =  y 

wird.     Man  erhält 

EJ' L'  =  f  {Hy  -\-  Bx)  xdx ,     EJ'  L"  =  /  {Hy  +  Bx)  y  dx 
und,  wegen  f  yxdx  =  0^ 


^_JJJ'L'         12  EJ'L' 


und 


fx^dx  /3 

EJ'L"  _bEJ'L" 
fyhix   ~       pi 
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Fig.  153. 


Es  senke  sich  nun  (bei  relativ  fest  gelegenem  Stützpunkte  Ä)  der 
Stützpunkt  ^'um  8,    während   /  in  l-\^-M    übergehe,    und    sich    die 

Auflagertangenten  im  Sinne 
der  daselbst  wirksamen  Ein- 
spannungsmomente  M^  und  M^ 
um  die  Winkel  t,  und  t, 
drehen.  Beachtet  man  dann, 
daß  die  äußeren  Kräfte  nur 
im  Gleichgewichte  sein  können, 
wenn  bei  Ä  Auflagerdrücke 
wirken,  die  den  in  B  an- 
greifenden gleich  und  ent- 
gegengesetzt sind,  so  findet 
man  die  virtuelle  Arbeit  der  Auflagerkräfte 

31  =  iY^Ti  -f  J/2T2  —  HM  —  Bh, 
und  in  diesen  Ausdruck  sind  die  aus  den  Gleichgewichtsbedingungen 

i-==Ound  M,-Hf-{-B-^ 

folgenden  Werte 

M,  =  Hf+  B-^  und  21,  =  Hf—  B  ^ 

einzuführen,  so  daß  entsteht: 

^  =  ^{t  (^i  -  ^2)  -  5] + inn-^.  +  ^2)  -  A/]. 

(^l-^2)-Ö 


Hieraus  folgt  für  den  Zustand  B=l  der  Wert:  L' 

und    „     „         „       H=^l    „       „      L" 
und  es  ergibt  sich  mithin: 

QEJ' 

P 
bEJ' 


2 


+  T,)-A/. 


B  = 
H  = 


n 


Fig.  154. 


Aufgabe  4.  Ein  krummer 
Stab  ASB  ohne  Zwischenge- 
lenke sei  beliebig  belastet  und 
ungleichmäßig  erwärmt.  Ge- 
sucht ist  die  Änderung  AZ  der 
Sehne  ^B,  Fig.  154.  Die  Tem- 
peraturänderung folge  inner- 
halb eines  Querschnittes  dem 
in  Fig.  77  dargestellten  Gesetze. 
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Es  ergibt  sich  nach  Grleichun^ 
MMds     ,    f  yWäs 


M  = 


EJ 


W 


EF 


(54); 


+/ef«., 


wobei  M  und  JV^bzw,  das  Moment  und  die  Längskraft  bedeuten,  welche 
für  irgend  einen  Querschnitt  des  Bogens  durch  zwei  in  A  und  B  an- 
greifende, in  die  Gerade  AB  fallende,  nach  außen  gerichtete  Kräfte 
,,Eins"  hervorgebracht  werden. 

iSTun  ist  M=\  ■  y  und  X  =1  •  cos  9,  unter  9  den  Neigungswinkel 
der  an  die  Bogenachse  gelegten  Tangente  gegen  die  Sehne  AB  ver- 
standen, und  es  ergibt  sich  deshalb 

Myds    ,    f Ndx    ,    /'       ,      ,    i    .^V 


(57) 


A/ 


m+l- 


■/ 


h 


Beispielsweise  verlängert  sich 
die  Sehne  AB  eines  symmetrischen, 
durch  zwei  der  Scheiteltangente 
parallele  Kräfte  P  belasteten  und 
gleichmäßig  um  t  erwärmten  Bo- 
gens, Fig.  155  (wegen  J/=  Py 
und  N=  Pcos  9)  um 


(58  a) 


A/ 


'/^  +  ^/ 


dx  cos  9 


Fig.  155. 


+  £//. 


Setzt  man  Jcos  9  =  J'  und  i^'see  9  =  F'  und  führt  an  Stelle  der  ver- 
änderlichen Werte  J'  und  F'  konstante  Mittelwerte  ein,  was  in  allen 
Fällen  der  Anwendung  zulässig  ist,  so  folgt  bei  parabolischer  Achse 

(.it,=i£^ii): 


M  = 


xYdx^ 


P 

EF' 


dx  -\-  s,tl^  d. 


(58b) 


M 


8PfH  PI 

IbEJ'   "^  EF'  +'^^- 


Aufgabe  5.  Gesucht  ist  die  Änderung  M  der  Sehne  l  eines  be- 
liebig belasteten  und  ungleichmäßig  erwärmten  Bogens  ASB  mit 
Zwischengelenken,  Fig.  156. 

Der  Winkel  ^,  welchen  die  zu  beiden  Seiten  eines  Gelenkes  G 
an  die  Bogenachse  gelegten  Tangenten  miteinander  bilden,  ändert  sich 
im  allgemeinen  um  einen  endlichen  Wert  A  j^,  und  hierdurch  ver- 
größert sich  /  um  M  =  f^'^,  wobei  f  das  Lot  von  G  auf  l  bedeutet. 
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AVären  iüIl-  Ar  =^  0.  so  wurde  sich  der  Bogen  bezüglich  der  Änderung 

A/  genau  so  verhalten  wie  ein 
solclier  ohne  Zwischengelenke, 
und  es  würde  die  Gleichung  (57) 
gültig  sein.  Fügt  man  nun  zu 
dem  Ergebnisse  dieser  Gleichung 
den  von  den  Änderungen  sämt- 
licher Winkel  '^  herrührenden 
Wert  AZ  =  2/'A'3-,  so  erhält  man 
für  einen  Bogen  mit  beliebig 
vielen  Zwischengelenken: 


Fig.  156. 


(59)    .,^j^^+f^+f.,ä.+f. 


A/|-f/.s+2/-A^. 


Aufgabe  6.  Ein  dünner  Ring  werde  nach  Fig.  157  mit  zwei  ent- 
gegengesetzt gleichen  Kräften  P  belastet.  Wie  groß  ist  die  Bean- 
spruchung des  Ringes  und  die  gegenseitige  Yerrückung  5  der  beiden 
Angi'iffspunkte  A.  Vorausgesetzt  sei,  daß  der  Ring  in  bezug  auf  die 
Achsen  AÄ  und  BB  symmetrisch  ist. 


Fig.  158. 


Jeder  der  beiden  Querschnitte  B  wird  durch  eine  Längskraft  ^P 
und  ein  auf  statischem  Wege  nicht  bestimmbares  Moment  X  beansprucht, 
Fig.  158;  an  irgend  einer  Stelle  C  entsteht 


^  Py   und  X=^Pcos(f). 


(I)  31  =X 

Bei  Berechnung  von  X  darf  die  Formänderungsarbeit  der  Kräfte  X 
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vernachlässigt  werden.     Dann  ergibt  sich 

dÄ 


"^  j 


M     dM 

ET  dX  "^^ 


und  hieraus 


A 

•      jijds 


^  fds 

B 

Ist  /SÄ  die  den  Kräften  P  parallele  Schwerachse  des  Bogens  BÄ 
und  e  ihr  Abstand  von  B,  so  wird  sehr  einfach 


und  an  der  Stelle  C 


M: 


X  =  ^Pe 


Pri  (Fig.  157). 


Das  größte  Moment  entsteht  bei  Ä,  nämlich 
M=-~Pe,. 

Bei  Berechnung  der  Strecke  8,  um  welche  der  Durchmesser  ÄÄ 
zunimmt,  darf  ebenfalls  der  Einfluß  der  Kräfte  X  vernachlässigt 
werden.     Es  wird  dann 


dÄ 
dP 


-i 

A 


^/Kl)^- 


PT 
EJ  ' 


wo  T  das  Trägheitsmoment  des 
Bogens  BA  in  bezug  auf  die 
Achse  SS  bedeutet. 

Im  allgemeinen  findet  man 
die  Lage  der  SS  und  das  Trag-  ^- 
heitsmoment  T  am  schnellsten 
zeichnerisch  mit  Hilfe  von  Seil-  -P-^ 
polygonen.  Ist  dagegen  der  Ring 
kreisförmig,  Fig.  159,  so  ergibt 
sich 

/ .        2  \  2r 


159. 
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Die  Momente  bei  B  und  .1  sind 

-1/b  =^  -^  (l  -  1)  =  +  0.182 Fr-   M,  =  -  ^ 

und  das  Trägheitsmoment   T  wird  wegen 

2 


0,318  Pr, 


=  r(cos9--^) 


T=rj{.o.,-^)\l,  =  r^{^-^y 


J£, 


'(7ü^-8) 


4£'J' 


P)- 


wo  if„,„  =  J/^  =  -^  (absolut  genommen).    Ist  die  Stärke  des  Ringes 

=  h  und  liegt  der  Schwerpunkt  des  Querschnitts  in  der  Mitte  von  h 
so  ist  die  größte  Beanspruchung 

und  man  erhält  die  folgende  Beziehung  zwischen  a  und  8: 

2 


a  =  E 


8 


1,07  £•- 


dieselbe  ist  wichtig  für  die  Beurteilung  ringförmiger  Biegungsfedern. 


^       V 


j-  ..\. 


Fig.  161. 


Aufgabe  7.  Eine  Blattfeder  ÄBÄ  sei  nach  Fig.  160  zwischen 
zwei  Backen  eingespannt,  die  bei  &  gelenkartig  miteinander  befestigt 
sind  und  deren  Formänderungen,  verglichen  mit  denen  der  Feder,  als 
vemachlässigbar  klein  angesehen  werden  dürfen.    Die  Backen  werden 


i 
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durch  Kräftepaare  (Pa)  gegeneinander  um  den  gegebeneu  Winkel  z 
gedreht.  Wie  groß  ist  die  Beanspruchung  der  Feder?  BG  sei  Sym- 
metrieachse. 

Bedeutet  Jt  die  Längskraft  und  Mb  das  Bieguugsmoment  für  den 
Querschnitt  B  (Fig.  161),  so  muß,  damit  Gleichgewicht  bestehe, 

Mb  -^Pa  =  Xb 
sein,  und  hieraus  folgt 

Mb  =  Xb  —  Pa. 
An  der  Stelle  C  ist 

M=  Mb  +  A^(^  —  b)  =  Xy  —  Pa. 
Zur  Berechnung  von  X  dient  (unter  Vernachlässigung  der  Form- 
änderungsarbeit infolge  der  Kräfte  N)  die  Bedingung 

dÄ      r  M    dM  .        1    r.„       „  ^   ,      ^ 
Jx=J^jTx'^'  =  -EjJ  ^^^^^  -  ^^^^^-^  =  ^' 

und  hieraus  ergibt  sich 

wo 

T,  =  lyhls  das  Trägheitsmoment  |  ^^^  ^  ^^ 

8i  =  jyds  das  statische  Moment  j  &     -         ^ 

bezogen  auf  die   durch   den  Gelenkmittelpunkt  O  und  senkrecht  zur 

Symmetrieachse  BG  gelegte  Achse  /  bedeutet. 

Bezieht  man  nun  den  Bogen  BA  auf  eine  neue  Achse  //,  welche 

parallel  zu  /  ist  und  von  /  den  Abstand 

-II 

hat,  so  erhält  man  an  der  Stelle  C  das  Moment 

M=Xy  —  Pa  =  Pa  ^  ~/  =—  ^^"^ 
und  findet,  absolut  genommen. 

Der  Winkel  t,  um  den  sich  die  beiden  Backen  gegeneinander  drehen, 
ist  (wenn  Pa  =  SD^  gesetzt  wird) 

dA        ^  r  M      Bilf   ,  2Pa 


dm 


^  r  M      d3i  ^  2Pa    r  ,  ,         2PaTn 


wo  Tu  das  Trägheitsmoment  des  Bogens  BA  in  bezug  auf  die  Achse  // 
bedeutet.     Bezeichnet  man  nun  mit 
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.<    die  Länge  des  Bogens  BA, 

i'  den  Abstand  der  Achse  II  von  der  Schwerachse  0, 
Tq  das  Trägheitsmoment  des  Bogens  BA,  bezogen  auf  die  Achse  0, 
so  erhält  man 

Tn—  Tj=2sxz—sxl 
Nun  ist  aber  Tj  =  ;  Sj,  ferner  Si  =  s  {x  —  ä'%  weshalb 
Tjj  =  s  ^x' 
und 


xEJ 


y\„axEJ 


E-^ 


Fig.  162. 


Ist  die  Stärke  der  Feder  (deren  Querschnitt  ein  Rechteck  sein 
möge)  gleich  Ä,  so  ist  die  größte  an  der  Stelle  A  auftretende  Be- 
anspruchung: 

und  die  gesuchte  Beziehung  z^^ischen  c  und  t  lautet: 
^  _  1  ^  ^  hfi„a. 

C  =  —7-  T  Ml -, 

4  s% 

Die  Ermittlung  von  x  und  yj^^  geschieht  im  allgemeinen  am 
zweckmäßigsten  durch  Zeichnung  mit  Hilfe  zweier  Seilpolygone.    Man 
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zerlege  den  Bogen  BÄ  in  gleichlange  Teilchen,  betraclite  diese  als 
Kräfte,  die  parallel  zur  Achse  I  wirken  und  verbinde  sie  durch  ein 
Seilpolygon  S^  (Fig.  162).  Der  Schnittpunkt  der  äußersten  Polygon- 
seiten bestimmt  die  Achse  0.  Nun  werden  die  von  den  Seileckseiten 
auf  der  Achse  /  abgeschnittenen  Strecken  als  Kräfte  aufgefaßt,  die  in 
den  Mittelpunkten  der  Bogenteilchen  angreifen;  dann  wird  ein  zweites 
Seileck  ^'2  gezeichnet  und  dessen  letzte  Seite  mit  der  ersten  Seite 
zum  Schnitt  gebracht.  Der  Schnittpunkt  bestimmt  die  Achse  ZZ,  denn 
es  ist  —  mit  den  aus  der  Figur  ersichtlichen  Beziehungen  — 

Damit  sind  aber  die  Strecken  /  und  7]„„^  bestimmt. 

In  einfacheren  Fällen  wird  man  der  Berechnung  von  z  und  -f]^^ 
den  Yorzug  geben. 

Mit  Hilfe  der  vorstehenden  Untersuchung 
ist  man  z.  B.  imstande,  anzugeben,  welche 
Beanspruchung  die  in  Fig.  168  dargestellte 
Feder  im  Scheitel  eines  Dreigelenkbogens 
infoige  der  gegenseitigen  Drehung  der  beiden 

Bogenhälften  erfährt.  Vgl.  Aufgabe  2  auf  Seite  63;  der  Drehungs- 
winkel wurde  dort  mit  5  bezeichnet  und  mit  Hilfe  einer  Einfluß- 
linie ermittelt. 


Fig.  163. 


§  17. 
Die  Biegungslinie. 

Trägt  man   die  nach    unten  positiv    gezi 


Schiebungen  5  der  Punkte  der 
Achse  ASB  eines  einfach  ge- 
krümmten Stabes  von  einer  Ge- 
raden Ä'B'  aus  als  Ordinaten 
auf,  so  erhält  man  die  Bie- 
gungslinie Ä'S"B"\  die 
zwischen  ihr  und  der  Geraden 
AB'  gelegene  Fläche  heiße  die 
Biegungsfläche.    Fig.  164. 

1)  Bestimmung  der  Bie- 
gungslluie  für  ein  Stabstück 
A  B  ohne  Zwischengelenke. 
Die   Stabachse    möge    auf  ein 

rechtwinkliges  Koordinaten- 
system mit  nach  oben  positiver. 


ihlten,    senkrechten  Yer- 
in  einer  lotrechten  Ebene  gedachten 


j::-  -^  — . 

^^        -^ 

/ 

y 

B 

A 

/ 

s: 

z 

-^^^ 

A 

n 

1  p 

A 

Y     V       -^ 

V- 

a" 

. 

:=5; 

rig.  164. 
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senkrechter  //-Achse  bezogen  werden;  9  bedeute  den  Neigungswinkel 
der  im  Punkte  .ri/  an  die  Stabachse  gelegten  Tangente  gegen  die 
.r- Achse.     Fig.  164. 

Die  Änderung  Ay  von   ij  ergibt  sich  durch   Differentiieren  der 
Gleichung 

djj  =  ds  sin  9, 

wobei  das  Differentialzeichen  durch  das  Zeichen  A  zu  ersetzen  ist. 
Man  erhält 

Ac?//  =  Af/s  sin  9  -|-  ds  cos  9  A9 

und  es  folgt,  da  6  =  —  A//,  also 

db  =  —  r/A.v  =  —  A%*) 
ist: 

dh         ^       .    Ads  ^ 

woraus  (durch  Differentiieren  nach  x)  die  Differentialgleichung 
der  Biegungslinie 

^  ^  dx^  dx    ^  dx 

gefunden  wird.     Mit  der  Bezeichnung 


wird 

d'h  _^ 
dx^  ~^' 
und  hieraus  folgt, 

daß  die  Biegungslinie  A"S"B"  als  ein  Seilpolggon  aufgefaßt 
werdeii  darf,  ivelches  mit  dem  Horixontalxuge  f Polabstande)  1  xu 
einer  Belastungslinie,  deren  Ordinate  =■  x  ist,  gexeichnet  wird**). 
Die  Belastungsrichtung  x  ist  nach  unten  (also  im  Sinne  der 
positiven  5)  positiv. 


*)  Nach  einem  bekannten  Satze  der  Yariationsrechnung  dürfen   die   Zeichen 
'-/  und  A  vertaascht  werden. 

**)  Die  Differentialgleichung  einer  Seiliinie  mit  dem  Horizontalzuge  H  und  der 
Belastungsordinate  ^  ist,  bezogen  auf  rechtwinklige  Koordinaten  {yx): 
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Weiter  ergibt  sich  aus  der  graphischen  Statik,  daß  die  Fläche 
zwischen  der  Biegungsliuie  A"S"B"  und  der  Gieraden  A'B'  angesehen 
werden  darf 

als  die  Momentenfläche  eines  einfacJien,  d.  h.  an  den  Enden  frei  auf- 
liegenden Balkens  A^B^,  desseyi  Belastung sli nie  die  Ordinate  zhat. 
Sind  die  senkrechten  Verschiebungen  S„  und  5j  der  Endpunkte  A 
und  B  des    betrachteten    Bogenstückes    gleich    ISTull,    so    stimmt  die 
Biegungslinie  mit  der  Momentenkurve    des  einfachen   Balkens  A.^B^ 
überein. 

Handelt  es  sich  nun  (ebenso  wie  im  §  16)  um  Stäbe,  deren 
Krümmungsradien  im  Vergleich  zur  Stabdicke  sehr  groß  sind,  und 
auf  deren  Spannungen  und  Formänderungen  die  im  §  13  entwickelten 
Grundgleichungen  angewendet  werden  dürfen,  so  ist  in  Gleichung  (61) 
einzuführen : 

-^  =  -^+£^0   (nach  Gleichung  (43),  Seite  93) 

und,  da  die  Änderung  Ac?9  des  von  zwei  unendKch  nahen  Tangenten 
eingeschlossenen  Winkels  dc^  mit  dem  im  §  13  mit  d-z  bezeichneten 
"Winkel  übereinstimmt,  um  welchen  sich  ein  Stabquerschnitt  gegen 
seinen  IS'achbarquerschnitt  dreht, 

M    .     Ar 

EJ 
also 

A^9         /   J/  AT 


Ldo  =  i  ^      -f-s-y— )  d'^  (nach  Gleichung  (44),  Seite  93) 


dx 

Es  ergibt  sich  mithin: 


(^2)        ^^  =  l^  +  ^T>^^9  + dx 

Bedingung  ist,  daß  zwischen  den  Endpunkten  .-1  und  B  des  be- 
trachteten Stabstückes  kein  Gelenk  liegt,  da  der  Winkel,  welchen  die 
zu  beiden  Seiten  eines  Gelenkes  an  die  Bogenachse  gelegten  Tangenten 
miteinander  bilden,  sich  im  allgemeinen  um  einen  endlichen  Wert 
ändern  Avird;  auch  muß  N  eine  stetige  Funktion  von  x  sein. 

Hervorzuheben  ist  noch,  daß  zur  Bestimmung  der  Verschiebungen  5 
außer  der  Linie  Ä'  S"  B"  die  Werte  8  für  2  Punkte  der  Stabachse 
ASB  gegeben  sein  müssen,  damit  die  Lage  der  Geraden  AB'  fest- 
gelegt werden  kann. 

2)  Einführung  von  Einzellasten  an  Stelle  der  ai-Linie.  Die  Stab- 
achse sei  durch  Punkte,  welche  Knotenpunkte  heißen  sollen,  in  Stücke 
zerlegt,    deren   wagerechte  Projektionen  X^,  X2,   Xg  .  .  .  X„  .  .  .  sind. 

Müller-Breslau,  Festigkeitslehre.    4.  Aufl.  12 
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Zwischen    zwei    Knoteupiinkten    werde    der    Querschnitt    des    Bogens 
konstant  angenommen  und  sowohl   die  Momentenkurve   als  auch   die 
Bogenachse  durch  eine  gerade  Linie  ersetzt.   Es  bezeichne  (Fig.  165): 
M„  das  Biegungsmoment  für  den  ;;i>®"  Knotenpunkt, 
J„  das  Ti'ägheitsmoment  1   für  den  Querschnitt    des  Bogenstückes 
F„  den   Inhalt  J  (ju  —  1)  ?«, 

s„  die  Länge  der  die  Punkte  {m  —  1)  und  m  verbindenden  Sehne, 
9„,  den  Neigungswinkel  dieser  Sehne  gegen  die  Wagerechte, 

5,„  die  Senkung  des  Kno- 
♦- i ^  tenpunktes    7n    (auch 

.-^^ J':'3t  ^4,t...  Durchbiegung    bei 

m  genannt), 
y„  die  Ordinate    von  m, 
X„  den     Mittelwert     der 
Längskraft     für     das 
Bogenstück  {?n —  1)  m, 
J^  ein  beliebiges,  konstan- 
tes    Querschüittsträg- 
heitsmoment, 
A,,  eine    behebige,    kon- 
stante Feldweite, 
und  es  sei  gesetzt 

J„  cos  9^  ^  J'„. 
Der  von   den  Biegungs- 
momenten abhängige  Teil  der 
Belastungslinie,    um    dessen 
Fig.  165.  Einfluß    auf    die    Durchbie- 

gungen es  sich  zunächst  han- 
besteht aus  geraden  Linien,  und  es  ist  somit  die  Belastungs- 
irgend  eine  Sti'ecke  \„  ein  Trapez,   dessen  Inhalt  mit  T„ 


dein  möge, 
fläche  für 
bezeichnet  werden  soll 


Dieses  Trapez  ist  bestimmt  durch  die  Ordinaten 

Wird  nun  das  der  Biegungslinie  einbeschriebene  Polygon,  dessen 
Ecken  senkrecht  unter  den  Knotenpunkten  liegen,  gesucht,  so  darf 
(nach  einem  hier  als  bekannt  vorausgesetzten  Satze  aus  der  Theorie 
der  Biegungsmomente,  als  welche  ja  die  Durchbiegungen  5  aufgefaßt 
werden  dürfen)  die  Belastungsfläche  durch  eine  Schar  von  EinzeUasten 
ersetzt  werden,  welche  in  die  Senkrechten  durch  die  Knotenpunkte 
fallen.     Die  durch  m  gehende  Einzellast  ist  hierbei 


^ 
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wenn  ^,„  und  ^'„+,  die  Abstände  der  Schwerpunkte  der  Trapeze  T„ 
und  T„^.i  von  den  Senkrechten  durch  m  —  1  und  m-\-l  bedeuten. 
Das'  statische  Moment  des  Trapezes  (welches  man  sich  in  zwei  Drei- 
ecke zerlegt  denke)  ist 

^^^^      Ä+1  +  2J/J, 


weshalb  entsteht: 


Für  die  Yergrößeruug,  welche  die  Einzellast  ic  erfahren  muß, 
wenn  der  Einfluß  der  Änderungen  As  der  Strecken  s  berücksichtigt 
werden  soll,  ergibt  sich  aus  der  Fachwerkstheorie  der  Wert 

«t'^  =  — ^-  tg  9^+1 ^  tg  9„  [nach  §  4]*), 

und  es  folgt,  wenn  (für  den  Fall  f  =  0) : 

^'"'  -    ""-    und    ^^-'   -    ^'^-' 


eingeführt  wird,  im  ganzen 


!x[""~(4l  '^^^'"~fe7'^^"^')tl 


-       EJ, 
wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde: 

Zeichnet  man  zu  den  Gewichten  iv  mit  dem  Polabstande  „Eins"  ein 
Seilpolygon  A"  S"  B"  und  trägt  die  Schlußlinie  Ä I^  ein,  wozu  2  Ver- 
schiebungen 5  gegeben  sein  müssen  (meistens  die  Werte  5^  =  0  und 
5„  =  0),  so  erhält  man  die  Durchbiegungen  h.  Xoch  besser  ist  es, 
die  Einzellasten  iv  mittels  der  Gleichung 

(64)  tv„  =  «„.  -  (^^^  tg  9,„  -  ^ i^  9.^,)  -^ 

*)  Geht   man    zur    Grenze   über,    indem    man  X    durch  dx   ersetzt,    so    wird 
As„" 


"-^tgcpm  +  i —  ig (^m^dy — -,— tg9J,    und   es    folgt,    wenn   die  Einzeliast 

?<•„  durch  das  Element  %dx  einer  Belastungsfläche  ersetzt  wird,  genau  wie  fi-üher 


die  Ordinate  x  — 

dx 
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zu  berechnen ;  man  muß  dann  die  rdentfernung  „Eins''  durch  die  Ent- 

fernuug  ^  =    '^ -  ersetzen.     Wählt  man    hierfür  §^-^-,  wobei  y 

eine  beliebige  runde  Zahl  ist,  so  sind  die  Ordinaten  des  Seilpolygons 
gleich  den  mit  7  multiplizierten  Durchbiegungen*). 

Wenn  der  Einfluß  einer  Tcmperaturäuderung  berücksichtigt 
werden  soll,  so  muß 

-}-  e  -TT-  an  die  Stelle  von         ,   treten 


EJ'    '       //  -  --  -    -     ^j' 

N  N 

und-^^  +  £/o        „      „        „        „    -^^  [nach  Gleichung  (62)]. 

Hierbei  ist  h'  =  h  cos  9  die  vertikale  Projektion  der  Querschnitts- 
höhe h. 

Macht  man  die  Annahme,  daß  t^,  und  A/*  für  sämtliche  Bogen- 
querschnitte  gleich  groß  sind  und  bezeichnet  den  Wert  von  k'  für  das 
772*6  Ye\d  mit  h'„,  so  findet  man  leicht,  daß  die  durch  die  Gleichung  (64) 
gegebene  Einzellast  w„  beim  Eintreten  einer  Temperaturänderung  um 


(65) 


vergrößert  werden  muß.  Ist  die  Bogenachse  eine  in  bezug  auf  die 
Senkrechte  durch  die  Mitte  symmetrische  Parabel  mit  dem  Pfeile/,  so  ist 

(66)  tg  9.  -  tg  9„^.  =  ^f  (X„  +  A.+0, 

und  es  folgt  dann  bei  konstantem  X  und  //  für  alle  Knotenpunkte  der 
gleiche  Wert 

(67)  w„  =  eEJ^(-f--8fo-l^); 

derselbe  ist  auch  bei  flachen  Ej:eisbögen  brauchbar. 

/JUds 
y  mit  Hilfe  der  Werte  o. 

Zuweilen  soll  gleichzeitig  mit  den  Verschiebungen  h  eines  Bogen- 
trägers  die  Änderung  A/  der  Stützweite  /  bestimmt  werden.  Wird 
hierzu  die  auf  Seite  169  abgeleitete  Gleichung  (57)  benutzt,  so  handelt 
es  sich  u.  a.  um  die  Berechnung  des  Integrales 


r   Mds       r  Mdx 

jy-Ej=]y^r 


*)  Bezüglich  der  Einheiten  ist  zu  betonen,  daß  sowohl  die  "Werte  u   und  w 
als  auch  die  Polentfemung  §  Momente  vorstellen. 


\ 
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und  es  möge  daher  an  dieser  Stelle  gezeigt  werden,  wie  sich  dieses 
Integral  durch  die  bereits  bei  der  Berechnung  der  8  gebrachten  Werte  w 
ausdrücken  läßt. 

Für  das  Feld  a„  ergibt  sich  mit  den  aus  Fig.  165  zu  ersehenden 
Bezeichnungen : 

iJ=^ym-,^-]ryn,4-  und 

}y  E,r  ~  \,  J     Ej' ""+  xj    E.r  "* 

0  0  0 

Im  hn 

denn  es  sind  /  x         ,  dx  und  /  x  S,   ,  dx  die  statischen  Momente  des 
]       EJ  J     KJ 

0  0 

Belastungstrapezes  T^  in  bezug  auf  die  Senkrechten  durch  die  Knoten- 
punkte 7n  und  m  —  1.  Es  folgt  deshalb  für  den  ganzen  Bogen  (mit 
Vo  =  0  und  y„  =  0): 


'    Mdx  T^kx     ,         ^o?'«    I  T,^2     ,  T^^z 

JlitJ  A-^  A2  A2  A3 


0 

+  ?/n-i r h  Vn-r  -y—  , 

A„_j  A„ 

und  hierfüi-  kann,   mit  Beachtung  der  Entwicklungen  auf  Seite  179, 
geschrieben  werden 

(68)  /^^^=      ;^j,„„,. 

J  ».  =  1 

0 

Faßt  man  die  Werte   o   als  Kräfte  auf,  welche  in  den  Knoten- 
punkten 0,  1,  .  .  .  ?/^  .  .  .  angreifend,  parallel  zu  O^i  sind  und  zeichnet 
mit  dem  Polabstande  §   ein  Seilpolygon,   dessen  äußerste  Seiten  auf 
der  Geraden  0??   die  Sti-ecke  e  abschneiden,  Fig.  166,   so   ergibt  sich 
2^0  =  4"^e 

7^  T 

und  es  folgt,  wenn  ^  =  -^^ — -   gewählt  wird,   wobei  y  eine  beliebige 

Zahl  bedeutet, 

i 

Mdx         e 

"-EJ^^T- 
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—  stellt  eine  Linie  vor,  nämlich  die  von  den  Biegungsmomenten 

T 
herrührende  Yerlängerung  A/  der  Stützweite  /. 

Wendet  man  die  unter  2)  und  3)  mitgeteilten  Verfahren  auf  die 
Berechnung  der  Formänderungen  von  Bogenbrücken  an,  so  genügt  es 


Fig.  166  und  Fig.  167. 

in  der  Kegel,  die  Punkte,  in  denen  die  senkrechten,  zwischen  die 
Fahrbahn  und  den  Bogen  eingeschalteten  Stäbe  die  Bogenachse  schneiden, 
als  Knotenpunkte  in  dem  vorhin  erklärten  Sinne  anzunehmen.  Fig.  168. 
In  der  Regel  ist  die  Feldweite  \  konstant,  und  es  wird  dann  X,  =  \  gesetzt. 
4)  Biegungslinie  für  einen  Stab  mit  Zwischengelenken.  Liegt  im 
Punkte  G  der  Stabachse  (Fig.  169)  ein  Gelenk,  so  wird  sich  der 
TTinkel  ^,  welchen  die  beiden  in  G  an  die  angrenzenden  Zweige  der 
Stabachse  gelegten  Tangenten  1  und  II  miteinander  bilden,  infolge  der 
Formänderung  des  Stabes  um  den  sehr  kleinen,  aber  endlichen  Wert 
A^  ändern.  Es  müssen  dann  die  in  dem  senkrecht  unter  G  gelegenen 
Punkte  G"  an  die  entsprechenden  Zw^eige  Ä'  G"  und  G"B"  der  Bie- 
gungslinie gelegten  Tangenten  /'  und  IT  miteinander  den  Winkel  A*^ 
einschließen.     Bedeuten  a^  und  rt^  die  Neigungswinkel  der  Tangenten 

T  und  II\  so  ergibt  sich 
'^  ^  aj  —  tta  =  A'i- 

oder,    da    es    sich    hier    um    sehr    kleine 

Formänderungen  handelt, 

tgtti  — tga2  =  A'ir 

und  hieraus  folgt  (vgl.  Fig.  169,  in  w^elcher 
0  den  Pol  der  Seillinie  und  L  T  den  Kräftezug  vorstellt),  dnß  bei  der 
Aufzeichnung  der  Seillinie  Ä'S"B"  außer  der  stetigen  Belastung  (x) 
noch  unter  jedem  Gelenke  eine  Einxellast  A^  anzunehmen  ist. 


Fig.  168. 
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Beispiel.  Bieguiigsliiiie  eines  Bogens  mit  3  Gelenken.  Die  Kämpfer  .1 
und  B   seien    in    senkrechter    Richtung    unvorschieblich,    die    Stütz- 
weite l  gehe  infolge  Xachgebens 
der  Widerlager  über  in  /  -f-  •^^• 

Die  gesuchte  Biegungslinie 
stimmt  mit  der  Momentenkurve 
eines  einfachen  Balkens  A^B^ 
überein,  auf  welchen  eine  stetige 
Belastung  mit  der  durch  die 
Gleichung  (62)  gegebenen  Ordi- 
nate z  und  eine  Einzellast  A^ 
wirkt.  Zuerst  möge  A^  =  0  an- 
genommen werden;  es  entsteht 
dann  eine  Biegungslinie,  die  am 
besten  mit  Hilfe  des  unter  2) 
gegebenen  Verfahrens  bestimmt 
wird  und  deren  Ordinate  =  h' 
sein  möge.  Infolge  von  A^  wird 
der  Wert  5'  für  einen  Punkt  D, 
A^& 


iEirt'S- 


links  vom  Scheitel, 


Fig.  169. 


vergrößert  und  für  einen  Punkt  I)\  rechts  vom  Scheitel,  um 


A^a 


x% 


=  5'+A' 


=  §'-f  A^ 


hx 
ax 


und 


Hat  man  nun  mittels  der  auf 
Seite  170    ent^vickelten   Gleichung 
i  i 

My  eis    ,    f  Xdx 


M 


fMyds        fS 
j     EJ     ~^]   E 

b  0 

i  i 

fet,dx+j'^ 


tM^ds 


f^^ 


Fig.  170. 


'■)   Die    auf  Ä^^B^   wirkende    Einzellast    Ai    erzeugt   die    Auflagerwiderstände 


— - —  (bei  Äj  und  — - 

^^a    ,  .    .     . 
— r. —  X   (bei  x). 


(bei  Bj)  und  die  Biegungsmomente 


ASft 


X    (bei   x)    und 
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den  AVert  A"r  berechnet,  wobei  mit  Bezugnahme  auf  Seite  181 


J    ^ 


Myds 


=  —  gesetzt  werden  darf,  so  vermag  man  die  Verschiebung  5  eines 

jeden  Punktes  der  Stabachse  festzustellen. 

5)  >'icht  immer  ist  es  bei  Bögen  mit  Zwischengelenken  nötig,  die 
Änderungen  A^  zu  berechnen.  Ein  Beispiel  hierfür  bietet  die  Lösung 
der  folgenden  (der  Aufgabe  2  auf  Seite  48  gegenüber  zu  stellenden) 
Aufgabe:  Gesucht  wird  die  Biegungsfläclie  eines  über  3  Öffnungen  ge- 
spannten kontinuierliclien  Bogens  mit  4  Gelenken  A,  I>,  G  und  L 
(Fig.  171)-). 


Fig.  171. 

Die  senki'echten  Yerschiebungen  der  Stützpunkte  J,  J5,  C\  D  seien 
=  0.  Es  soll,  wie  unter  2),  mit  Eiuzellasten  2c  an  Stelle  der  Belastung  z 
gerechnet  werden. 

r-  r 

Man  zeichne  mit  der  Poleutfernung  §  =     ^  "  : 

das  Momentenpoljgon  ÄNG'  für  den  einfachen  Balken  A'O'  mit 
den  Lasten  il\  bis  zrj, 

das  Momentenpolygon  G'EL'  für  den  einfachen  Balken  G'L'  mit 
den  Lasten  w^  bis  ii\q  und 

das  Momentenpolygon  L'TD'  für  den  einfachen  Balken  VD'  mit 
den  Lasten  iVyr,  bis  ^21**)^ 

*)  Bei  B  und  C  sind  keine  Gelenke  angeordnet,  die  einzelnen  Bögen  sind  viel- 
mehr über  den  Auflagern  fest  miteinander  verbunden.  Ein  besonderer  Fall  dieses 
Bogenträgers  ist  der  bekannte  Gerb  er  sehe  Balken. 

**)  In  Fig.  171  wurden  die  nach  Gleichung  (64)  Seite  179  zu  berechnenden 
"^erte  u-^  bis  w^^  u\q  bis  u\2  und  w^^  und  tv^f^  positiv  (d.  h.  abwärts  gerichtet),  die 
übrigen  w  hingegen  negativ  angenommen. 
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bringe  die  Auilagersenkrechten  durch  B  und  C  mit  dem  ]\Iomenten- 
polygone  G'EL'  in  B'  und  C  zum  Schnitt,  lege  durch  B'  und  C 
eine  Gerade,  welche  die  Senkrechten  durch  die  Gelenke  in  G"  und  L" 
schneidet  und  verbinde  Ä  mit  G"  und  B'  mit  L"  durch  Geraden. 
Die  zwischen  den  Momentenpolygonen  und  dem  Linienzuge  A'G"L"D' 
gelegene  Fläche  ist  die  gesuchte  Biegungsfläche. 

6)  Die  elastisclie  Linie  des  geraden  Balkens  ist  ein  besonderer 
Fall  der  Biegungsünie  eines  krummen  Stabes;  ihre  Differentialgleichung 
ist  (mit  9  =  0) 

(69)  '^'^  ''     ■       '* 


dx' 


EJ 


h 


und  sie  stimmt  mit  einem  Seilpolygone  überein,  welches  mit  dem  Pol- 
abstande 1  zu  einer  Belastungslinie,  deren  Ordinate 


J/ 


f  ^ 


It 


ist,  gezeichnet  wird. 

Sind  die  senkrechten  Yerschiebungen  der  Endpunkte  Ä  und  B 
des  betrachteten  Balkenstückes  =  0,  so  läßt  sich  die  elastische  Linie 
als  Momentenkurve  eines  einfachen  Balkens  AB  auffassen,  dessen 
Belastungshöhe  an  der  Stelle  x  gleich  x  ist. 

Bei  konstantem  EJ  empfiehlt  es  sich, 

(71)  ;r  =  J/+eEJ^ 

zu  setzen.  Bedeutet  dann  fMj  die  Ordinate  der  durch  diese  Belastungs- 
linie bedingten  Momentenkurve  (welche  auch  die  zweite  Momenten- 
kurve des  Balkens  AB  heißt), 

so  ist  1  -P  p  ! 

ÜIJ  ^..-.-.^..-^-.^^^-.^-^ 


'12) 


Ba? 


Beispiel.  Auf  einen  Balken 
mit  konstantem  EJ^  Fig.  172, 
der  an  den  Enden  frei  aufliegt, 
wirken  zwei  EinzeUasten  P.  Es 
sollen  die  Durchbiegungen  5  an 
den  Stellen  x  und  x^  berechnet 
werden,  Temperaturänderungen 
\t  seien  ausgeschlossen. 

Die  Momentenfläche  ist  ein  Trapez,  dessen  Höhe  =  Pa  und  dessen 
Inhalt  =  2P«-  ist;  sie  wird  als  Belastungsfläche  des  einfachen  Balkens 
A'B'  aufgefaßt  und  ruft  an  dessen  Auflagern  die  Gegendrücke  Pa^ 
hervor.    Das  zweite  Moment  für  den  Querschnitt  bei  x  ist  deshalb 


Fig.  172. 
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(M)  =  Pa^x  —  ^2  -  {^^  —  ^3')  —  Pa  (.r  —  d) 

_  Pa(9a.r  — 3.r2  — g^) 
~  6 

lind  die  gesuchte  Durchbiegung: 

Pa(9a.T  — S.-r^  — «2) 


An  Stelle  x^  findet  mau  das  zweite  Moment 
und  die  Durchbiegung  5  = ^    „  „  ^ 


§  18. 
Der  Maxwellsche  Satz. 

Der  im  §  9  für  das  Fachwerk  bewiesene,  an  die  ^Voraussetzungen 
L=:0,  A^  =  0  gebundene  Maxwellsche  Satz  gilt  auch  für  alle  den 
Annahmen  des  §  12  entsprechenden,  auf  Biegungsfestigkeit  bean- 
spruchten stabförmigen  Körper,  was  ohne  weiteres  einleuchtet,  wenn 
die  auf  Seite  62  für  die  Wege  5„„  und  5„„  aufgestellten  Gleichungen 
durch  die  Beziehungen 

(73)  5.„  =\  a.  {-^)^  d  T  =j  -^^  und 

ersetzt  werden. 

Aufgabe  1.  Gesucht  ist  die  Einflußlinie  für  die  Senkung  5 
eines  Punktes  D  der  Achse  eines  Bogenträgers  ASB  (Fig.  173). 

Wir  denken  den  gewichtslosen  Träger  nur  mit  einer  in  D  an- 
greifenden senkrechten  Ki^aft  „Eins''  belastet,  berechnen  die  hierdurch 
hervorgerufenen  Auflagerkräfte,  Momente  M  und  Längskräfte  N  und 
zeichnen  nach  der  im  §  17  gegebenen  Anleitung  die  Biegungslinie 
ÄS'B'.  Ist  nun  die  unter  D^  gemessene  Ordinate  dieser  Linie  =f\i^ 
so  verschiebt  die  in  D  gedachte  Last  „Eins"  den  Punkt  D^  in  senk- 
rechtem Sinne  um  vjj  nach  unten,  und  es  wird  mithin  (nach  Satz  1) 
eine  in  D^  angreifende  Last  „Eins"  den  Punkt  D  ebenfalls  um  i\^ 
senken.     Hieraus  folgt,  daß  die  Biegungslinie  ÄS'B'    die    gesuchte 
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Beispielsweise 


des  Punktes  D  der 


Einflußlinie    für    die    Senkung  5   des  Punktes   D  ist, 
senken  die  Lasten  P^,  Pg?  Pz  den  Punkt  D  um 
5  =  P,T,,  +P,r],4-P3-ri3. 

Die  Einflußlinie  ÄS'B'  für  die   Senkung  § 
Achse  eines  Balkens  AB  mit 
veränderlichem       Querschnitte 
(Fig.  174)  stimmt  mit  der  Mo- 
mentenkurve    eines    einfachen 
Balkens  AB'  überein,  dessen 
Belastungsordinate 
_    M' 
^~  EJ 

ist,  wobei  31'  das  Biegungs- 
moment bedeutet,  welches  für 
irgend  einen  Balkenquerschnitt 
durch  eine  in  D  angreifende 
Last  „Eins"  erzeugt  wird.  Die 
Momentenfläche  für  diesen  Balastungsfall  ist  ein  Dreieck  ÄLB'  von 


der  Höhe  LB' 


ab 


Eür  die  Anwendung  ist,  bei  konstantem  P,  zu  empfehlen,  die  Be- 

M' 

lastungshöhe  x.  =   ^  ^    durch 


EJ 


M 


>    Je 


zu  ersetzen,  unter  J^  ein  beliebiges  aber  konstantes  Querschnittsti'äg- 
heitsmoment  verstanden.  Die  Momentenkurve  ÄS'B'  ist  dann  nicht 
mehr  die  Einflußlinie  für  die  Verschiebung  5,  sondern  für  den  Wert 
PP^5,  und  man  erhält  für  die  Belastung  in  Fig.  173 


Aufgabe  2.  Gesucht  ist  die  Einflußlinie  für  den  Gegen- 
druck AI  der  Mittelstütze  eines  geraden  kontinuierlichen 
Balkens  mit  veränderlichem  Querschnitte  und  mit  3  gleich 
hohen  Stützpunkten.     Fig.  175. 

Beseitigung  der  Mittelstütze  führt  zu  dem  statisch  bestimmten 
Balken  AB.  Für  diesen  wird,  unter  der  Voraussetzung,  daß  bei  C 
eine  senkrechte,  abwärts  gerichtete  Last  „Eins"  angreift,  die  Momenten- 
fläche ABB'  gezeichnet  (Dreieck  mit  der  Höhe  C B  =  1  •—,—) 


und 
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liierauf  wird  eine  Linie  ÄB'B'  aufgetragen,  deren  Gleichung 

lautet,  wobei  J  das  wirkliche,  veränderlich  angenommene  und  J^  ein 
beliebiges  aber  konstantes  Querschnittsträgheitsmoment  bedeuten.  Faßt 
man  diese  Linie  Ä D'B'  als  Belastungslinie  eines  einfachen  Balkens  AB' 
auf  und  zeichnet  die  zugehörige  Momentenkurve  Ä SB\  so  ist  diese 
(nach  Aufgabe  1)  die  Einflußlinie  für  die  mit  EJ^  multiplizierte  Senkung 
des  Punktes  C.  Wirken  also  auf  den  Balken  AB  (außer  den  in  A  und  B 
hervorgerufenen  Auflagerkräften)  die  beiden  Kräfte  P  und  Jt,  und  mißt 
man  unter  P  die  Ordinate  t]  und  unter  X  die  Ordinate  c,  so  ergibt 
sich  die  Senkung  8  des  Punktes  C: 

h=-^{P-ri-Xc), 


X 

p 

A 

c 

•■ 

B 

iP^                         A 

A 

Fig.  174. 


Fig.  175. 


und  es  folgt  aus  der  Bedingung  5  =  0  der  Wert 

c 


X  =  P 


Es  ist  mithin  die  Linie  ÄSB'  die  gesuchte  Einflußlinie  für  den 
Gegendruck  X,  und  —  ist  der  Multiplikator  für  diese  Linie. 

Da  es  bei  der  Bestimmung  von  X  nur  auf  das  gegenseitige  Ver- 
hältnis von  7]  und  c  ankommt,  so  darf  die  Höhe  des  Dreiecks  A'DB' 
beliebig  groß  gewählt  werden,  und  weiter  darf  die  Linie  ÄSB'  ein 
mit  beliebigem  Polabstande  gezeichnetes  Seilpolygon  sein. 

Aufgabe  3.  Gesucht  sind  die  Einflußlinien  für  die  Gegen- 
drücke X'  und  X"  der  Mittelstützen  eines  wagerechten  kon- 
tinuierlichen Balkens  mit  veränderlichem  Querschnitte  und 
mit  4  gleich  hohen  Stützpunkten. 
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Werden  die  beiden  Mittelstützen  beseitigt,  so  entsteht  ein  ein- 
facher Balken  ÄD;  die  Punkte  B  und  C  desselben  mögen  sich  um 
§'  und  5"  senken.  Die  Einflußlinie  für  den  Wert  EJ^h'  (wobei  J^  ein 
beliebiges  Querschnittsträgheitsmoment  bedeutet)  stimmt  mit  der  Mo- 
mentenkurve ÄND'  eines  einfachen  Balkens  ÄD'  überein,  dessen 
Belastungslinie  ÄL'B'  man  erhält,  wenn  man  den  Balken  AD  im 
Punkte  B  mit  der  senkrechten  Kraft  „Eins"'  belastet,   die   dieser  Be- 


lastung entsprechende  Momentenfläche  ÄLD'  (Dreieck  mit  der  Höhe 
LB'  =  1  \  ^  )  zeichnet  und  hierauf  die  Momente  J/' mit  ^  multi- 
pliziert;  man  erhält  die  Belastungsordinaten  x'  =  31'  —^^ 

In  gleicher  Weise  wird  die  Einflußlinie  ÄOD'  für  den  Wert  EJ^h" 
gefunden;  es  wird  nach  Auftragen  des  Dreiecks  ÄTD'^  dessen  Höhe 


TC'=l 


ist,   die  BelastungsKnie  Ä'T'D'  mit  der  Gleichung  x" 


=  M 

zeichnet 


~  ermittelt  und  die  zugehörige  Momentenkurve  ÄOD'  ge- 
J 
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"Wirken  nun  auf  den  Balken  AD  (außer  den  bei  Ä  und  D  hervor- 
irerufenen  Auflagerkrcäften)  die  drei  senkrechten  Kräfte  P,  X'  und  X'\ 
so  ergeben  sich,  mit  den  aus  der  Fig.  176  ersichtlichen  Bezeichnungen, 
bei  B  und  C  die  Durchbiegungen 

^      {Pr(—X'c—X"f'')  und 


1 


{Pr;'—x'd'—x"d"). 


und   es  folgen   aus  den  Bedingungen   S'  =  0  und   h"  =  0   die  beiden 
Gleichungen 

X'c -^  X"c"  =  Pr; 

X'd'^X"(l"=Pr;\ 
aus   denen  sich   die  folgende  Konstruktion   der  Einflußfläche  für  X' 
ableiten  läßt*). 

Man  zeichne  zu  der  Belastuugslinie  ÄL'D'  mit  beliebig  gewähltem 
Polabstande  ein  Seilpolygon  (I),  welches  die  Senkrechten  durch  die 
Stützpunkte  A^  C,  D  in  A^^  C^,  D,,  schneiden  möge  und  hierauf  zu 
der  Belastungslinie  A'T'D'  ein  durch  die  3  Punkte  ^q,  Cq  und  Dq 
gehendes  Seilpolygon  (ü).  Die  Pläche  zwischen  den  Seilpolygonen  (I) 
und  (IT)  ist  die  Einflußfläche  für  X'.  Mißt  man  unter  P  und  X'  die 
Ordinaten  t]  und  c,  so  ist 

c 
Die  Höhen  der  Dreiecke  ÄLD'  und  ÄTD\  deren  Ordinaten  ilf' 

und  M"  mit  ~  multipliziert  die  Belastungsordinaten  z  und  %"  liefern, 
J 

dürfen,   da  es   bei  der  Berechnung  von  X'  nur  auf  das  gegenseitige 

Verhältnis  von  i\  und  c  ankommt,  beliebig 

groß  gewählt  werden. 

Ganz  ebenso  wird  die  Einflußfläche 
für  X"  gefunden. 

Aufgabe  4.  Gesucht  ist  der  Horizon- 
talschub X  eines  Bogenträgers  mit  2 
(an  den  Kämpfern  gelegenen)  Gelen- 
ken. Fig.  177.  Es  handele  sich  um  den 
Einfluß  einer  über  den  Träger  wandernden 
Last  P,  einer  gleichmäßigen  Erwärmung  und 
eines  Xachgebens  der  Widerlager. 

Zuerst  wird  angenommen,  daß  auf  den 
Bogen  nur  zwei  in  A  und  B  angreifende, 
nach  außen  gerichtete,  wagerechte  Kräfte  „Eins"  wirken  (Zustand 
*)  Vgl.  Seite  66. 


—     191     — 

X  =  —  1).     Die   Sehnenlänge   /    vergrößert    sich    hierbei   nach   Glei- 
chung 58  a.  Seite  169,  um 


i'i^^f 


cos  c^dx 
EF 


und  es  entsteht  eine  Biegmigslinie  A'SB\  ^velche  als  die  Momenten- 
kurve eines  einfachen  Balkens  A'B'  aufgefaßt  \rerden  darf,  dessen  Be- 
lastungsordinate, nach  G-leichung  (62),  Seite  177  und  mitVernachlässigung 

von  X,  stets  genügend  genau:  .\  =      r-  ^       gesetzt  Averdeu  darf;  denn 

es  ist  31=  ij'l. 

Mit  Hilfe  des  Maxwellschen  Satzes  lassen  sich  jetzt  folgende 
Schlüsse  ziehen,  wobei  h'  die  unter  der  Last  P  gemessene  Ordinate 
der  Biegungslinie  Ä SB'  und  D  den  Angriffspunkt  von  P  bezeich- 
nen möge. 

1)  Die  in  Ä  und  B  wirksamen  wagerechten  Kräfte  1  verschieben 
den  Punkt  D  um  5'  nach  abwärts,  mithin  wird  eine  in  D 
angreifende  Last  „Eins"  eine  Yergrößerung  der  Stützweite  / 
um  5'  hervorbringen,  und  eine  in  D  angreifende  Last  P  wird 
t^l  =  Ph'  erzeugen. 

2)  Der  Horizontalschub  X  verursacht  für  sich  allein  A/  =  — X^. 

3)  Eine  gleichmäßige  Änderung  der  Anfangstemperatur  um  t  be- 
dingt M=  ztl. 

4)  Soll  sich  bei  gleichzeitigem  Wirken  von  P  und  X  sowie  der 
Temperaturänderung  die  Stützweite  /  um  einen  vorgeschriebenen 
Wert  AI  ändern,  so  besteht  die  Bedingung 

\J  =  Ph'—X^Z-\-ztI. 

und  aus  dieser  ergibt  sich  der  für  einen  beliebig  geformten  Bogen 
gültige  Wert 

Ph'A-ttl  —  M 


(I)  A' 


e 


Für  einen  flachen  Parabelbogen  mit  konstanten  Werten 
EJ coacj>  und  i^seco  ist,  wenn  Jcos<:^  =  J'  und  Fsec(p^F^  ge- 
setzt wird,  nach  G-leichung  (58b),  Seite  169. 

t  8/^Z      ,        / 


IbEJ'    '    EF' 
und 

ij  1       4.fx(l  —  x) 

■X  z:=z  — - SPP  Ci  r^ .  - -^ -■ 

-—  EJ  ^^""^       EJ'  P 
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Die  Differentialgleichung  der  Biegimgslinie  ÄSW  lautet 

X-  —  lx\ 


4/-       dx^ 

ihre  Integration  liefert 

EJ'l^     dh  r-s         /.r2 


+  Q, 


4/-       dx         3  2 

4/     ^~  12         6    +^i^  +  ^2- 
Aus  den  Bedingungen: 

a:  ==  0  muß  liefern  5  =  0, 
x  =  l      „         ,,        8  =  0 

ergeben  sich  die  lutegratiouskonstanten 

C,=~  und  C,  =  0, 

und  es  folgt  die  Gleichung 

_  f{xl^-2lx^-^x^) 

so  daß  unter  der  bei  a  gelegenen  Last  P  die  Ordinate 

^'^^  ^= 3£V7^ 

erhalten  Avird.    Die  für  X  abgeleitete  Gleichung  (I)  geht  über  in: 

wobei 

Das  von  P  abhängige  erste  Glied  von  X  bestimmt  die  Eiufluß- 
linie  für  X;  diese  Linie  weicht  so  wenig  von  einer  Parabel  ab,  daß 
es  stets  zulässig  ist,  sie  durch  eine  Parabel  zu  ersetzen,  so  zwar,  daß 
beide  Linien  mit  der  Abszissenachse  A'B'  (Fig.  177)  gleichgroße  Flächen 
einschließen.     Die  Pfeilhöhe  Z  dieser  Parabel  bestimmt  sich  aus  der 

Gleichung 

i 

0 
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man  erhält 


^Pl 


16/; 


(77) 


A' 


und  schließlich  den  Einfluß  von  P  auf  X: 

Aufgabe  5.    Ein  nrsprünglich  wagerechter,  mit  einer  senkrechten 
Einzellast  P  belasteter  Stab  konstanten  Querschnitts  liegt  bei  Ä  frei 
auf  und  ist  bei  B  unter  dem 
Winkel  r^  eingespannt.  Es  soll 
das  Einspannungsmoment  J/^ 
bestimmt  werden.     Fig.  178. 

Wir  betrachten  zunächst 
den  bei  A  und  B  frei  aufliegen- 
den, nur  durch  ein  in  B  an- 
greifendes Kräftepaar,  dessen 
Moment  =  1  ist,  belasteten 
Stab  (Zustand  Jf,  =  1)  und 
berechnen  die  bei  a  ent- 
stehende Durchbiegung  8,  so- 
wie den  Neigungswinkel  -z 
der  in  5  an  die  elastische 
Linie  gelegten  Tangente.  Die  Momentenfläche  ist  ein  Dreieck  ALB 
von  der  Höhe  LB  =  1 ;  faßt  man  sie  als  Belastungsfläche  eines  ein- 
fachen Balkens  AB  auf,   so   entstehen  die  Stützen  drücke   (J.)  = 


Fig.  178. 


6 


1-Z 


und  {B)  =  ~^-  und,  an  der  Stelle  «,  das  zweite  Moment  (vgl.  Seite  185) : 


QI) 


es  ist  mithin  6 

Weiter  ergibt  sich 


EJ 


a 
Y    3 

6EJI 


a{P  —  a^) 


6/ 


EJ        3EJ   ^• 

Der  vierte   der  vorhin  bewiesenen  Sätze  gestattet  jetzt  folgende 
Schlüsse: 


*)    Da    EJ^    als    Biegungsmoment    aufgefaßt    werden    darf,     so     läßt    sich. 

EJt  =  EJ-^   als    Querkraft   (Vertikalkraft)    deuten.     Es    folgt   dann    (Fig.  178): 

EJt  =  {B)  imd  ebenso  EJt  =  [Ä). 

Müller-Breslau,  Festigkeitslehre.    4.  Aufl.  13 
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Ein  bei  B  angreifendes,  links  drehendes  Kräftepaar  „Eins"  senkt 
den  Punkt  D  um  S.  folglich  verursacht  eine  in  D  wirksame  Last  „Eins" 
bei  B  eine  Linksdrehung  5,  und  eine  Last  P  erzeugt  die  Drehung  Ph. 

Da  nun  das  Moment  J/^  für  sich  allein  die  Drehung  M^z  bewirkt, 
so  entsteht  im  ganzen  die  Drehung 

und  es   folgt    hieraus,    bei  vorgeschriebenem  Tj.    das    gesuchte  Ein- 
spannungsmoment : 

M,=  —  P-^-{-^,  d.i. 
'~  2/2  +         /        ' 


§  19. 

Allgemeine  Untersuchung  des  Einflusses  einer  Einzellast  auf  die 
statisch  nicht  bestimmbaren  Größen  X. 

Wir  betrachten  ein  Stabwerk,  auf  welches  nur  eine  Last  P  wirkt, 
und  suchen  die  statisch  nicht  bestimmbaren  Größen  X' X"  .  .  .  für 
eine  beliebige  Lage  dieser  Last  unter  der  Annahme  zu  ermitteln,  daß 
bezüglich  der  auf  Biegungsfestigkeit  in  Anspruch  genommenen  Stäbe 
die  Voraussetzungen  des  §  12  zutreffen. 

Die  Gleichungen: 

welche  auf  Seite  82  für  den  Fall  abgeleitet  wurden,  daß  die  Spannungen  a 
in  der  Form 

c;  =  c,  +  c'X'  4-  a"X"  -f  .  .  . 
darstellbar  sind,  lassen  sich,  wenn  der  die  Unbekannten  X  enthaltende 
Teil  von  a  mit  c^  bezeichnet  und 

gesetzt  wird,  schreiben: 

(78)  l    „       [c"c,dV       fo"c^dV        r 
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Die  von  den  Spannungen  a^  abhängigen  Integrale  erstrecken  sich 
über  den  statisch  bestimmten  Hauptträger,  in  welchen  das  be- 
trachtete Stab  werk  im  Falle  des  Yerschwindens  sämtlicher  Unbekannten 
J\r  übergeht;  sie  lassen  sich  in  folgender  Weise  deuten: 

Bezeichnet,  für  irgend  einen  Spaunungszustand  des  Hauptträgers, 
8  die  unter  der  Annahme  unverrückbarer  oder  über  reibungslose  Lager 
gleitender  Stützpunkte  und  für  den  Fall  ^  =  0  bestimmte  Yerschiebung 
des  Angriffspunktes  von  P,  so  besteht,  da  P  die  Spannungen  Cq  hervor- 
bringt, zwischen  8  und  den  Formänderungen  ^ch,  =  -:=^ds^  die  Be- 
ziehung (Arbeitsgleichung) 


(79) 


besor 
lg  5' 

,  _  fc.a'c 


\ds,. 


■"'-p 


adV 


ds,  JE' 

und  es  ergibt  sich  insbesondere  für  die   dem  Zustande  X'  =  1  ent- 
sprechende Verschiebung  5'  die  Gleichung 
'dV 
E       ' 
und  ebenso  folgt 
^a'dV 


Ph' 


=/* 


,  Ph" 


roQa"'dV 
I       1^- 


wobei  8".  8'",  .  .  .  der  Reihe  nach  die  durch  die  Spannungen  o",  a"\  .  .  . 
(entsprechend  den  Zuständen  X"=  1,  X"'=  1,  .  .  .)  hervorgebrachten 
Verschiebungen  des  Angriffspunktes  von  P  bedeuten. 

Die  Bedingungsgleichungen  (78)  gehen  jetzt  über  in: 

r  oaJV         f  .  rjjr 
j—^^j.tcdf, 


(80) 


L'  =  Ph' 


V 


E 
a  c^dV 


■^p.-+f^^+j 


zta'dK 


sie  mögen  für  den  Fall  weiter  umgeformt  werden,  daß  für  die  auf 
Biegungsfestigkeit  beanspruchten  Stäbe  die  Spannungen  c  nach 
Gleichung  (40),  Seite  91  berechnet  werden  dürfen,  und  die  Temperatur- 
änderung innerhalb  eines  Querschnittes  dem  in  Fig.  77  dargestellten 
Gesetze  folgt.  Es  ergibt  sich  dann  (vgl.  die  im  §  14  unter  1  durch- 
geführten Integrationen)  *) : 

.ds 
EJ 


J       E       ~  j^F]E~^J~~EJ 

feio'dV=  let,  X' ds  +  /s  ^-  M' 


und 


Wir  schreiben  jetzt  eis  an  Stelle  von  dx. 


IB' 
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dabei   wird   anj^enoinmen,    daß   die  Läugskraft  X  und  das  Biegungs- 
moment M  durch  die  Gleiciumgen 

X  =  Xo  +  ^^'^'  +  -VA'"  +  ...  und 

.U=  3[,-{-M'  X'  -\-  M"X"  -^  .  .  . 
gegeben  sind  und  für  die  von  JY  abhängigen  Teile  von  X  und  M  die 
Abkürzungen 

X  =  X'X'-^X"X''-^.  .  . 

^i  =  3rx'  -^]\rx"-{-.  .  . 

eingeführt  werden. 

Für  die  Fachwerkstäbe  ist,  wenn  die  Temperaturänderung  in  allen 
Punkten  eines  Stabes  den  gleichen  Wert  t  annimmt, 


/- 


a'a^dV 


S'S.s 


E 


-Ufa'dV=^^f-\-^^tS's, 


wobei  die  Spannkraft  S  in  der  Form 

S=S,  +  S'X'-\-S"X"-}-.  .  . 
dargestellt  sein  muß  und 

S,  =  S' X'  -^  S"  X"  -\- .  .  . 

den  von  den  Unbekannten  X  abhängigen  Teil  der  Spannkraft  S  angibt. 
Die  Gleichungen  (80)  gehen  jetzt  über  in 


(81) 


rji'jLds 


J      EF     +j 


£  -,—  M  ds 
h 


X'ds  +  2^^^  +  Ss^Ä'.s, 


^„     „.„  ,    nr'M^ds  ,    rN"N^ds  .    f   M  -.„  , 


EF 

'N"_N^ds 
EF~ 


+  LuX'ds  4-  2  ^^  +  ^.tS"s 


sie  ermöglichen  u.  a.  die  Berechnung  der  Einflußlinien  für 
die  Größen  X\  X'\  .  .  .  ebener  Stabwerke  auf  die  Ermittlung 
von  Biegungslinien  für  stets  sehr  einfache  Belastungsfälle 
zurückzuführen,  da  alle  in  den  Gleichungen  (81)  stehenden  Integrale 
von  der  Lage  der  Last  P  unabhängig  sind  und  nur  einmal  berechnet 
zu  werden  brauchen. 

Ist  das  Stabwerk  nur  einfach  statisch  unbestimmt,  d.  h.  tritt 
nur  eine  Unbekannte  X  auf,  so  folgt 

X  =  Xo  +  X'X,    M  =  ilfo  +  ^'^:    '^'  =  ^%  +  ^'^  also 
X,=  X'X.  M^^M'X,  S,=  S'X 
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und  es  ergibt  sich  dann  aus  der  ersten  der  Gleichungen  (81)  der  Wert 

L'  —  Pb'—Ut,X'ds—  felf^^—^S'zts 

^^^^         ^^  f^'^ds        CM'^ds  S^ 

J    EF    ~^J     EJ    ^       EF 

Aufgabe  1.  Gesucht  ist  die  Einflußlinie  für  den  Hori- 
zontalschub X  eines  kontinuierlichen  Bogenträgers  mit  drei 
Öffnungen.  Fig.  179.  Die  einzelnen  Bögen  sind  bei  B  und  C  starr 
miteinander  verbimden;  bei  A  und  D,  G  und  L  sind  Gelenke  an- 
geordnet. Über  den  Mittelpfeilern  liegen  wagerechte  Gleitlager,  weshalb 
die  Gegendrücke  B  und  C  der  Mittelstützen  senkrecht  wirken.  Die 
Veränderlichkeit  des  Bogenquerschnittes  soll  berücksichtigt  werden; 
sodann  ist  anzunehmen,  daß  der  Bogen  gleichmäßig  um  t  erwärmt 
wird,  und,  infolge  eines  Xachgebens  der  Widerlager,  /in  /-}-  A/  über- 
geht während  sich  die  Mittelstützen  um  die  sehr  kleinen  Strecken  S^ 
und  §2  senken. 

Der  Bogenträger  ist  einfach  statisch  unbestimmt;  er  geht  im 
Falle  JY=0  in  einen  Gerb  ersehen  Balken  über,  für  den  sich  die 
Biegungsmomente  J/q  und  Längskräfte  Xq  leicht  berechnen  lassen. 

Um  die  Unbekannte  JY  mittels  der  aus  der  Gleichung  (82)  folgenden 
Formel 

r-p^-ttjx'ds  .X 


rx'^'ds      r 

j-Eir-^j- 


EJ 


bestimmen  zu  können,  muß  man  zunächst  den  Zustand  _X  =  1,  welchem 
die  Momente  M'  und  Längskräfte  X'  entsprechen,  untersuchen.  Dieser 
Zustand  ist  in  Fig.  180  dargestellt.    Außer  dem  Horizontalschube  „Eins" 

wirken  noch  senkrechte  Auflagerkräfte  1  • -^ ,  denn  es  müssen,   damit 

sich  die  Bogenstücke  Ä  G  und  LD  nicht  um  die  Gelenke  G  und  L 
drehen,  die  Kämpferdrücke  durch  diese  Gelenke  gehen.  Der  Linienzug 
AR  TD  ist  (mit  der  Ausdrucksweise  der  graphischen  Statik)  das  dem 
Zustande  X=l  entsprechende  Mittelkraftspolygon,  und  es  ergibt  sich 
für  irgend   einen  Querschnitt  des  Bogenti'ägers   das  Biegungsmoment 

jr  =  i..v, 

wobei  u  den  senkrechten  Abstand  des  Querschnittsschwerpunktes  vom 
Mittelkraftspolygone  bezeichnet.   Die  in  Fig.  180  schraffierte  Fläche  ist 


*)  Da  Eachwerkstäbe  nicht  vortommen,  so  fallen  die  Glieder  2  in  Gleichung  (82) 
fort;  ferner  ist,  wegen  der  hier  vorausgesetzten  gleichmäßigen  Erwärmung  A/=:0 
und  fa  =  t  zu  setzen. 
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somit  die   dem   Zustande  A' =  1   entsprechende   Momentenfläche;   der 
mittlere  Teil  derselben  ist  positiv. 

Ist  9  der  Xeigimgswinkel  der  Tangente  an  die  Stabachse  gegen 
die  "W^ageroclite,  so  ist  die  Längskraft  für  den  Querschnitt  durch  den 
Berührungspunkt  : 

1)  innerhalb  einer  Außenöffnung:  .V  =  —  1  •  cos  9  —  1  •  7-  ^i^^  9^ 


2) 


der     Mittelöffnung :    i\' 


1  •  cos  9. 


Da  nun  das  über  eine  Außenöffnung  ausgedehnte  Integral  /  ds  sin  9 
=  jc1y^  =0  ist,  weil  B  und  A^  desgl.  C  und  D  gleich  hoch  liegen, 
so  folgt 

/  N'ds  =  —  /  cos  9  ds  =  —  (/,  +  /,+/,)  =  —  l 


Fig.  179.  a\/A^\1 


Fig.  180. 


Fig.  181.    -1^ 


Fig.  182.    Ä 


Die  virtuelle  Arbeit  L'  der  Auflagerkräfte  ist,  für  den  Zustand 
JC  =  1  und  bei  den  hier  vorgeschriebenen  Bewegungen  der  Stütz- 
punkte : 

'1  '1 

und  es  entsteht,  wenn  Zähler  und  Nenner  des  Wertes  für  A  [Gleichung  (I)] 
mit  EJ,  multipliziert  werden  (unter  J^  ein  beliebiges,  konstantes  Quer- 
schnittsträgheitsmoment verstanden)  und  die  Bezeichnung 

Jcos  <f>  =  J' 
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eingeführt  wird: 


"^dx. 


—  PEJ.h'  +  EJ,  (-/j-  (5j  -\-\)  —  M-\-  tfl) 
X  = —^ - 

wobei 

Das  erste  Glied  von  9?  ist  gegen  das  zweite  stets  geringfügig, 
und  es  genügt,  dasselbe  angenähert  zu  berechnen.  Man  setze  für  alle 
drei  Öffnungen:  N'  =  —  1  •  cos  9  und  nehme  für  i^sec  9  einen  kon- 
stanten Mittelwert  F^  an;  es  entsteht  dann 

Je  /       Ti     =Jc\  ^H— —  =  ^  l  und 
/       F  J  Fcosr^         F, 

Nach  Berechnung  von  9^  braucht  man,  um  JV^  bestimmen  zu 
können,  nur  noch  S'  anzugeben. 

Es  bedeutet  h'  die  unter  der  Last  P  gemessene  Ordinate  der  für 
den  Zustand  X=l  gezeichneten  Biegungslinie,  deren  Differeatial- 
gleichung 


sec  9 


FJ     ^   '  dx 


unter  Vernachlässigung  des  ganz  unwesentlichen  Gliedes 


dx 

d^h'        M' 


dx'         EJ' 


vereinfacht  werden  darf.  Es  folgt  dann,  wenn  an  Stelle  der  Linie  mit 
der  Ordinate   5'  diejenige  mit  der  Ordinate  EJJb'  =  t\  gesucht  wird, 

^^""1  TI^'     Je  Je 

und  es  ergibt  sich  nun  im  Anschlüsse  an  die  Entwicklungen  des  §  17 
(wobei  namentlich  auf  die  Aufgabe  unter  5,  Seite  184  zu  achten  ist)  die 
folgende  Darstellung  der  -rj-Linie. 


*)  Wenn  der  Querschnitt  nicht  sehr  stark  veränderlich  ist,  ist  es  auch  zulässig, 
für  J'  (wenigstens  innerhalb  der  einzelnen  Öffnungen)  einen  konstanten  Mittelwert 
zu  setzen. 
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Man  bestimmt,  die  Belastuugslinie  x  =  >/  —'j ,  wobei  es  sich  emp- 
fiehlt (damit  die  Gleichung  — EJch'  =  'ri  bestehe),  das  Vorzeichen 
der  y  umzukehren  und  die  /y  zwischen  G  und  L  negativ  anzunehmen. 
Hierauf  faßt  man  die  in  Fig.  181  mit  I  bezeichneten  Flächen  als  Be- 
lastungsflächen einfacher  Balken  A' G'  und  L' D'  auf,  die  mit  II  be- 
zeichnete als  Belastungsfläche  eines  einfachen  Balkens  G'L'  und  zeichnet 
die  zugehörigen  Momentenkurven  Ä'SG'\  G"QL"  und  L"KD". 
Nachdem  hierauf  die  Senkrechten  durch  die  Stützpunkte  B  und  C  mit 
der  Momentenkurve  G" QL"  in  B^  und  C\  zum  Schnitte  gebracht 
worden  sind,  wird  der  Linienzug  Ä'G^L^D"  eingeti'ageu,  dessen  Eck- 
punkte Gl  und  Lj  senkreclit  unter  den  Gelenken  liegen.  Mißt  man 
nun  unter  der  Last  P  den  senkrechten  Abstand  der  Momentenkurve 
von  dem  Linienzuge  A" G^L^I)",  so  besteht  zwischen  f\  und  5'  die 
Beziehung 

—  EJ,h'  =  r,. 

und  es  ergibt  sich  der  durch  die  Last  P  hervorgebrachte  Horizontalschub 

Sind  die  Momentenkurven  Ä'SG",  G"QL".  L"KD"  Seilpolygone, 
und  ist  der  Polabstand  =  9^,  so  folgt 

A^  =  Pr,. 

Es  ist  dann  die  Fläche  zwischen  den  Seilpolygonen  und  dem 
Linienzuge  A" G^L-^D"  die  Einflußfläche  für  A.  Lasten  zwischen 
B  und  C  erzeugen  ein  negatives  X 

Besonders  empfehlenswert  für  den  vorliegenden  Fall  ist  die  auf  Seite  177  ge- 
lehrte Einführung  von  Einzellasten  an  Stelle  der  Belastungsflächen  I  und  IL  Vgl. 
auch  Fig.  171.  Vegen  M'  z=l-  y  erhält  man,  wenn  der  Einfluß  der  Längskräfte  N 
auf  die  Werte  t;  vernachlässigt  wird,  nach  Gleichung  (64)  und  (63),  Seite  179,  die  im 
Knotenpunkte  m  anzunehmende  Einzellast 

wobei  Xc  eine  beliebige  konstante  Feldweite  vorstellt.  Zeichnet  man  zu  diesen 
Lasten  ic  (welche  zwischen  G  und  L  nach  aufwärts,  hingegen  links  von  G  und 
rechts  von  L  nach  abwärts  wirkend  anzimehmen  sind)  die  einfachen  Momenten- 
kurven Ä'SG'\  G"QL"  und  L"KD"  (Fig.  182),  trägt  den  Linienzug  Ä'G^L^D" 

ein  nad  mißt  unter  P  die  Ordinate  t,,  so  besteht  die  Beziehung — ^  S'=t)  und 

es  folgt  A  =  — g^  • 

Nun  ist  nach  Gleichung  (68),  S.  181, 

/  -EJ^  =J  ^  -ET-  =  -EJ7  ^^•""'"  ^  -EJT  ^y-''- 
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imd 


I'- 


,2  ^  f/.^. : 


mitKin 

und  man  erhält,  -wenn  a  eine  beliebig  lange  Strecke  bedeutet, 

A  =  — ^,   wobei  §  =  ^- 

Sind  die  Linien  Ä'SG'\  G"QL'\  L"KD"  Seilpolygone,  welche  zu  den  Lasten  w 
mit  der  Polentfernimg  §  gezeichnet  wurden,  so  ist 

a 

imd,  wenn  die  Lasteinheit  P  dm-ch  eine  Strecke  von  der  Länge  a  dargestellt  wird 
(Kräftemaßstab) : 

X  =  -t]. 

Zu  beachten  ist,  daß  sowohl  die  Polentfernung  §  als  auch  die  Lasten  ic 
„Strecken"-  vorstellen,  welche  in  beliebigem  (vom  Längenmaßstabe  der  Zeichnung 
unabhängigen)  Maßstabe  aufgetragen  werden  dürfen.     Meistens  ist  X  konstant;  man 

wählt  dann  X^  =  wirkliche  Feldweite  und  erhält  — ^  =  — 'n  +  i_  __  ^      j^^  außerdem 

Xc  Xc 

die  Annahme :  J'  =  Konst.  zulässig,  so  wählt  man  Je  gleich  dem  Mittelwerte  von  J' 
imd  hat  dann  sehr  einfach 

Bei  kleiner  Feldweite  ist  genügend  genau  icm  =  i/m . 

Aufgabe  2.  Eine  auf  Pen delpf eilern  ruhende  Kette  sei 
durch  senkrechte  Stäbe  mit  einem  Bogen  verbunden,  welcher  an  den 
Kämpfern  Gelenke  besitzt.  Auf  den  Bogen  wirke  eine  Last  P.  Es 
soll  der  Horizontalzug  X'  der  Kette  und  der  Horizontalschub  X"  des 
Bogens  unter  der  Voraussetzung  berechnet  werden,  daß  sich  die  Stütz- 
punkte um  beobachtete  kleine  Strecken  verschieben  und  eine  gleich- 
mäßige Erhöhung  der  Anfangstemperatur  um  t  stattfindet.     Fig.  183. 

Zunächst  müssen  die  Spannkräfte  in  den  Fachwerkstäben,  sowie 
die  den  Bogen  beanspruchenden  Biegungsmomente  31  und  Läugs- 
kräfte  A"  durch  die  Last  P  und  die  Unbekannten  X'  und  X"  aus- 
gedrückt werden. 

a)  Die  Fachwerkstäbe.     Es   ergibt  sich  für  irgend  ein  Glied 
der  Kette,  wenn  a  dessen  K'eigungswinkel  gegen  die  Wagerechte  be- 
deutet . 
(I)  S  =  X'  sec  a 

und  für  irgend  eine  Hängestange   GR^  wenn  a^  und  a^  die  links  und 
rechts  von   GB  gelegenen  Winkel  a  bedeuten; 
(H)  Ä=A"(tg-a,-tga.). 
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Für  den  linken  Pendelpfeiler  ist 

(III)  5=-A"(tga,  ^tga^) 

und  für  den  rechten: 

(IITa)  .S  =  -A"(tga„.,  +  tga„). 

b)  Der  Bogen.     Die  senkrechten  Auflagerdrücke  bei  Ä  und  B 


Die  Gerade  LT  heiße  die  Schlußlinie,  und  es  sei  an  der  Stelle  x 
der  senkrechte  Abstand  der  Kette  von  der  Schlußlinie  =  y'  und  die 
Ordinate  des  Bogen  =  y".  Bei  L  denken  wir  die  Kette  durchgeschnitten, 
zerlegen  die  Spannkraft  X'  sec  ag  des  geschnittenen  Kettengliedes  in 
die  Seitenkräfte  Q'  (in  der  Richtung  der  Schlußlinie)  und  Q"  (senk- 
recht) und  schreiben  die  Momentengleichung  für  den  Punkt  T  an; 
sie  lautet 
(IV)  {Ä  -{-Q")/  —  Pb  =  0, 


1 
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Pb 

und  liefert  A  -{-  Q'  =  — —     IS^uu  führen  wir  an   der  Stelle  ./;  einen 

senkrechten  Schnitt,  welcher  Bogen,  Kette  und  Schlußlinie  in  D,  Ä" 
und  TJ  trifft,  verlegen  Q  von  L  nach  ?7,  zerlegen  sowohl  Q'  als  auch 
die  Spannkraft  <S'  des  vom  Schnitte  DU  getroffenen  Kettengliedes  in 
eine  senkrechte  und  eine  wagerechte  Seitenkraft  (welche  letztere  =  X' 
ist)  und  finden,  wenn  x  <^a  ist,  das  Bieguugsraoment  für  den  Bogen- 
querschnitt  bei  T): 

M  =  (^  +  Q")  x  —  X'ii  —  X"ij",  d.  i. 

,.        Pb  „,   ,        ,,„  „ 

J/=  -p X  —  X  y  —X  //  , 

während  im  Falle  x^  a 

M=^x'-X'y'-X"i/ 

erhalten  wird,  weshalb  allgemein  gesetzt  werden  darf 

{X)  M=M,-X'y'-X"y", 

wobei  J/o  =  Biegungsmoment  für  einen  bei  A  und  B  frei  aufliegenden, 

mit  P  belasteten  Balken  ASB. 

Die  Momentengleichung  (IV)  für  den  Punkt  T  läßt  sich  auch 
nach  der  (in  Fig.  183  nicht  angegebenen)  Zerlegung  von  X'  sec  a.^  in 
X'  (wagerecht)  und  X'  tg  cl^  (senkrecht)  in  der  Form  schreiben : 

{A  +  A^'  tg  aa)  /  —  X' c  —  Pb  =  0; 
sie  liefert  dann  den  senkrechten  Gegendruck  des  Bogen  Widerlagers 

(YI)  .4=^^-A"(tga,-^), 

und  ebenso  läßt  sich  ableiten 

(VII)  ^  =  ^- ^^' 0-  ««-  +  f) ' 

w^obei  a„_i  der  spitze  Neigungswinkel  des  vom  Schnitte  BT  getroffenen 
Kettengliedes  ist. 

Die  Summe  der  auf  das  Bogeustück  AD  wirkenden  senkrechten 
Kräfte  ist  nun  für  x  <Z  « '■ 

r=.4-f  A'tga,-A'tga^^-A"(tga-^) 

und  für  x^  a 

F=(.4-P)  +  A'tga,-A'tga  =  --^-A'(tga--^), 

weshalb  man  setzen  darf 

(Yni)  r=F,-A'(tga--^), 
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unter  T'^  die  Querkraft  (Vertikalkraft)  für  den  Quersclniitt  x  eines  ein- 
fachen Balkens  .IL'  versttuiden. 

Da  die  Summe  der  auf  das  Bogenstück  AD  wirkenden  Avagerechten 
Kräfte  =  X"  ist,  so  ergibt  sich  nach  Gleichung  (56),  Seite  159,  für 
den  Bogenquerschnitt  bei  D  die  Längskraft 

(IX)  .V=  —  Vq  sin  9  +  JC'  f  tg  a r)^i"  9  —  -X"cos  9. 

9  bedeutet  den  Xeigungswinkol  der  in  B  an  die  Bogenachse  ge- 
legten Tangeute  gegen  die  "Wagerechte. 

Durch  die  abgeleiteten  Gleichungen  ist  die  Berechnung  der 
Inanspruchnahme  unseres  Stabwerks  auf  diejenige  von  X'  und  X" 
zurückgeführt. 

c)  Bestimmung  von  X'  und  X".  Es  sollen  die  Gleichungen  (81), 
Seite  196,  benutzt  werden;  sie  gehen,  wegen  A^  =  0,  /^  ^  /  und  S"=  0*), 
nach  Multiplikation  mit  EJ**)  und  mit  der  Bezeichnung  JC0S9  =  J' 
über  in: 

KJ,L'  =  PEJ.h'  +  / M'  M^ ^ dx  +  J,  f^^^^^  +zEJJ  fx'ds 

+  J,^^^-\-tEtJ,^S's 

EJ,L''=  PEJX-\-  [m"M^  y  dx  +  J,  [^^  äs  -\-eEJj  fl 

und  hierein  ist  zu  setzen  für  den  Bogen: 

M^  =  —  X'i/  —  X" //' ;       X  =  -7-  -Y'  f  tg  a ^  j  sin  9  —  X"  cos  9 

-V  =  —  .//';  X'  =(tg<x  —  y)  sin  9  (Zustand  X'  =  1) 

J/"=  —  /y";  X"=  —  cos  9;     (Zustand  X"=  1) 

und  für  sämtliche  Fachwerkstäbe : 

wobei  S'  allgemein  den  Koeffizienten  von  X'  in  den  Gleichungen  (I) 
bis  (m)  bedeutet. 

3Iit  der  stets  zulässigen  Vernachlässigung  des  fast  einflußlosen 
AVertes  X'  sowie  des  ersten  Gliedes  des  Ausdruckes  für  X^  ergeben 
sich  zur  Berechnung  von  X'  und  X"  die  Gleichungen: 


X"ds^ 


*)  In  den  für  die  Spannkräfte  .S'  gefundenen  Ausdrücken  ist  die  Unbekannte  X' 
nicht  enthalten. 

**)  Je  bedeutet,  wie  früher,  ein  beliebiges,  konstantes  Trägheitsmoment. 


(X) 


—     205     — 
EJ,L'  =  PEJ.h'  +  X'fi/^^r  dx-^X"[y'ij"  ^  rfx+J,A"2^ 

EJ,L"=PEJX+  X'fij'y" ^ dx+X''[y'''^dx+~^  I 

—  zEtJJ*). 

Die  Summen  2    erstrecken   sich-  über  Kette,  Hängestangen   und 
Pendelpfeiler  und  die  Integrale  über  den  ganzen  Bogen. 

Um  die  virtuellen  Arbeiten  Z'  und  L"  der  Auflagerkräfte  zu  be- 
rechnen, nehmen  \Yir  die  Wagerechte  durch  die  Punkte  Ä  und  B  relativ 
festliegend  an  und  bezeichnen  die  Verschiebungen  der  Stützpunkte  X^ 
und  X^  im  Sinne  von  X^E^  und  XgZ/g  mit  '^^  und  ^gi  die  Senkungen 
der  Punkte  N^  und  X^  mit  ^3  und  B,^  und  die  Vergrößerungen   der 
Stützweite  l  mit  A/.     Es  ist  dann  die  von  den  Stützendrücken 
X'\  C\  =  X'  sec  a^,  C^  =  X'  sec  a„, 
C3  =  X'  {ig  a,  +  tg  a^),   C,  =  X'  {ig  a„..  +  tg  a„) 
geleistete  virtueUe  Arbeit: 
%  =  —  X" M  —  X'  sec  tti  •  ^1  —  X'  sec  a„  •  ^^  —  ^Y'  (tg  a^  -f  tg  aj  ^3 

-.T'(tga„_,  + tga„)?, 
und  es  folgt  für  den  Zustand  ^'  =  1 : 

(XI)  L'  =  —  ^1  sec  tti  —  ^2  sec  a„  —  ?3  (tg  a^  +  tg  ag) 

—  ^4(tga«-i  +  tga„) 
und  für  den  Zustand  X"  =^  1 

(XII)  L"  =  -M. 

h'  und  5' 
für  die  Zustände  X'  =  1  und  X"  =  1 
eines  bei  A  und  i>  frei  aufliegenden  Balkens  ASB  (des  Hauptträgers 
unseres  Stabwerks);  sie  können  mit  Hilfe  ihrer  Differentialgleichungen : 


(XIH) 


.(  X' 
d^h'         M'     ,       \EF 


tg?) 


</a:2         EJ'     '  --/.r 

f/2  8"         M' 


44^*s0 


da;  2         £•-/'    '  dx 

berechnet  oder  nach  der  im  §  17  gegebenen  Anleitung  auf  graphischem 

'^QgQ  gefunden  werden,  während  sich  die  in  den  Gleichungen  (X)  vor- 


*)  Es  bedeutet,  wie  in  Aufgabe  1,  Fe  den  konstauten  Mittelwert  aus  den  ver- 
änderlichen Werten  jF'sec9,  wobei  i^  =  Querschnitt  des  Bogens  an  der  Stelle  x. 
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kommenden  Integrale  u.  a.  mittels  der  Simpsonschen  Formel  ermitteln 
lassen*). 

Formeln  für  die  durch  einen  Parabelbogen  versteifte  parabolische 
Kette.     Sind  /'  und  /"'  die  Werte  von  //  und  //"  bei  x  =  ^  l^  so  ist 

!l  =-^—72 ^^nd  y  =-' y^ ^ 

und  es  folgt,  wenn  J'=J'cos9  durch  einen  konstanten  Mittelwert  J"^ 
ersetzt  wird. 


(XIV) 


jjl   ^—dx=—^—lx^{l  —  xyclx  =  ~^.- 


Die  Gleichungen  (XIII)  gehen,  mit  Vernachlässigung  der  unwesent- 
lichen, von  y  und  X"  abhängigen  Glieder,  über  in 

_Fr  ^^'S"  _       ^f"x{l  —  x) 

'"dx^    ~  n 

und   es  ergeben  sich   nach   Gleichung  (76)   Seite  192    bei  x  =  a  die 
Ordinaten 

^- 3EJJ-^ "^'^^   = 3EJJ' ' 

wofür  nach  Seite  193  stets  gesetzt  werden  darf  (Gleichung  77): 

Bei  Berechnung  der  Summen  2 —^^  und  2aS''s  ist  es    stets  zu- 

x* 

lässig,  nur  die  Spannkräfte  -S"  der  Kette  zu  berücksichtigen;  diese  sind 

für  die  unter  a^,  a2  .  .  .  a„  geneigten  Stäbe  der  Reihe  nach 

1  •  sec  tti,    1  •  sec  ttg,  .  .  .,    1  •  sec  a„, 

so  daß  sich,  wenn  der  Querschnitt  der  Kette  dem  Gesetze 

i^=F,seca 

folgt,  wobei  F,  ^  Querschnitt  der  Kette  im  Scheitel, 


"^ 


S'^-s       ^  S's  1 


F 


=  -^^  ^s  sec  a 


*)  In  den  Gleichungen  (Xlll)  dürfen  die  von  N'  und  N"  abhängigen  Glieder 
stets  vernachlässigt  werden. 
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ergibt,  und  hierfür  darf  bei  Annahme  einer  von  L  bis  T  stetig  ge- 
krümmten Kette  und  wenn  y  den  Abstand  des  bei  x  gelegenen  Ketten- 
punktes von  der  Wagerechten  durch  L  bezeichnet,  gesetzt  werden 

i 

2  s  sec  a  =  5j  sec  aj  -j-  /  ds  sec  a  -\-  s„  sec  a„ 

d 

i 

=  Sj  sec  «1  -{-  s„  sec  >x„-\-  \  dx\l  -{-  (  ^^  j     *)• 

0 

Bedeutet  c  den  Höhenunterschied  der  Punkte  L  und  T,    so   ist 

^          ^  f  V  (l  —  x)  X 

y^y'-{-c  —  =^        '     j ^  +  c— ,  und  es  folgt  somit  (nach  Aus- 
führung der  Integration): 
(X VI)     F,  2  ^y-  =  2  S's  =  2  .s  sec  a 

/  16     /"2         c2\ 

=  s^  sec  a^  +  .9„  sec  a„  +  /  (^1  +  -g-  ^  +  -^J- 

Werden  die  Werte  aus  (XIV).  (XV).  (XVI)  in  (X)  eingeführt 
und  letztere  Gleichungen  nach  X'  und  X"  aufgelöst,  so  ergeben  sich 
mit  den  Bezeichnungen: 


^         ^        '  /         16     f'2        c«\ 

eca,  +  /(l  +  ^-^^-  +  -^) 

folgende  Ausdrücke  für  _V  und  X": 

Die  Last  P  erzeugt; 

_^.^^^     „,        3P«Z^      V— 1  ,    _,        3Pa6     p.— 1 

(X^  ni)    A  =  — r>o :r-  und  A   = 


4/7      {J.V  — 1  '  4/"7      .-J.V  — 1 

die  gleichmäßige  Erwärmung  verursacht: 

15  sEtrl  /    Sq  V  ^\ 

^77(ixv-l)  V7^ +  /■">' 
15         zEtJ,       /  s.      ,     l      \ 


(XIX) 


A": 


8     p(.av  — 1) 
und  eine  Verschiebung  der  Stützpunkte  bringt  hervor: 

f  ,       ,  r 

,^.^.^    ,.       15  ^J.    L'.-IJj^  ^.  L^-Lj- 

(XX)   A  =^  ^^  ^:,7^:T-  ^°^^^   =T  r^       sxv-1      - 
wobei  L'  und  Z"  durch  die  Gleichungen  (XI)  und  (XII)  gegeben  sind. 


*)  Es  ist  hierbei  die  Dehnung  der  Stücke  E^L  und  TE.-,  der  Kette   vernach- 
lässigt worden. 
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Trü*::!  msn  die  Farsboln  .4  IT  7>    und  .-l'  II"  ?>'   auf,  doivn  Tfoil- 
hoho:-. 

,    .  3/       jn  —  l 

Ulla    li    -^  -  ,  ,  -,  — 5- 

ior      ;jiv--l  \C>f    piv  —  1 

sind  und  bozoiohnet  dio  \mt<^r  der  Uist  P  como^^ionon  Oniinston  dieser 

FÄrsboln  mir  t/  und  t,  ",  5:0  findet  msn,  daß 

X=iV;  imd  x'^Pr;- 

^^«sietit  werden  darf.    Die  Parabeln  -4lPi>  und  .41P'7>  :sind  doninaoh 

die  cosuohton  Einflußlinion  für   .V  und  X". 

Homontakus:  der  durch  einen  Balken  versteiften  parabolischen 

Kett*.    Oninet  man  bei  .4,  Fic  iSo.  ein  wairereoht«?*  Gloitlairer  (das 

aber  auoh   ue^tive  Stützenwiderstäiido    aufzunehmen   im>;tande    sein 

muß)  an,  so  ist  X";^0.     Per  Horizontalzug  X'  der  Kett^  muß  der 

Gleichung  genügen  [vgL  (X)]: 

(XXD  EJX=  PEJ,h'+  X' jp'^^  dx -f  J, X':S   ^^  ^-  s EtJ,^  S\<, 

und  aus  dieser  folgt  mit  den  durch  die  Gleichungen  (XlXi,  (XV)  und 
(X^^ID  gegebenen  TTertcii: 

ist  TTährend  L'  durch  die  Irleichung  (XF)  bestimmt  ist 

Den  durch  die  Last  P  herroKrerufenen  Horizoutalzug  kann  man 
auch  setzen:  Y'^Pt' 

wenn  t/  die  unt^r  P  gemessene  Ordinate  einer  Parabel  .-l'lT^i?'  be- 

3/ 

dentet  deren  Pfeil  h'  =  —-^ — -^  ist 

Kett*  mit  Verst-eifungsbalken,  deren  Horizontalzng  vom  Verstei- 
fnngsbalken  anfgenommen  wird.  In  Fig.  1S4  ist  eine  Setrenbrücke  mit 
drei  0»ffnur.gen  dargestellt  worden.  Die  gelenkartig  miteinander  rer- 
bundenen  Balken  i\A.  AB  und  BC^  besitzen  mir  ein  einziges  festes 
Auflager:  die  übrigen  Auflager  bewegen  sich  auf  wagerechten  Bahnen. 
Bei  Cj  und  Q  sind  die  Eückhaltketren  mit  den  äußeren  Balken  be- 
festigt —  &ne  zuerst  ron  dem  verstorbenen  österreichischen  Ingenieur 
Langer  vorgeschlagene  Anordnung,  durch  welche  die  mit  gewissen 
Ubelständen  verbundene  Einführung  der  ßückhaltketten  in  das  Wider- 
lagermauerwerk vermieden  wird. 

Lasten,  welche  auf  die  äußeren  Balken  i\A.  i>Q  wirken,  er- 
zeuffKi  X'  ::=  0.    Bei  Berechnuns;  des  infolire  Belastung:  des  mittleren 
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Balkens    herrorgemfenen  Horizontal2:uges   ist  za   beachten,    daß  der 

Balken  AB  nicht  nur  durch  die  Momente 

sondern  auch  durch  die  für  alle  Querschnitte  gleiche  Längstraft  y=—X' 
beansprucht  wird.    Für  die  Balten  C^A  und  BC,  ist  bei  ausschließ- 


Fig.  154. 

lieber  Belastung  der  Mittelöffnung  J/  =  0  und  _V  =  —  X'.     In  der 
Gleichung  rXXI)  sind   hiemach  die  auf  die  Kette  sich  beziehenden 


Summen  2 


und  2 .5"?  zu  vermehren  um  die  über  die  drei  Balten 


(deren  Querschnitte  F„.  F.  F^,  seien)  sich  erstrectenden  Summen: 


i 


'Xhh: 


1 


—  1 


und 


Man  gelangt  dann  zu  der  Formel 

SFab        15    zEtJAs,  —  2l.  —  T) 


X 


4(0/7         8 
"~      '     S   '  f'-l\  F,     '    F,     '    fJ 


IbL'F.L 

Sol- 


ist 


S  20. 
Fortsetzung. 

1)  Zu  einer  besonders  übersichtlichen  Ermittlung  der  statisch 
nicht  bestimmbaren  Größen,  die  jetzt  mit  -X,,  X^.  X^,  .  .  .  bezeichnet 
werden  sollen,  gelangt  man  in  der  Weise,  daß  man  die  i  zunächst 
zu  den  auf  das  statisch  bestimmte  Hauptsystem  wirkenden  Lasten  rechnet 
und  die  Wege  S,.  h^.  5,.  .  .  .  der  Belastungen  X,.  Xi.  X^.  .  .  .  (nach 
Seite  61)  auf  die  Form  bringt: 

K  =  :sp.s.-  —  X,h,,  —  X,?>,,  _  X^,  —  .  .  .  —  ^ 

h,  =  :2Pj,,^  —  xj,,  —  x,h,-XA^-...-h_ 

b,  =  ^PJ>,^  —  -Y,ö.,  —  ^Yiö.i  —  X,l,,  —  ...  -r  h,,—  h. 


S3, 


MüUer-Breslaa,  Festigkeitslehre,    i.  Aafl. 


14 
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Hierbei  bezeichnet: 
h„„  den  Einfluß  der  Ursache  /*„,  =  1        auf  den  "Weg  8„ 
K„ A'„  =  — 1    .,       .,        „     8„ 

0„i        ..  ..  ..  .,  Aj  =  1        .,  „  „  Öa 

h^,  desgl.  den  Einfluß  von  Temperaturünderungen 
h„,^     ,,         ,,  .,  .,     Verschiebungen  der  Stützpunkte  des 

HauptsYstems, 
und    ebenso    lassen    sich   die    übrigen    mit   Doppelzeigern    behafteten 
Werte  5  deuten. 

Da  nun  aber  nach  dem  Max  well  sehen  Satze  die  Buchstaben 
eines  Doppelzeigers  miteinander  vertauschbar  sind,  so  ist 

und  es  sind  mithin  die  Beiwerte  der  Belastungen  P„  durch  die  den 
Ursachen  -X„  =  —  1,  Aj  ^  —  1,  .  .  .  entsprechenden  Verschiebungs- 
zustände  völlig  bestimmt.  Schreibt  man  die  Arbeitsgleichung  für  den 
Belastungszustand  A„  =  —  1  an  und  legt  hierbei  jedem  Teilchen  ds„ 
die  Änderung  Af/^v  =  0  bei,  so  erhält  man 

1 .  h^„.  +  i„  =  0:     1  •  8,„  -f  L,  =  0;  .  .  . 
unter  L„.  Lj.  ...  die  virtuellen  Arbeiten  der  Auflagerkräfte  für  den 
Zustand  A„  =  —  1,  bzw.  X^  =  —  1,  .  .  .  verstanden. 
Es  gehen  also  die  Gleichungen  (83)  über  in 

8«  —  Kt  +  L,  =  2P^8,„„  —  A„5„„  —  A,S„,  —  XXe  —  •  •  • 
(M^  )  ^>'  —  ^»'  +  ^-*  =  2P„8„,  — A„5,„  —  X,h,,—XX,  —  ... 
^^'^^  §^  _  s^^  4-  L^  =  2P„5,„,  —  A„8,„  —  X,h,,  —  XXc  —  .  .  • 

•> 

sie  führen  zu  den  Unbekannten  X,  nachdem  die  Wege  8„,  5j,  8,,,  .  .  , 
bestimmten  Bedingungen  unterworfen  worden  sind.  Ist  beispielsweise 
a  der  Angriffspunkt  eines  Auflagerwiderstandes  A„,  und  ist  das  frag- 
liche Widerlager  starr,  so  ist  8,,  =  0  zu  setzen.  Bedeutet  Aj,  die  Spann- 
kraft in  einem  überzähligen  Fachwerkstabe,  so  muß  für  8^,  die  Längen- 
änderang  dieses  Stabes  eingeführt  und  positiv  oder  negativ  angenommen 
werden,  je  nachdem  der  Stab. gedehnt  oder  verkürzt  wird. 

Bevor  wir  zur  Durchführung  eines  Beispiels  übergehen,  bemerken 
wir  folgendes: 

Sollen  die  Gleichungen  (84)  auf  die  Berechnung  von  statisch  nicht 
bestimmbaren  Auflagerkräften  eines  auf  Biegung  beanspruchten  Stabes 
angewendet  werden,  so  wird  bei  der  Ermittlung  der  8„a,  8„6,  ...  die 
Gleichung  der  Biegungslinie  oft  in 

d'h  ^    M 
dx^  ~  EJ' 
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vereinfacht  werden  dürfen,  wobei  J'=  ./cos  9  ist.  Sobald  die  Annahme 

EJ'  =  Const. 
erlaubt  ist,  was  häufig  zulässig  ist,  so  setze  man  bei  der  Ermittlung 
der  Biegungslinien  (5,„„,  5„j,  5„,,  .  .  .)  den  Wert  £"./'=  1,  integriere 
also  (auf  analytischem  oder  graphischem  Wege)  Gleichungen  von  der  Form 

Man  muß  dann  die  in  den  Bedingungen  (84)  auf  der  linken  Seite 
stehenden  Werte  L„  —  tth„t  mit  EJ'  multiplizieren,  desgl.  den  von 
Längskräften  iS"  abhängigen  Teil  der  Verschiebungen  5„„,  während 
der  von  den  Biegungsmomenten  abhängige  Teil  der  5„„  ebenfalls 
unter  der  Voraussetzung  EJ'^  1  berechnet  wird. 

Es  ist  oft  zweckmäßig,  nur  die  Verschiebungen  S„„,  8„j,  .  .  .  mit 
Hilfe  von  Biegungslinien  zu  ermitteln,  hingegen  die  Koeffizienten  der 
Größen  X.  d.  s.  die  Verschiebungen  S„„,  5„j.  5„,,  .  .  .  mittels  der  Formel 
.  ,  ^.„^....^    ,    .  ^.^r>--„ds     ,   ^  S„S„s 


_rX,X,ds       fM^M, 
^■'""j      EE     ~^J       EJ 


EJ        '         EF 

zu  berechnen,  wo  p  und  q  zwei  beliebige  Zeiger  sind.    Will  man  auch 
einzelne  oder  alle  Summen  2P„8„„,  2P„8„,j.  . . .  berechnen,  so  setze  man 

2P„5„„  =  5„„ 

2P„S,„,  =  §„, 


und  wende  auf  8<,„,  6^^,  .  .  .  die  Gleichung  (85)  an. 

Besonders  einfach  gestaltet  sich  die  Berechnung  der  Biegungs- 
linien, wenn  die  Belastungsflächen,  deren  Seillinien  die  Biegungslinien 
sind,  aus  Kechtecken,  Dreiecken  und  Parabelabschnitten  be- 
stehen. 

Ist  die  Belastungsfläche  eines  einfachen  Balkens  ein  Rechteck 
von  der  Höhe  x  (Fig.  185),  so  erhält  man  im  Abstände  x  vom  Auf- 
lager das  Biegungsmoment  (welches  ja  für  die  Polweite  H=l  mit 
der  Ordinate  der  Seillinie  übereinstimmt): 

-U—  2  —    2       "' 

X          X- 
wo  (0^  =  -^ ^ 

eine  von  /  unabhängige  Zahl  bedeutet. 

Der  Dreieckbelastung  in  Fig.  186  entspricht 
xl  ^    x^    X  _  xP 

M—    ^    X       •    /  •  2  •  3  ""    6     """ 

X            X^ 
wo  (0^  =  -^^ ^• 

14* 
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Für  die  Dreicckbelastuug  in  Fig.  187  setzen  wir 
W-—1 ^  ^^^=6 


Fiff.  185. 


Fig.  186 


Fig.  188, 


Fig.  189 


Fig.  190, 


Fig.  191 


Der  Parabel belastung  in  Fig.  188 


M 


12 


X       X 

x^ 

'  /*  ■ 


=  12"' 


Für  die  Parabelbelastung  in  Fi^ 
189  setzen  wir 


M 


12 


Für    die    symmetrische  Parabel- 
belastung in  Fig.  190  ergibt  sich  mit 

x{l  —  x) 


'.  =  4 


durch  zweimalige  Integration  der  Glei- 
chung 

d^ÄI  Az      „ 


dx^ 
der  Wert 


Op 


Wp"=  2  Ox)  —  Wp- 

Teilt  man  nun  die  Stützw^eite  in 
20  gleiche  Teile  (meistens  werden 
schon  10  Teile  genügen),  so  findet 
man  die  in  der  folgenden  Tabelle 
zusammengestellten  Zahlen  o.  Die 
Tabelle  gibt  auch  die  Neigungswinkel  a 
und  a  der  an  die  Momentenlinie  bei  x  =  0  und  x  =  l  gelegten 
Tangenten  an  (Fig.  191).  Es  ist  tg  a  gleich  dem  linken  und  tg  a 
gleich  dem  rechten  Stützenwiderstand. 
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o  o  i-i '-' oa  cg  CO  (N  CO    '    ' 

o  d~  d~  d^  o"  cT  ö"  o"  ö~ö  o 


•oiocooccc5i-iocx)c^:Ti'*>o— itccor^c^C' 
o"  d"  ö"  ö"  o"  o"  ö"  ö"  d"  ö  ö~  ö"  ö  öd^ö'  o"  ö~  d 


^|s 


i^c^TCt-rcni?ci:^OcoL::c^[^ocor:(M^co 

ö'ö'ö'oc^d^ö'<:5'oc^ö'd^ö(d:DÖ'ö<^ö 


i-H  I^H 


d'd'o  o  dddo  oo  d"d"do  dod~d~d" 


th  |a3 


^1=0 


-^,  "^  K 


a50cr;0'^0'-ioc:o^o-fO'-iociO--c 

•^oi-^osTCC'-ocoicr^coxoiOc^ooccc^ai 
00'-i-f-ic>a(>3rccoec?cccccioco:c(MiM'-HO 


-^^ 


l:h 


ic  c  >-~  o  lo  o  >c  o  in  c  in  o  i.-:  o  ic  o  ic  o  ic 

O  O  ^  -^  '-I  <M  CM  Cl  (M  (M  -M  <M  7^]^!M  ^^-^  '-'  ^O 


«H 


»ooooioo»ooicoino»no>noiooic 
d~d~d'd~d"oö"d"ö'od'oooooö~od 


Bevor  wir  zu  Beispielen  übergehen,  bemerken  wir  noch  fol- 
gendes : 

Wird  der  Einfluß  einer  Einzellast  P„,  =  1  auf  irgend  eine  der 
n  Größen  X,  die  wir  mit  JX",-  bezeichnen  wollen,  gesucht,  so  liefert 
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die  Auflösung  der  Gleichungen  (84),   Seite  210,   einen  Ausdruck  von 
der  Form 

^i  =  a,o5,„„  -|-  a.fcS^ft  -f  a.r8„,  +  •  •  •  a,„5„„, 
und  diese  Gleichung  sagt  aus: 

Die  Einflußlinie  für  JY,  ist  die  Biegungslinie  des  von  den  Be- 
lastungen X^  =  —  a,„,  J^ft  ^  —  a,6,  X^  =  —  a,,.  angegriffenen 
statisch  bestimmten  Hauptsystems. 


-^ 


FiET.  193 


Fi^.  194 


Fig.  195 


^—(L-ccj 


Will  man  die  Gleichungen  (84)  nur  über  k  der  n  Größen  X  aus- 
dehnen, so  tritt  an  die  Stelle  des  statisch  bestimmten,  ein  (n  —  k)  fach 
statisch  unbestimmtes  Hauptsvstem.  Zu  statisch  unbestimmten  Haupt- 
systemen eignen  sich  besonders  der  auf  mehreren  Stützen  ruhende 
Balken  und  der  Bogenträger  mit  zwei  Gelenken,  weil  sich  die  Biegungs- 
linien dieser  Traffwerke  besonders  einfach  darstellen  lassen. 


1.  Beispiel.  Der  in  Fig.  192  dargestellte  Bogenti'äger  besitzt  bei 
Ä  und  B  feste  Kämpfergelenke,  bei  C  und  B  wagerechte  Gleitlager. 
Als  statisch  nicht  bestimmbare  Größen  führen  wir  die  Stützenwider- 
stände JY„,  Xj,  X^  ein.  Die  Yerschiebungen  sollen  auf  ein  recht- 
winkliges Koordinatensystem  bezogen  werden,  dessen  Ursprung  mit 
dem    Gelenk  A    zusammenfällt,    und    dessen    eine  Achse    durch    das 
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Gelenk  B  geht.  Die  am  statisch  bestimmten  Hauptsjstem  angreifenden 
Stützenwiderstände  A^  B,  H  leisten  dann  keine  Arbeit  und  es  ist 
L„  =  0,  jLj  =  0,  L^  =  0.  Die  Stützpunkte  a  und  b  mögen  sich 
um  die  beobachteten  Strecken  5„  und  5^  senken  und  die  Stützweite  A  B 
möge  um  den  beobachteten  Wert  Sj  zunehmen.  Der  Träger  sei  symme- 
trisch, also  5^^  =:  §„„  und  hcb='^ab- 

Beachtet  man  noch,  daß  stets  §j„  =  6„j,  5^„  =  8„^  ist,  so  nehmen 
die  Elastizitätsgleichimgen  die  doppelt-symmetrische  Form  an: 

(I)  ]    Sa.A'„  +  8,,X  +  5„,X.  =  :SP^S„.,  +  §,, 
[   5„,A'„  +  ö„,A',  +  8„„X  =  2P,„5.,  +  5,, 

und  hieraus  ergibt  sich  der  Einfluß  von  P=l  auf  die  Größe  X: 

\   X„  =  a„„5„.„  +  a„j§„,5  +  a„,8„,, 

(II)  !    X,  =  a„,S„,„  +  a,,§„„  +  a„,5,„, 
[  A',  =  a„,5„„  +  a„,5„„  +  a„„8„,. 

Den  Einfluß  der  Temperaturänderungen  und  Stützenverschiebungen 
erhält  man,  wenn  man  in  den  vorstehenden  Gleichungen  die  8„,„,  8„6, 
b„,  ersetzt  durch  8„„  8^,^,  8<,„  oder  8„,  8j,  8,,. 

Die  JSTennerdeterminante  der  Gleichungen  (I)  lautet: 


K,Ke   ! 


+  K. 


'ab'-'ae 


mithin  ist: 

^bb^aa  Kb 


A 

biK.-K:) 


A  28L  — 8,,(8„,  +  8„„) 

8^6  —  8fefe8„<, 


_     \KeKa        ^     Ka  —  Kc     ^ 8,,  +  Kc 

°'"~"        A        ~         A         ""        28^,— 8,,(8„,  +  8„„)  ■ 

Über  der  Mittelöffnung  bilde   die  Bogenachse   eine    Parabel  mit 
dem  Pfeil  f;  ihre  Gleichung  lautet 

4fx(l—x) 
^  = P 
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Die  Kämpfergolenke  liegen  um  c  unterlialb  der  Bogenachse.     Es 
mögen  die  Annahmen  gemaclit  werden 

Jdx         .         ,     Fds 
—, —  =  J,  und  — - —  =:  i^/). 
ds  dx 

Dann  geht  Gleichung  (85),  Seite  211  über  in 

Ax. 


EJ\^  =  fiM.M.dx  +  A  fx,X,i 


Infolge  A'„  =  —  1  (Fig.  193)  entsteht  in  den  Bogenstücken  CA, 
AB.  BD  der  Reihe  nacli: 

J/„  =  — l-.r;     J/„  =  _/^J^;     J/,  =  0. 
X„  ist  unwesentlich. 
X,  =  —  1  erzeugt  (Fig.  194): 

J/,  =  0;     2I,  =  l(e-\-7j):  M,  =  0. 

JN;  =  0;     J\;  =  1  (angenähert);     X,  =  0. 
X,  =  —  1  erzeugt  (Fig.  195): 

3/,  =  0;     M,  =  —  J^^-;     M,^  —  l-x. 

X^  ist  unwesentlich. 
Man  erhält  nun: 

EJXa  =  L^ldx  =  fj'dx  +  /"J-  x'dx  =  ^ll±R 

0  0 

l 
EJX.  =  [yUhdx  =  -fl^^(e  +  y)  dx  =  _  /,  /  (X  +  |) 

0 

i 
EJXc  =  [m^MJx  =  +  /'-|- 

J^JA.  =  f^ndx  +  A  fxidx  =  j(e  +  yfdx  +  -^ 


0 

l 

II  l 
~x(l  —  x)dx  =  ^ 

dx-\--^l 


*)  Diese  Annahmen  und  der  folgende  einfache  Rechnungsgang  empfehlen  sich 
für  eine  erste  tJberschlagsreclinimg.  Eine  nachträgliche  genauere  Untersuchung  ist 
meistens  unentbehrlich;  ich  vera^eise  auf  die  Behandlung  des  beiderseits  eingespannten 
Bogens  in  meiner  Graph.  Statik  11.  2. 
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Je 


Es  möge  sein:   /^  =  20  m,    /  =  60  m.    c  =  0,7  m.    /"  = 

=  0.25  ml 

Dann  ergibt  sich: 

EJXa-^^^^^  \     EJX,-       3420; 

£'J'^5„^  =  4000;          £'J:  566  =  2264,4. 

^/.(8..      5.,=       270. 

EJ,  [25L  —  h,  {Kc  +  Ka)]  =  —  9818400. 

A=^fA.  9818400. 

n      — 

12457200                1868,58     ,..     ^, 

^aa  

^7«. 9818400  "««1«*°0             ■^— 

3420 

a«6  = 

9818400 

2638800                 395,82 

«oc  = 

^7^9818400         ^^^«^«^ 

1       44000 

«66  = 

3     9818400 

1*) 


Die  Einflußlinie  für  X^  ist  nunmehr  Biegungslinie  für  den  in 
Fig.  196  dargestellten  Belastungszustand: 

X„  =  —  a„6.     Xi,  =  —  a66,     ^c  ^  —  «06- 

Die  Momentenfläche  besteht  aus  einem  Trapez  von  der  Höhe 
—  ccabln  aus  einem  Eechtecke  von  der  Höhe  -j-  a^jß  und  aus  einer 
Parabelfläche,  deren  Pfeilhöhe  +  ^bbf  ist.  Betrachtet  man  diese  Mo- 
mentenfläche als  Belastungsfläche  und  zeichnet  man  die  zugehörige 
Seillinie  (Polweite  EJ^  =  1),  so  stellt  diese  die  gesuchte  Biegungs- 
linie dar.  Sind  die  Werte  a  richtig  gerechnet  worden,  so  müssen 
die  Punkte  C",  Ä\  B\  B'  der  Seillinie  in  einer  Geraden  liegen.  Mit 
Hilfe  der  auf  Seite  213  stehenden  Zahlen  w  lassen  sich  die  Ordinaten 
der  Seillinie  leicht  berechnen.  An  der  SteUe  x  des  Auslegers  /^ 
erhält  man,  da  die  Belastungsfläche  für  den  Teil  l^  ein  Dreieck  von 
der  Höhe  x  =  —  ol^J^  ist 

X  p  r 

iq  =  +  Wi)-g^  =  —  Oija<,6-^  =  —  0,464(>)i> 


*)  Der  Einfloß  der  Lasten  P  auf  die  Größen  X  ist  unabhängig  von  dem 
Festwerte  EJe\  es  darf  also  EJc  beüebig  groß  angenommen  werden,  am  ein- 
fachsten =  1, 


d.i. 
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imd  für  eine  Last,  die  über  der  Strecke  /  steht: 

7)  =  13,444(0/  —  10,658  (0;^. 
Teilt  man  z.  B.   die   Mittelöffnung  in  zehn  Teile,  so  gehören  zu 
dem  dritten  Teilpunkte  die  AVerte   o/  =  0,2541,    «^,  =  0,2100   und 
t;  =  1,178. 

Die  Eiuflußlinie  für  JY„  ist  Biegungslinie  für  den  Zustand: 
A'„  =  — a„„;     :Yj  =  — a„,;     X  =  — a«c- 


C^ab 


Fig.  196. 

Die  Momentenfläche  für  diesen  Belastungsfall  zeigt  Fig.  197;  die 
zugehörige  Seillinie  (Polweite  EJ,  =  1)  muß  an  der  Stelle  C  die 
Ordinate  C'C"  =  1  haben,  sodann  muß  die  durch  die  Punkte  Ä  und  H' 
gelegte  Sclilußlinie  auch  durch  den  Punkt  D'  gehen.  Durch  Rechnung 
bestimmt  man  die  Ordinaten  der  A'„-Linie,  indem  man  von  der  Ge- 
raden C"Ä  aus  die  Strecken 


r,  =  —  (0^ 


6 


0,254«^ 


aufträgt.     Zwischen  den  Grenzen  Ä  und  B'  gilt  die  Gleichung: 

r,  =  3,142u/  —  6,412«,,  +  1,8000,,. 
Zwischen  B'  und  D'  erhält  man  im  Abstände  x  von  D: 


=  —  (0i,~'^— =  —  0,054  ( 
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Wird  das  statisch  bestimmte  Hauptsystem  gleichmäßig  um  ^° 
erwärmt,  so  gehen  die  Abmessungen  /  und  f^  über  in  l -{- ztl  und 
/i  ~\~  ^  ^/i  ^^^  ^^^^  erhält : 

8„,  =  8,,  =  -£^(/;  +  e);     5,,  =  +  s//. 

Der  Einfluß  einer  gleichmäßigen  Erwärmung  auf  die  statisch  nicht 
bestimmbaren  Größen  ist  mithin: 

wo  a„„,  a„i,  «66,  a„,  die  für  EJ,  =  1  berechneten  Koeffizienten  sind. 


Fiff.  197. 


Ist  z.  B.  J,  =  3800000  cm^    E  =  2000000  kg/cm 2,  s  :=  0,000012, 


also 


e^-J^  =  91200000  kg  •  cm^  =  9,12  t  •  m^, 

so  erhält  man  für 

f^j^e  =  l  m  und  /  =  60  m 

9,12  (1868,58  •  7  +  3420  •  60  —  395,82  •  7)  _ 

^''  = 9818400  -U,l^bf 

und  mit  ^  =  35° :   X„  =  6,2  t. 

Auf  gleiche  Weise  ergibt  sich:   Jtj  =  27,1  t. 
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Senken  sich   die  Stützpunkte  C  und  D  um  5„  bzw.  5,  und  geht 
/  über  in  /  -f-  8^,  so  ändern  sich  JY„,  A'j,  A',  um 

A'„  =  —  Erl  {a„,X  +  «afeSö  +  a„,5,) 

A,  =  —  KJ,  (a„,,5„  +  ajjSfc  +  a„j8.) 

A.  =  —  E.l  {a.^X  +  a„,5,  +  a„„5,). 

Es  möge  noch   die  Einfhißlinie  für  A'j  in   der  Weise  abgeleitet 

werden,  daß  ein  zweifach  statisch  unbestimmtes  Hauptsystem  (Balken 

auf  vier  Stützen)  eingeführt  wird.     Es  ergibt  sich  dann 

^n  —  ^'»1 — ^ 

06  6 

und    die    Af  Linie  ist  Biegungslinie  für  den   Zustand  Aj  =  —  ^^ — 


Fig.  198. 


Fig.  199. 


Fig.  200.  A         77 


Dabei  nehmen  wir  wieder  EJ^  =  1  an,  da  EJ^  ohne  Einfluß  auf  Aj  ist. 
Den  Belastungszustand  Aj  =  —  1  zeigt  Fig.  198;  die  schraffierte  Fläche 
ist  die  Momentenfläche  für  den  einfachen  Balken  AB\  ihr  statisches 

Moment  in  bezug  auf  die  Senkrechte  durch  J.  ist  ©  =  f  e  -f-  -^  /"j  -^• 

Die  Strecke  m  stellt  das  Stützenmoment  dar;  m  ergibt  sich  aus  der 
Clapeyronschen  Gleichung 


(3e  +  2/-)/ 
2/i-{-3/ 


51,3 
11 
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Nun  ist: 


i 

J 
l 


0  0 

Die  Belastungsfläche,  deren  Seillinie  die  JYj-Linie  ist,  zeigt  Fig.  199. 
Man  erhält: 

_  m  _       51,3-11 m-\-e  _       (51,3  —  11  •  0,7)  11 

^^~J^~       81001,8  '  ^'"~~Sl7~~  81001,8 

f         7,5-112 


'       h,,        81001,8 
und  findet  nunmehr  die  Ordiuaten  der  JYj- Linie,  Fig.  200, 

im  Gebiete  /^ :    -^  =  o^,  -~^  =  —  0,464  u^) 

„        /:    -^  =  6)/-^—  +  «^^=  13,444g)/  — 10,658(0^. 

Es  sind  dies  dieselben  Werte,  die  wir  früher  erhielten. 

2.  Beispiel.  Es  soll  das  in  Fig.  201  dargestellte  symmetrische 
Tragwerk  untersucht  werden.  Es  besteht  aus  einem  Dreigelenkbogen 
mit  seitlichen  Auslegern,  deren  Endpunkte  in  wagerechten  Geraden 
geführt  werden.  Die  Kämpfergelenke  mögen  um  e  unterhalb  der 
Bogenachse  liegen.  Als  statisch  unbestimmte  Größen  sollen  die  wage- 
rechten und  senkrechten  Seitenkräfte  X„  und  X^  der  Drucke  eingeführt 
werden,  welche  die  beiden  Bogenhälften  im  Scheitel  aufeinander  aus- 
üben. An  der  linken  Ti'ägerhälfte  ist  X„  nach  links,  Xj,  nach  oben 
gerichtet;  für  die  rechte  Hälfte  gelten  die  entgegengesetzten  Richtungen. 
Wenn  das  Gelenk  nicht  genau  paßt,  so  bedeutet  6„  den  Spielraum  in 
wagerechtem  Sinne  und  5j  den  Spielraum  in  senkrechtem  Sinne.  Aus 
der  Symmetrie  folgt 


__rM^M,ds     rh\N,ds  _ 

J       EJ     "^J       EF     ~"    ' 


denn  gleich  gelegenen  Querschnitten  der  linken  und  rechten  Bogen- 
hälfte  entsprechen  gleiche  Werte  J/„,  N^  und  entgegengesetzt  gleiche 
M^^  Nj,.  Die  Produkte  M^M^,  X^X,,  heben  sich  also  paarweise  auf. 
Man  findet  für  den  Fall  eines  genau  passenden  Gelenkes 


X  = 


X,= 
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Gesucht  seien  zunächst  die  Einflußlinien  für  X„  und  A'j,.    Die  Lasten 
P^  seien  senkrecht. 


Fia.  201. 


Fig.  202. 


Fig.  203. 


Den  Zustand  X^  =  —  1  zeigt  Fig.  202.  Wegen  der  Symmeti-ie 
genügt  die  Untersuchung  der  einen  Hälfte  des  Tragwerks.  Am  linken 
Widerlager  C  ruft  X„  =  —  1   den  abwärts  gerichteten  Stützenwider- 

e-X-f 
stand    1      j        hervor,    und    es  ist  deshalb   das  Biegungsmoment  für 
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einen  Querschnitt  im  Abstände  x  von  C: 

'i 
Im  Abstände  x  vom  Scheitelgelenk  entsteht 

M^  =  -l.y. 
Die  schraffierte  Fläche  ASDCA  darf  deshalb  als  die  Momenten- 
fläche aufgefaßt  werden.    Wird,  wie  im  vorigen  Beispiel,  angenommen, 

daß  der  veränderliche  Wert  J^  -^-  durch  einen  festen  Mittelwert  J,  er- 

ds 

setzt  werden  darf,  so  ist  die  Biegungslinie  —  unter  der  stets  zu- 
lässigen Yemachlässigung  des  Einflusses  der  Längskräfte  N  —  das 
zur  Momentenfläche  als  Belastungsfläche  mit  der  Polweite  EJ^  gezeich- 
nete Seilpolygon.  Ersetzt  man  die  Polweite  EJ^  durch  eine  beliebig 
große  Polweite  §,  so  erhält  man 

wo  Yj„  die  dem  Punkte  m  entsprechende  Ordinate  der  Seillinie  bedeutet 
Die  Yerschiebung  5„„  wird  am  schnellsten  mittels  der  Gleichung 


CMlds       CNlch 
-J    EJ   +j    EE 


EE 

gefunden*).  Die  Längskraft  i\"„  braucht  man  nur  annähernd  in  der 
ÄYeise  zu  berücksichtigen,  daß  man  für  die  Seitenöffnung  X„  =  0  und 
für  die  Mittelöffnung  ^Y„  =  1  (nämlich  gleich  der  im  Scheitel  an- 
greifenden wagerechten  Belastung)  setzt,  denn  dieses  Glied  ist  nur  bei 
flachen  Bogen  von  wesentlichem  Einfluß  auf  X„.  Man  erhält  dann 
für  die  beiden  Hälften  des  Tragwerks  zusammen: 

h  1,  h 

dx 


EJXa  =  2  /  2Ildx  +  2  f3Ildx  -\-2^  fi 

0  0  ü 

=  2(f-\-eyf^dx  +  2fiy'dx-^2^I 

U  0 

(I)  EJX.  =  ~(f+eyi,+^(B  +  2^I,, 


*)  Soli  mit  den  wirklichen  Querschnitten  gerechnet  werden,  so  zeichnet  man 

das  Seilpolygon  zu  der  durch  die  Ordinaten  i¥-^  bestimmten  Belastungsfläche  und 
berechnet 

EJcKa  =  I  mI  ~dx-\-  i  1:^1  ^  dx,    wo  J'  =  Jcoscp,  F"  =  FCOS9, 
mittels  mechanischer  Quadratiu-. 
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wo  <B  das  auf  die  r- Achse  bezogene  statische  Moment  der  Fläche  -4  ÄD^ 
ist,  die  von  der  Bogenachse  AS^  der  Senkrechten  durch  Ä  und  von 
der  ir-Achse  begrenzt  wird.  Ist  die  Bogenachse  eine  Parabel  mit  der 
Gleichung 


so 

ö 


ist  /  ißdx  = '~~  und 


(II)  EJX.--^{f-\-eyh^^Pl,^2^k. 

Damit  ist 


A',  =  P„^  =  P„ 


EJcKa 

für  jede  Lage  der  Last  P„  bestimmt. 

Den  Belastungszustand  Xj,  =  —  1  zeigt  Fig.  203.  Die  Momenten- 
fläche für  die  linke  Hälfte  des  Trägers  ist  ein  Dreieck  von  der  Höhe 
—  1  •  ^2,  für  die  linke  Hälfte  ein  solches  von  der  Höhe  -|-  1  •  ^2-  Nach 
Aufzeichnung  der  zugehörigen  Seillinien  findet  man  mit  den  in 
Fig.  203  eingetragenen  Bezeichungen  if]j  und  c: 

%     —^'^^      ^    —   •^^'       also 
_       S^i  _  p  % 

-^h  J^m   c.—  ^m  ' 

Dieses  Ergebnis  ist  mithin  unabhängig  von  der  gewählten  Pol- 
weite.    Durch  Rechnung  findet  man 

h  h 

EJX,  =  2  hlläx  +  2  fMldx, 

0  0 

wobei  das  Moment  infolge  A\  =  —  1 : 

für  die  Seitenöffnung  J/j  =  qi  1  y-  a:;, 
„      ,,    Mittelöffnung  J/j  =  qi  1  •  x. 
Es  ergibt  sich  daher: 

(IH)  EJX,  =  ^^^h-r^n  =  ^  ^'  ^^'  +  ^'^• 

Wir    zeigen    noch    die  Benutzung    der  Zahlen    0^  und   Up  und 
nehmen  an,  es  sei 
l^  =  20  m,  /^  =  30  m,  f=  7,5  m,  e  =  0,7  m,  ^^  =  0,25  m^,     mithin 
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für    den    Fall    einer    parabolischen  Bogenachse    nach  Gleichung  (11) : 

EJXa=^{^.^  +  0,7)--  20  -]-  ^  7,5^.  30  +  2  .-^.  30  =  1586,5 
und  nach  Gleichung  (III): 

EJX,  =  -|-  30^  (20  +  30)  =  30000. 

Die  Belastungsfläche  der  für  den  Zustand  A'„  =  —  1  zu  zeich- 
nenden Seillinie  (Fig.  202)  besteht  aus  einem  Dreieck  von  der  Höhe 
Zi  =  f-{-  e  =  8,2  m  lind  einer  Parabelf Lache  von  der  Höhe  Vg  =f=  7,5  m. 
Dividiert  man  die  Ordinaten  dieser  Seillinie  durch  EJ^h^^i  so  erhält 
man  die  Einflußlinie  für  X„.  Diese  ^a-Linie  hat  also  über  der 
SeitenöffnuDg  die  Gleichung: 


Die 


0..      ß 

-   l^D 

8,2 .  20  2 
6  •  1586,5  ' 

"^a  — 

EJ^^ 

^ia  =  - 

-  0,345  t>^; 

sie 

läßt 

sich 

nunmehr 

mittels 

der 

Tabelle  sclmell 

berechnen. 

Ordinate 

fl^^  im  Scheitel 

ist: 

-^„0  =  ' 

'2(^1 

+  < 

X,), 

1 

^.h 

\.>. 

Man  erwäge  nämlich,  daß  unsere  Seillinien  Biegungslinien  vor- 
stellen, die  in  verzerrtem  Maßstabe  aufgetragen  sind,  und  daß  man 
daher  tg  a  durch  a  ersetzen  darf;  ferner  beachte  man,  daß  die  Ordi- 
nate i]„  der  Seillinie  der  Mittelöffnung  als  das  Moment  eines  ein- 
fachen Balkens  von  der  Stützweite  I2  gedeutet  werden  darf. 

Es  ergibt  sich 

'^^'-        ejx:        ~        i586;5        -^,uy^, 

und  man  erhält  die  Ordinaten  -q^  des  Zweiges  ÄS  der  AVLinie,  in- 
dem man  von  der  Geraden  ^15  aus  die 


,        "M2        <op.7,5.302      ^_, 
^  «  =  -EJJZ  =  12TT586;5-  =  ^'^^^  "- 
aufträgt. 

Müller-Breslau,  Festigkeitslehre,    i.  Aufl.  15 
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Bei  Berechnuug  der  AVLinie  kommen  nur  Dreiecke,  deren  Höhe 
;  ==  /g  ist,  in  Betraclit.     ^Man   erhält  über  der  Seitenöffnung: 

Wz)-g- 

'Tit  =  —  j  w^^  =  —  0,067  Uß 
und  über  der  ]\Iittelöffnun£:  im  Abstände  x  vom  Scheitel 


0,150 


(^D- 


Die  Gerade  A'S'  aber  ist  bestimmt  durch  rjj„  =  0,5. 
"Wir  gehen  nun  zur  Ermittlung  des  Einflusses  der  Temperatur- 
änderung über  und  nehmen  an,  daß  das  ganze  Tragwerk  gleichmäßig 


Fig.  204. 


um  t°  erwärmt  wird.    Es  wachsen  dann  die  in  Fig.  204  mit  s,,  Sgi 
bezeichneten  Längen  der  Strecken  ÄC\  AS  und  SC  um 

=  2^2  und  hit  =  0.    Nun  ist 

2/,A/,  +  2AAA  =  2.s-,A.s, 
/,A/,  +  /,A/i  =  e/6i, 
l,^/,-\-f,^f,  =  etsl 


also 
und 

ebenso 


Da  nun  A/j  =  0,  A/3  =  A/^  -{-  A/g,  A/3  =  ^f^  ist,  so  treten 
also  in  den  drei  zur  Verfügung  stehenden  Gleichungen  nur  die  drei 
Unbekannten  A/2,   A/^,  Hf^  auf.     Eliminiert  man  die   beiden  letzten, 
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so  gewinnt  man  A/g  nüd  gelangt  schließlich  zu  dem  Ausdruck 


Man  findet  schließlich 


/2'3         /s'a 


A',,  =  0. 


Zur  Ermittlung  des  Einflusses  von  Stützenverschiebungen  beziehen 
wir  das  Tragwerk  auf  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem,  dessen 
Ursprang  mit  dem  Gelenk  B  zusammenfällt  und  dessen  eine  Achse 
durch  A  geht.  Es  verschiebe  sich  Stützpunkt  Ä  um  5^  nach  Links, 
die  Stützpunkte  C  und  C  senken  sich  um  hc  und  hc-    Dann  wird 

f± 
h 


L 


1  •  S.  -h  1 


(Sc  +  5c') 


(Sc— Sc')- 


Pm 

A 

7                        2 

c 

3 

4^ 

B 

r  ' 

T             ^ 

m 

T 

T 

h — 
1 

-4— |— 4— ^ 

.■      7 

•    — 

U _ 

1 

l. — t- 

-..-^-^ 

3.  Beispiel.  Ein  auf  6  Stützen  ruhender  Balken  besitzt  in  der 
]\Iitt.elöffnung  ein  Gelenk  C.  Gesucht  sei  die  Einflußünie  für  die 
Querkraft  X„  bei  C.  In  Fig.  205  gehöre  die  aufwärts  gerichtete  Kraft 
X„  zum  Trägerstück  A  C\  die  abwärts  gerichtete  zum  Trägerstück  CB. 
Es  kommt  nur  darauf  an,  die  Momentenfläche  für  den  Belastungszu- 
staud  X^=  —  1  zu  ermitteln.  Der  Balken  A  C  ruht  auf  drei  Stützen 
und  ist  im  Punkte  C  mit  1  belastet.  Zwischen  den  Stützenmomenten 
ifia  und  J/2„  besteht  nach  Seite  101  die  Beziehung 

15* 
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Xiin  ist  M:^  =  —  //,  also 

Durch  diese  beiden  Werte  ist  die  J/„-Fläche  des  Teiles  AC  be- 
stimmt. Ganz  ebenso  bestimmt  man  die  J/„-Fläche  des  Teiles  CB 
durch  die  Werte 

3/30  =  +  /n"  und  J/,„  =  ^Ty'qf^  =  c"  gesetzt. 

Nach  Zeichnung  oder  Berechnung  der  zugehörigen  Biegungslinie 
erhält  man  ? 

Ist  der  Balkenquerschnitt  konstant,  so  setze  man   EJ=  1.     Mit 
Hilfe  der  Zahlen  oj,  und  o«  findet  man 
für  den  Teil  I,: 

,         eil 


.                    {c-\-h')ll    ,         eil 
h„„  =  —  W/, g f"  "^  ~2" 

und  für  den  Teil  1^': 

.  h'x  ,  l'l 


und 

,       (l,-+c)l,         1 


3 Y''- 


Ganz  ebenso  werden  die  Teile  /j,  /4,  /g"  behandelt.  Schließlich 
findet  man  ^     =  5'  -L  8" 

4.  Beispiel.  Wir  führen  noch  eine  Aufgabe  vor,  bei  deren  Lösung 
es  zweckmäßig  ist,  die  Gleichungen  (84),  Seite  210,  in  der  Form  an- 
zuschreiben : 

h,  —  h„,  +  L„  =  h,„  —  X,K^  —  X,h,,  —  XXc—  .  •  • 
h,  —  \,  +  L,  =  6«,  —  X„h„  —  X,h,,  —  X,K,  —  .  .  . 

und  alle  auf  der  rechten  Seite  stehenden  5  mittels  der  Gleichung  (85) 
zu  berechnen.    Es  gilt  also  auch  für  h„„  der  Ausdruck 
fK„X„ds    ,    fMJIJs     .   ^  S^S^s 
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Es  liege  der  in  Fig.  206  dargestellte,  dreifach  statisch  unbestimmte 
QueiTahmen  einer  Brücke  vor.  Er  unterscheidet  sich  von  dem  in 
Fig.  128,  Seite  135,  dargestellten  Querrahmen  dadurch,  daß  die  beiden 
Ständer  durch  ein  Fachwerk  miteinander  verbunden  sind.  Auf  den 
Querträger  wirken  senkrechte  Lasten  P.  Am  oberen  Ende  des  rechten 
Ständers  greife  eine  wagerechte  Last  TF  an;  sie  werde  vom  linken 
Auflager  A  aufgenommen.     Es  seien 

Ol,  0,,  r,  D 
die  Spannkräfte  in  den  Fachwerkstäben.     Entsteht  in  der  linkssteigeu- 


den  Diagonale  die  Spannkraft  +  D,  so  wird  die  rechtssteigende  Dia- 
gonale mit  — D  beanspnicht.    "VTeiter  bedeute 
i\,  den  Querschnitt  der  oberen  Gurtung. 
_F„     ..  ..  ..     unteren        ,. 

Fa     ..  ..  einer  Diagonale, 

F,  und  J^  den  Inhalt    und  das  Trägheitsmoment    des   Ständer- 
querschnitts, 
F  und  J  die   entsprechenden  Werte    für    den   Querschnitt    des 

Queiirägers. 
Die  Bezeichnungen    für  die  Längen    sind    aus    den  Figuren  zu 
ersehen. 
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Wir  führen  durch  die  Mitte  des  Fachwerks  einen  Schnitt,  Yig.  207, 

und  ersetzen  die  Spannkräfte  0^,  Z),  U  durch  die  in  einem  Punkte  0 

sich  treffenden  Kräfte  A'j  (senkrecht)  und  X,  (wagerecht)  und  durch 

ein  Kräftepaar,  dessen  Moment  A'„  ist.    Die  Bestimmung  der  Lage  des 

Punktes  0  behalten  wir  uns  vor.    Es  muß 

sein: 

A'j  =  —  I)  cos  a 
—  A',  4-  A,  •.  =  {D  sin  a  +  OJ  e. 
Mau  findet 

e  e 

7)  =  —  Xj,  sec  a 


0. 


-^  +  A'.tga  +  X| 


(\  = 


A,tga  +  A, 


A„ 

e  '  ^       ■       '  e 

Am  Trägerstück  links  von  dem  geführten  Schnitt  wirken  X„,  A^,  A„ 
im   entgegengesetzten  Sinne.     Da  der  Rahmen   äußerlich   statisch  be- 
stimmt ist,   verschwinden  in   den  zur  Berechnung  der  X  dienenden 
Gleichungen  die  Werte  5„,  5j,  6,,  L„,  Zj,,  Z,,  und  wir  erhalten: 
A'„5„<.  -f  A,8„,  +  A;8„.  =  K„  +  K. 
A„8,„  +  A,8,,  +  A,S,.  =  K,  +  5,, 
A„S,„  +  A,8,,  +  A.5.,  =  8,,  +  8.,. 
Der  Rahmen  sei  symmetrisch.    Die  Werte  >S'„,  Ji„,  A,,  sind  dann 
für  zwei  gleich  gelegene  Querschnitte  gleich  gi'oß,  die  Werte  S^^  Jfj, 
Ki  entgegengesetzt  gleich.    Positiven  Gliedern 

S„S,s      M„M,ds      N„X,ds 

EF   '        EJ      '       EF 

der    linken    Hälfte    entsprechen    ebenso    große    negative    Glieder    der 

rechten  Hälfte.     Daraus    folgt  8„5  =  86„  =  0,    und    ebenso    läßt    sich 

schließen  8^j  =  8«,^  =  0.  Wir  werden  nun  den  bislang  willkürlich  an- 


genommenen Punkt  0  so  wählen, 
erhalten  dann 


daß  auch  8^^  =  8^,,  =  0    ist   und 


X, 


A, 


\,-\-K 


S».  +  S.. 
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Zustand  Xa  =  —  1,  Fig.  208.  Da  der  Rahmen  symmetrisch  ist, 
genügt  es,  bei  der  Berechnung  von  §„„,  5jj,  6^«  die  linke  Hälfte  zu 
betrachteü.    In  den  Fachwerkstäben  ruft  X^  =  —  1  hervor: 


r. 


IL  =  0. 


Für  Ständer  und  Querti'äger  ist  X^  =  0.     Die  Momentenflächen 


Fig.  208. 


Fig.  209. 


(J/J    zeigt  Fig.  208.     Man    erhält    der   Reihe    nach    für  Querträger, 
Ständer  und  Fachvverkstäbe: 

1^     ^CMids      rx:-ds         S-js 

2    ""     J     EJ    ~^J    EF    '^      EF 

Zustand  X«,  =  —  1,  Fig.  209.    Es  ist 

0,  =  4-tga,    A  =  +  seca,    T,  =  0. 
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Für  den  Ständer  ist  Xi,  =  —  1,  für  den  Querträger  Xi,  =  0.   Man  erhält 

1     _fM:-dx  .fx:-d,       s^s 

2  ^''~I~EJ    ■^f    EF    ^^  EF 


ir/-+i(/^+-) 


EF„ 


+  tg^a 


-|-  sec^  a- 


EF,     '  EF^ 

J    .    ^     J 


+  2/tg^'a-^-  +  2fZsec-^a^. 

Zustand  X«  =  —  1,  Fig.  210.    AVir  fügen  in  der  Höhe  der  unteren 
Grurtung  die  beiden  sich  tilgenden  Kräfte  1  hinzu  und  zerlegen  den 


Fk.  210. 


Fig.  211. 


FiiT.  212. 


Zustand  X^  =  —  1   in  die  beiden  Belastungsfälle  Fig.  211  und  212. 
Dem    ersten    entsprechen  Werte  >S;,,   Xj,,    Mj,,    dem   zweiten  Werte: 
—  A-S„,    —xX„,    —xM„.     Im    ganzen    gibt    dies    S,=  S,,  —  zS„, 
X,  =  A;  —  xX,.     21,  =  M,  —  xM^. 
Aus  der  Gleichung 


2.S'S.^  =  s.S'.s;^ 


^S'; 


"  EF 
und  den  ähnlichen  Beziehungen  zwischen  den  X  und  M  folgern  wir 

Kc  =  K,  —  xK^- 
Dieser  Wert  soll  aber  gleich  Xull  sein.    Die  Lage  des  Punktes  0 
ist  also  bestimmt  durch 
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Nun  folgern  wir  aus 

s         ^  Sls 


^Sl 


2i2 


S,S„s 


Sls 
EF 


die  Beziehung 

K.  =  K  —  ^^K,^^'Ka. 
welche  sich  umformen  läßt  in 

^cc  =  ^hh  —  -5äo- 

Der  Belastungsfall  in  Fig.  213  erzeugt 

femer  für  den  Ständer  X,,  =  0  und  für  den  Querträger  Nj, 

o 


Es  ist  daher 


_rMids      r  Niels 

J     EJ    -^J     EF 
^   x^dx 


Sls 
EF 


ciH 
EJ 

l 


'    EF    '    EF„ 

"Weiter  ergibt  sich  aus  Fig.  208  und 
Fig.  213: 


1^       ^[M^M.ds        CN^N.c 
2    "'  ■    j       EJ      "T-j      ^j^ 

a 


EF 


EJb„, 


EJ 


2al  4-a^4^  —  2  — 
J„  e 


1       / 
T  'EF. 


Wir  gehen  jetzt  über  zur  Berechnung  von  EJh^^-,  EJhoi,  imd 
EJh„^  und  verfolgen  zimächst  den  Einfluß  der  wagerechten  Last  W. 
Die  Fachwerkstäbe  sind  im  Falle  A'„  =  0,  A^  =  0,  JC,,  =  0  spamiungslos, 
ebenso  der  linke  Ständer,  Fig.  214.  Die  Momente  J/„,  i¥„,  il/j,  M^ 
und  die  Längskräfte  N„^  JV„,  N,,^  N^  nehmen  für  die  beiden  Ständer- 
teile e  imd  a  sowie  für  den  Querträger  {h  =  21)  die  folgenden  Werte  an. 
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Teil 

M, 

Ma 

Mt, 

Mc  =  Mn-xM„ 

e 
a 
b 

Wx 

Wie  +  X) 

Wh 

^{l-x)-Hk 

X 

e 
1 

1 

xl 
e 
l 

X 

X 

e 

X  —  X 

a  —  X 

Teil 

No 

Xa 

X, 

x,  =  x„ 

c 

0 

0 

0 

0 

a 

0 

0 

-1 

0 

b 

-W 

0 

0 

-1 

Y- 


EH^ 


A-Wh  I 


Fig.  214. 


Es  ergibt  sich  also: 


^-=j       EJ      -^j-^EI 


wo  X  =  Z  —  X. 
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EJK^  =  Wl  (h  -  2k)  +  W^  [^  +  o(e+  f)] 


und  auf  demselben  We^e 


,rl'h-) 


EJb„,  =  2  WI  {a  —0(2  —  0 

+"x[-4+"<y+i)--a+0]+"-^4- 


—-M 


Mq -Fläche 

Fig.  215. 

Sehr  einfach  gestaltet  sich  die  Ermittlung-  des  Einflusses  der  am 
Querträger  angreifenden  Lasten  P.  Unter  M^  sind  jetzt  die  Momente 
für  die  Querschnitte  eines  auf  zwei  Stützen  Ä  und  B  iiihenden  Balkens 
Ä'B'  zu  verstehen.     Für  die  Ständer  ist  M„  =  0. 


*)  J  MoMbdx  —  f  Moxdx  für  den  Querträger  ist  gleich  dem  statischen  Mo- 
mente der  3/0 -Fläche  in  bezug  auf  die  Mittellinie  des  Rahmens,  d.i.  '^VhJ  y— ^\  ■ 
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Man  erhält 

EJK,  =  1  K  M,dx  =  /  M.xdx 
EJh,,  =  /  3I„MJx  =  x'j  MJx, 

wo  x'=(t —  •.  den  Abstand  des  Punktes  0  von  der  Achse  des  Quer- 
trägers bedeutet.  Bezeichnet  man  nun  mit  ^^  den  Inhalt  des  zwischen 
den  Stützen  Ä  und  B  gelegenen  Teiles  der  ^/„-Fläche  und  mit  ©<, 
das  statische  Moment  dieser  Fläche  in  bezug  auf  die  senkreclite  Mittel- 
linie des  Rahmens,  so  erhält  man 

EJb„,  =  ©„ 
EJK^  =  ^„z. 

Hinsichtlich  der  Berechnung  von  5„  und  ©^  verweisen   wir  auf 

die  Seiten  139  bis  141. 

Den  Einfluß   einer  Temperaturänderung  verfolgen  wir  unter  der 

Annahme,    daß   die  einzelnen  Teile   die  folgenden  Wärmeänderungen 

erfahren : 

Gui-tstück  0^.     Temperaturänderung  f^^ 

Gurtstück  O2  .,  t„2 

Gurtstück   U  .,  t„ 

linke  Diagonale  .,  t^i 

rechte  Diagonale  „  t^r 

linker  Ständer  ,,  t^j 

rechter  Ständer  ..  t^^ 

Querti'äger  .,  f^. 

Dann  entsteht  nach  der  Formel 

EJh^,  =  EJjitN^ds  +  EJ^ttS^s 

EJh^,  =  lEJ^  (t,,  +  f„2  —  2Q 

e    ' 

EJ\,  =  tEJ  [tg  a  (/„i  —  /,,)  /  +  See  a  {t,,  —  Ur)  d  —  a  (/„,  —  ^„.)] 
EJh,,  =  eEj\—  {2f^  —  /,!  —  t,)  +  2/A.  —  2/ J- 


Genauere  Untersuchung  einfach  gekrümmter  Stäbe. 

1)  Grundglelchungen  für  die  Spannungen  und  Formänderungen. 
Es  wird,  wie  bei  der  bisherigen  Untersuchung  eines  krummen  Stabes 
angenommen,  daß  dieser  in  bezug  auf  die  durch  seine  Mittellinie  ge- 
legte Ebene  symmetrisch  ist,  daß  alle  äußeren  Kräfte  in  jener  Ebene 
liegen,  und  nur  die  senkrecht  zum  Querschnitte  wirkenden  Spannungen  a 
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berücksichtigt  zu  werden  brauchen.  Hingegen  wird  die  Yoraussetzung 
von  im  Verhältnis  zu  den  Krümmungshalbmessern  verschwindenden 
Querschnittsabmessungen  aufgegeben. 

Indem  der  Querschnitt  auf  zwei  durch  seineu  Schwerpunkt  gehende 
Koordinatenachsen  (u  und  r)  bezogen  wird,  deren  eine  (die  w-Achse) 
senkrecht  zur  Stabebene  ist,  wird  angenommen, 
daß  in  allen  von  der  ««-Achse  gleichweit  ab- 
gelegenen Querschnittsteilchen  gleich  große 
Spannungen  a  und  Temperaturänderungen  t 
entstehen,  und  die  Berechnung  der  g  au  die 
Voraussetzung  geknüpft,  daß  die  vor  der 
Biegung  ebenen  Querschnitte  auch  nach  der 
Biegung  Ebenen  bleiben*). 

Sind  in  Fig.  216:  Ä^B^  und  Ä^B^  zwei 
unendlich  nahe  Querschnitte,  0^02  =  ds  das 
Element  der  Stabachse,  C^Di  =  0^1)2  = -\-  v,  Fig.  216. 

D1D2  =  ds\  und  Z  A^  0A2  =  ( —  c?9),  wobei  9 

den  Winkel  bedeutet,  den  die  im  Punkte  C^  an  die  Stabachse  gelegte 
Tangente  mit  der  .r-Achse  eines  rechtwinkligen  Koordinatensystems 
(Fig.  164,  Seite  175)  bildet,  so  ist  vor  Eintreten  einer  Verbiegung  des 
Stabes,  wenn  r  den  Krümmungshalbmesser  der  Stabachse  bezeichnet: 

Cj  C2  ^ds  =  —  rd<fi ;    D^D.2  =  ds,  =  —  (r  —  z-)^9  =  ds  -\-  vdc^ 
und  nach  einer  kleinen  Verbiegung 

C^C2  =  ds-\-^ds,    Z  ^i  0^2  =  —  (c?9 -f  Aö^cp), 
DjDg  =  ds,  +  ^ds,.  =  ds-{-  Ads  +  {v  +  A^;)  (^9  +  A6;9), 
woraus,  mit  Vernachlässigung  der  sehr  kleinen  Größe  A?'Ac^9  und  mit 
Beachtung  von  ds  =  ds„  —  vd(^ : 
(86)  Ads,  =  Ads  -f-  Arf/9  -f  r  Af/9, 

während  andererseits  entsteht 

infolge  der  Spannung  c:       Ads,  =  -r=-ds^, 

„         „    Temperaturänderung  i:       A,ds,  =  etds^ 
und  beim  Zusammenwirken  von  a  und  f: 


(87) 

so  daß  sich  ergibt: 


Ac?5„  =  l—FT  +  sO  ds,^ 


cj  A,ds -\- A.vd(^ -\- vAd<p 

E  ds  -\-  vdcf) 


*)  Man  kann  hierfür  auch  die  Annahme  machen,  daß  zwei  unendlich  nahe 
Querschnitte  infolge  der  Biegung  gleich  gekrümmt  werden  und  die  Stabachse  unter 
gleichen  Winkeln  schneiden. 
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Dividiert  man  Zälüer  und  Xenner  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung 

durch  — '    =  —  (I(p,  so  erhält  man 
r 

Af/.s  Af/o 

;•  —  A  V  • 


(88)  -^  +  'f- ^— r^^ ' 

Avorein  zu  setzen 

(89)  ^,=[Ad,=l{.t-^^)dr, 

Ü  0 

unter  —  den  Koeffizienten   der  Querdehnung  verstanden;   er  ist  für 

Schweißeisen,  Flußeisen  und  Stahl  =  --  bis  -^  • 

Differentiiert  mau  (88),  um  das  Integral  Av  zu  beseitigen,  so  ge- 
langt man  zu  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  den 
3  Veränderlichen  a,  r,  t  und  ist  dann  imstande,  a  als  Funktion  von 
V  darzustellen,  sobald  t  als  Funktion  von  v  gegeben  ist.     Die  beiden 

in  c  noch  enthaltenen  Unbekannten  —, —  und  — — ^  können  schließ- 

ds  «9 

lieh  mit  Hilfe  der  Gleichgewichtsbedingungen 

X=ladF,     M=jcvdF 

berechnet  werden,  unter  N  die  Längskraft  und  unter  M  das  Biegungs- 
moment für  den  fraglichen  Querschnitt  verstanden. 

Wir  woUen  zunächst  (vorbehaltlich  einer  späteren  genaueren 
Untersuchung)  den  von  6  abhängigen  Teil  von  ä.v  vernachlässigen  und 
^dv  =  ztdv  setzen;  sodann  wollen  wir,  ebenso  wie  beim  geraden 
Stabe,  nur  solche  Temperaturzustände  in  Betracht  ziehen,  welche  keinen 
unmittelbaren  Einfluß  auf  die  Spannungen  a  haben. 

Beim  geraden  Stabe  wurde  gezeigt,  daß  mit  den  äußeren  Kräften 
(P  und  C)  auch  die  Spannungen  a  verschwinden,  sobald  t  eine  Funk- 
tion ersten  Grades  der  Querschnittskoordinaten  u  und  v  ist;  es  können 
dann  durch  Temperaturänderungen  zwar  beachtenswerte  Formände- 
rungen, aber  nur  im  Falle  statischer  Unbestimmtheit  Spannungen 
hervorgerufen  werden,  sobald  nämlich  infolge  jener  Temperaturände- 
iTingen  äußere  Kräfte  entstehen. 
Es  fragt  sich  nun: 

Welchem  Gesetze  muß  die  Temperaturänderung  innerhalb  des 
Querschnittes  eines  krummen  Stabes  folgen,  damit  auch  für 
diesen  mit  den  äußeren  Kräften  die  Spannungen  verschwinden. 
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"Wir  gehen  von  der  Gleichung 

Ads,  =  AfZs  -}-  Arr79  +  r\do 
aus,  bezeichnen  mit 

t    die  Temperaturänderang  an  beliebiger  Stelle  r, 
^0    „  .  für  i-  =  0. 

h    »  "  ''    f  =  +  ei^ 

^2       „  ••  -       *•  =  —  ^2' 

setzen,  da  auf  den  Stab  keine  äußeren  Kräfte  wirken  sollen  und  a  =  0 

sein  soll,  ^  ,  ,  ,  ,  .  ,  , 

'  A  f/5,  =  £  tds,  =  —  tt{r  —  r)  d  o 

Af/.y  z=ztQds^=  —  zt^rdc^ 

Ac?Q 

_£f(y_  r)  =  -ö^o'-  +  -^^-  +  ^-^7^- 

Wird  diese  Gleichung  differentiieit  so  entsteht,  mit  ldv=  ztdr: 

(90)  -,(^r-i-)df=^di, 

und  hieraus  folgt: 

1      ^d(L)  f   dl-            1  Af/o    ,     .           ^    ^   n 

£      do  J  r  —  V        &  do 

Da  nun  für  r  =  0,   t=fQ  ist,  so  ergibt  sich 

Setzt  man  erst  r  =  —  e.,  und  f  =  f.,-  hierauf  v  = -^  ej_  und  ^  =  ^i, 
so  findet  man 

1     Af/9    T     i     ~^~^ 
L—f.  = ^  //?     

^      ^^9  \  1  _  -^ 

r 

woraus  sich  mit  der  schon  früher  benutzten  Bezeichnung  f^  —  t^=^  M 
ergibt: 

AfZ9  _  £Af 
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und  hierfür  darf,  mit  (\  -j-  ''2  =  ^^'  ^^^^^  genügoiid  genau  gesetzt  werden: 
—         —       eA/ 


^9  // 

so  daß  sehließlioli  folgt 

(91)  /  =  /^_A/^'-/;,(l-    I). 

Im  Falle  ;•  =  >i  entsteht,  wegen /;/ M  —       j= , 

(92)  t  =  t,  +  ^t-j^, 

das  ist  die  früher  vorausgesetzte  Funktion. 

In  der  Regel  werden  die  Ergebnisse  von  (91)  und  (92)  nur  wenig 
voneinander  abweichen. 

Indem  wir  in  der  Folge  annehmen,  daß  sich  t  nach  dem  durch 
die  Gleichung  (91)  dargestellten  Gesetze  ändert,  setzen  wir: 

(93)  MLs  =  &f^ds 

(94)  A^9  =  —  eA/  j^ f/9  =  +  tM^*). 

Um  nun  die  durcii  äußere  Kräfte  erzeugten  c,  ^ds  und  Arf9  zu 
ermitteln,  setzen  wir,  indem  wir  ^  =  0  und  mithin  auch  Ar  =  0  an- 
nehmen, 

Arfs  Aö?9 

a  ds  d<f  ^ds       /^.dcj»        ^ds\      v 

E  r  —  r  ds         \  d<^  ds  J  r  —  v ' 

führen  diesen  Wert  in  die  Gleichgewichtsbedingungen  ein  und  erhalten 
die  Beziehungen 

^_^^r  /Af/9        ^ds\  r  vdF 

~E~'~dr]  \  d^>  dTjJV^^' 

,][  =  ^^  f,,j._  (  A^9  _  Ad^  \  fv!_d_F^ 
K  ds  J  >■   </9  ds    /  f  r  —  v 

Aus  diesen  ergeben  sich,  wenn 

(95)  f^'^y^^,dF=z 

gesetzt  wird,  mit  Hilfe  der  Integralwerte: 

*)  Bei  der  Berechnung  ungleichmäßig  erwärmter  Bogeuträger  ist  die  Näherungs- 
formel schon  deshalb  am  Platze,  weil  das  Gesetz,  welchem  t  folgt,  sich  nie  scharf 
angeben  läßt. 


—     241     — 

die  Ausdrücke: 

Af/9        ^d.s 

Mr       Ids 

X 

M 

c?9           ds 

EZ  '     ds 

~  EF 

EFr 

und  es  folgt  mithiu 

Ti    .    Mr       > 

(yt)j                                .  — 

F^    Z    r- 

—  v 

^ds 

0i 

ds 

EF 

^d(? 

d<^ 

m          Mr 
EF        EZ' 

wobei 

Tl  = 

:X-^. 

r 
Fügt  man  zu  \ds  und  af/9  die  Torhin  gefundenen,  umniUdbar 

von  tf^   und  ^t  abhängigen  TVerte,  so  erhält  man  für  den  TorMn  er- 
klärten Temperaturzustand: 

(97)  \ds  =  ^^tt,ds, 

(98)  ..,=-|^  +  ^+e.4. 

Im  Falle  r  =  ^  ist 

-^^  =  1,  Z=irhlF=.L  ^Jl  =  X.  c  =  4^  —  ^ 
r  —  r  f  F         J 

A  7         -^^L      .  ;      .^         Mds    ^      ^ds 

es  entstehen  die  früher  für  den  geraden  Stab  abgeleiteten  GHleiciiinigenT 
welche  auch  dann  noch  anwendbar  sind,  wenn  zwar  r  einen  emdlicheni^ 
aber,  verglichen  mit  dem  größten  r,  sehr  großen  Wert  besitzt. 
2)  BeüienentwlcklTiiig  von  Z.    Setzt  man 


1  — — H — ^H-^ 


so  erhält  man 

Z=J+  i  jvhiF^  l.J,^dF-r^jr'dF^ 

und  für  den  Fall  eines   bezüglich  der  «-Achse  symmetrischen  Quer- 
schnittes : 

Z=J^^J>:-dF-^jv'^dF-{-..  . 

Für  das  Rechteck  von  der  Breite  h  und  der  Höhe  h  ergibt  ädi 
mit  dF=hdv  und  ./=——: 

La 

Müller-Breslau,  Festigkeitslelire.    -t.  AafL  lg 
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0 


3    Jh' 
5     22 


(99)     .=./[i4-|a^V4(^)V^,(A)V... 

Im  Falle  r  =  bh  wird  z.  B.  Z=  1,006-7,  und  es  leuchtet  ein, 
daß  bei  der  Berechung  der  im  Brückenbau  und  Hochbau  vorkommen- 
den Bogenträger  stets  ^=-7  gesetzt  werden  darf. 

Für  einen  Kreis querschnitt  vom  Halbmesser  e  ergibt  sich  in 
ähnlicher  "Weise 

3)  Arbeitsbedingungen.  Berechnung  statisch  nicht  bestimmbarer 
Größen.  Für  die  Folge  sollen  nur  solche  auf  ein  festes  Koordinaten- 
system bezogene  Yerrückungen  5  und  Ac  der  Angriffspunkte  der  äußeren 
Kräfte  P  und  C  in  Betracht  gezogen  av erden,  welche  durch  Ände- 
rungen der  die  Gestalt  der  Stabachse  bestimmenden  Werte  ds  und  d(^ 
bedingt  sind.  Man  hat  sich  also  entweder  sämtliche  äußeren  Kräfte 
in  Punkten  der  Stabachse  angreifend  zu  denken  (wie  dies  in  der 
Regel  geschieht),  oder  man  muß  eine  starre  Ver- 
bindung ihrer  Angriffspunkte  mit  der  Stabachse 
voraussetzen. 

Um  zu  einem  sehr  übersichtlichen  Aus- 
drucke für  die  virtuelle  Formänderungsarbeit 
zu  gelangen,  denken  wir  uns  durch  zwei  unend- 
lich nahe  Querschnitte  7  und  77  (Fig.  217)  ein 
plattenförmiges  Stabstück  abgegrenzt  und  er- 
setzen die  Spannungen  c  eines  jeden  Quer- 
schnittes durch  die  im  Querschnittsschwerpunkt 
angreifende  Längskraft  .Y  =  jadF  und  ein 
Kräftepaar  mit  dem  Momente  M  =  j  cvdF. 
Letzteres  ist  für  den  Querschnitt  7  rechts  drehend.  Verschiebt  sich 
nun,  bei  relativ  festliegendem  Querschnitte  77,  der  Querschnitt  7  im 
Sinne  von  X  um  ^.ds^  so  leistet  X  die  virtuelle  Arbeit  XA.ds\,  während 
bei  einer  Drehung  des  Querschnittes  um  den  Winkel  A( — dcft)  das 
Kräftepaar  die  Arbeit  —  J7A  ( — d(^)  verrichtet,  wobei  das  erste  Minus- 
zeichen nötig  ist,  weil  A( — f/9)  die  Vergrößerung  des  ursprünglich 
von    den  beiden   Querschnitten   gebildeten  W^inkels   ( — f/9)    vorstellt, 


\ 


Fig.  217. 
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mithin  der  Sinn  der  Querschnittsdrehung  demjenigen  des  Kräftepaares 
entgegengesetzt  ist.  Die  virtuelle  Formändenmgsarbeit  ist  für  die  be- 
trachtete Platte 

clA,  =  X^ds  +  J/Arf9 

und  für  den  ganzen  Stab: 

J^,  =  /XArfs  +  p/Af/(p. 
Die  Arbeitsgleichung,  welche  ausdrückt,  daß  die  von  den  äußeren 
Kräften  F  und  C  geleistete  virtuelle  Arbeit  gleich  der  virtuellen  Form- 
änderungsarbeit ist,  lautet 

(101)  2  P5  +  2  Ca c  =  /  X^ ds  +  /  J/A c?9 ; 

sie  gilt  für  beliebige  mögliche,  verschwindend  kleine  Verschiebungen 
und  möge  zunächst  mit  der  im  §  12  entwickelten  Arbeitsbedingung 
verglichen  werden.     Dazu  führen  wir  ein: 

X=jcdF  und  21  =  / c v dF, 
erhalten 

2P5  +  2  C^c  =  //  adF{äds  -}-  r  Af/9) 

und  setzen,  indem  wir  die  durch  irgend  einen,  mittels  des  Zeigers  a 
gekennzeichneten  Belastungszustand  sowie  durch  Temperaturänderungen 
hervorgerufenen  Yerschiebungen  S„,  Ac„,  ^ds„,  Ar/qj^  einführen,  nach 
den  Gleichungen  (86)  und  (87): 


dF{^ds„  +  r  AfZ9„)  =  ~  [^ds, 


Arf/9]  =  dy 


^ds, 


Av 


ds. 


=  dV 


+  et  + 


M 


tdv 


Wir  gelangen,  mit  der  abkürzenden  Bezeichnung 

JBtdi' 


'    (:r-v)t 
zu  der,  irgend  einem  nur  gedachten  Belastungszustande,  welcher  von 
dem  die  Yerschiebungen   erzeugenden  (ci)  durch  den  Zeiger  b  unter- 
schieden werde,  entsprechenden  Arbeitsgleichung: 


(102) 


2P,§„  H-  2  CAc«  =  fa,  (-|r  +  ^'t)  d 


diese  hat  die  gleiche  Form,  wie  die  aus  (28)  und  (31)  auf  Seite  78 
und  80  für  den  geraden  Stab  sich  ergebende  und  als  Annäherungs- 
gleichung für  Bogen  mit  großen  Krümmungshalbmessern  bislang  benutzte 
Beziehung 

(103)  2P,8„  +  2  QAc»  =  fc,  Q^  +  £^)  f/r, 

16* 
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und  es  geht  tatsächlich  (102)  in  (103)  über,  sobald  ;•  ==  oo  also  e'  =  e 
gesetzt  wird,  womit  dann  gleichzeitig  a  deu  durch  die  Gleichung  (40) 
gegebenen  "Wert  annimmt*). 

Aus  der  übereinstimmenden  Form  der  Gleichung  (102)  und  (103) 
folgt  überdies,  daß  die  früher  für  den  Fall  eines  beliebig  veränderlichen  e/ 
und  für  beliebige  c  gegebenen  Ableitungen,  namentlich  die  zu  dem 
Maxwellschen  Satze  führenden  Gleichungen  (73),  (74),  sowie  die  Glei- 
chungen (80).  (84).  (85)  auch  unter  den  in  diesem  Paragraphen  ge- 
machten A'oraussetzungen  gültig  sind. 

Die  weiteren  Entwicklungen  knüpfen  wir  an  die  Gleichung  (101); 
ihre  Anwendung  auf  die  Belastungszustände  X=  1,  X'=  1,  .  .  .  führt, 
wenn  diesen  Zuständen  bzw.  die  Längskräfte  K\  X"^  .  .  .  und  Biegungs- 
momente M\  M'\  .  .  .  entsprechen,  zu  den  die  Berechnung  der  statisch 
nicht  bestimmbaren  Größen  Jt  ermöglichenden  Beziehungen 

(104)  I  L"=  /  Af/.9.Y"+  /  Ac?9if " 

l 

wobei  L\  L".  ...  die  von  den  Auflagerkräften  bei  Eintreten  jeuer 
Belastungszustände  geleisteten  virtuellen  Arbeiten  bedeuten. 

Die  Gleichungen  (104)  lassen  sich  auch  durch  die  Bedingung 

(105)  L=  /Arf5  yY+Z^^^-g^ 

ersetzen,  unter  JY  irgend  eine  statisch  nicht  bestimmbare  Größe  und 
unter  L  die  virtuelle  Arbeit  der  Auflagerkräfte  für  den  Zustand  X=l 
verstanden. 

Drückt  man  Af/.s  und  Ar/9  mittels  der  eine  ungleichmäßige  Er- 
wärmung berücksichtigenden,  hingegen  an  die  Voraussetzung  —  :=  0 

gebundenen  Gleichungen  (97)  und  (98)  aus,  so  gehen  die  Beziehungen 
(104)  über  in 


*)  Man  gelangt  auch  zur  Gleichung  (102)  durch  die  Erwägung,  daß  die  Kräfte 
S  =  adF  (Fig.  69)  eine  in  die  Halbierungslinie  des  Winkels  (— ^9)  fallende  Mittel- 
kraft S  — ^^—  besitzen,  daß  sie  also  die  virtuelle  Formänderungsarbeit 

verrichten. 


wobei 


^  =  X 


M 


m'=N 


r 

ist,  iiucl  Gleichung  (105)  lautet: 

(107)  L=j-^^ds+j 
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r 

M' 
r 

CM     dM  ^ 
-     EZ    tX^' 

lg 


sie  läßt  sich,  mit  der  Bezeichnung 


auch  schreiben: 

(109) 

und  im  Falle  L  =  0: 


L  = 


cA, 


cX 


mimmum. 


wobei  Äi  bei  angenommenen  Lasten  und  Temperaturänderungen  als 
Funktion  der  zunächst  unabhängig  veränderlich  gedachten  X  aufzu- 
fassen ist. 

Beispiel.  Ein  Bogenträger  mit  Kämpfergelenken,  dessen  Mittel- 
linie AB  ein  Kreisbogen  ist,  wird  in  der  Mitte  durch  eine  senkrechte 
Kraft  P  belastet.  Es  soll  der  Horizontalschub  X  mit  Hilfe  der  Glei- 
chung (107)  unter  der  Yoraussetzung  bestimmt  werden,  daß  l  in 
/  -f-  ^  ^  übergeht  und  der  Bogen  gleichmäßig  um  t  erwärmt  wird. 

Rir  den  Bogenquerschnitt  bei  x  <i\l  ist  (wenn  9^  den  "Weil; 
von  9  bei  x  =  0  bedeutet) 


X=--2-sin9 


X  cos  9, 


M 


Xy  =  ^—  (sin  9^  —  sin  9)  —  Xr  (cos  9  —  cos  90), 
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ye  ^  A ^  =  —   ,   sm  9o  —  A  cos  9o, 

^^  =  —  cos  9,  —^  =  —  )■  (cos  9  —  cos  9o),  ^x  ^  ~  ^^^  ^O' 

während  die  virtuelle  Arbeit  der  Auflagerkräfte  für  den  Fall  A  =  1 : 

L=  —  1'M 
wird.     Mit  ds  =  —  rd<^,   ^o  =  ^  ^^^  A/  =  0   folgt  deshalb   bei  kon- 

d  V 
stantem  E,  i^  und  Z,  wenn  jzfQ-—~rds  =  —  etl  gesetzt  wird: 


efl 


—  M  =  —  [~^  sin  9o  +  A  cos  9« J  cos  93  ^^^2jd<^ 
Pf.s         0 
+  ^-ry  '  2 / (^^"  ?o  —  sm  9)  (cos  9  —  cos  90)^9 


Ar  3        0 

=  (^  sin  9o  +  A  cos  9«)  cos  9,  ^^  29« 


Pr'^ 


(y  sin  2  9o  —  9o  sin  9^  cos  9^  +  cos  90  —  1  j 


EZ  \2 

(2  9o  cos  2  9o  +  9o  —  3  sin  9^  cos  90), 


A 


'    EZ 

und  hieraus  ergibt  sich 

/  7  \1      EZ 

dn2  9o+  cos  9o  -  1  -  9o  cos  9« sin  90  \1+-^~J  _|-  _  (.//  _  A/) 


—  3  sin  9o  cos  9o  +  2  9^  cos-'  9^  (l  +  -^ j 


4)  Verschiebungen  und  Drehungen.    Die  Verschiebung  5  des  An- 
griffspunktes einer  Last  P  (die  auch  =  0  sein  kann)  im  Sinne  von  P  ist 

(111)  h=j^dsN-^j^do^i—L, 

wobei  N  =  Längskraft, 

M  =  Biegungsmoment, 

L  =  virtuelle  Arbeit  der  Auflagerkräfte 
für  den  Fall,   daß  P=l  wird  und  sämtliche  statisch  nicht  bestimm- 
baren Größen  A  verschwinden,   während  Af/.s-  und  Af/9   demjenigen 
Belastungszustande  entsprechen   müssen,  welcher  die  Yerschiebung  8 
hervorbringt.    Man  darf  auch  setzen 

Die  Einführung  der  für  ^ds  und  ^d(^  durch  die  Grleicliungen  (97) 
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und  (98),  Seite  241,  gegebenen  Werte  liefert  die  den  Gleichungen  (54) 
und  (55),  Seite  150  und  151,  gegenüberzustellenden  Beziehungen 

(113)  b„  =j  —^^+j  ^E^-  ^  I  '^'^^  '^'  +  j  '  ~Y~  ^^^'~  ^' 

(114)  ^r.=j-^Jp-ds-^rj-^.^dsJ^j.t,,^Js 


C    M     cM 


wobei  dl  =  X ^— 

r 

ist.    In  derselben  Weise  ergibt  sich  für  die  Änderung  A  o  des  Xeigungs- 

winkels  cp  irgend  einer  an  die  Stabachse  gelegten  Tangente  die  Gleichung 

(llo)    A9  =/    ^-^     ~^J^EZ~~^J  ^^o^ds  +J  -j--Mds  —  L. 

in  welcher  X  und  M  die  Längskraft  und  das  Biegungsmoment  für 
den  Fall  bedeuten,  daß  an  der  als  starre,  mit  dem  betrachteten 
Stabe  fest  verbundene  Linie  aufzufassenden  Tangente  und  im  Sinne 
der  gesuchten  Drehung  ein  Kräftepaar  angreift,  dessen  Moment  gleich 
„Eins"  ist,  während  die  Größen  X.  versch^^inden,  L  stellt  die  virtuelle 
Arbeit  der  Auilagerkräfte  für  diesen  Belastungszustand  dar.  An  Stelle 
von  Gleichung  (115)  darf  auch  gesetzt  werden: 

(116)         ^9=j^^^^ds+j^^-^ds^j.U-^ds 


■{- 


li      cvJl  cvJC 


wenn  S)?  das  beliebig  große  Moment  eines  an  der  Tangente  angreifen- 
den Kräftepaares  vorstellt.    Tgl.  Seite  87  und  151. 

Beispiel.  Es  soll  die  Yerlängerung  A/  der  Sehne  AB=l  eines 
ungleiclimäßig  erwärmten  krummen  Stabes  ohne  Zwischengelenke  be- 
stimmt werden.  Fig.  154,  Seite  168. 

Man  erhält 


M   _ 
^Mds, 


(110        \l  =  j  — -^  +  j  -^^^  Jrj  ^fo  ^^ d^  +  /  ^ 

wobei  A^  und  M  der  wirkliclien  Belastung  entsprechen,  während  N 
und  M  die  Längskraft  und  das  Biegungsmoment  bedeuten,  welche 
für  irgend  einen  Querschnitt  des  Bogens  durch  zwei  in  die  Gerade  A  B 
fallende,  im  Sinne  der  gesuchten  Verschiebung  A/  wirkende  Kräfte 
„Eins"  hervorgebracht  werden. 
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Es  ist  ~=l-c.>s9.  .17=1-//  imd 
:tt       TT       JI 


cos  o — 

^        r 


(118) 


■/ 


Beispielsweise  ist  für  einen   Halbkreisbogen,    welcher  die   in 
Fig.  219  dargestellte  Belastung  durch  zwei  Kräfte  Q  erfährt: 

M 

y  =  (J  cos  o,   M=  Qij.  11  =  r  cos  9,  X =  0 


und,  wegen  ds  =  —  r^9,  bei  konstantem  E.  Z,  h: 


M 


Qr 


EZ 


cos^  9^/9  -{-  ef^l 


zMr^ 


=  2 


+  J.T 

In 


-in 

r2  r 


cos  9^9 


-^-  /  cos29f/9  -f  ^     /  cos  9f/9  +  t^  2i 


(119) 


A/ 


Qr^TZ 


^  +  2,.(^,  +  Ar;). 


2isZ    '    ""V"   '    -^   /^ 
5)  Die  Biegnngslinie.    Setzt  man  in  die  im  §  17  für  die  Biegungs- 
linie eines  einfach  gekrümmten  Stabes  entwickelte  Gleichung: 

K^t,,) 


fPh 


A(Z9 


dx'^  dx  dx  ' 

die  durch  die  Gleichungen  (97)  und  (98)  für  AfZ9  und  ArZ.s-  gegebenen 
Werte  ein,  so  erhält  man  (mit  «i.r  =  r/.s- cos  9  =  —  rfZ9C0S9): 
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und  es  lassen   sich  jetzt,   ebenso  wie  im  §  17,  die  Verschiebungen  8 
mittels  eines  Seilpolygons  darstellen,  dessen  Belastungsordinate 

dl      ,      .\ds 


(121) 


.=  ( 


M 


zM 


'Sl 


\EZ 


EFr> 


sec  9 


i(jk±!Oi^ 


dx 


ist.     Sind  Zwischengelenke  vorhanden,   so  ist  nach  Seite  183  zu  ver- 
fahren. 

Für  manche  Fälle  ist  es  vorteilhaft,  Gleichung  (120)  umzuformen  in 
d^-h        {   M     ,    £A^\  dH    ,      Sf^      d'^ij  \^    ,    (^^^\ 


(122) 


dx' 


\EZ^     h    J 


dx^    EF    d 


^h 


\  ds  / 


d{-BJ\ 


EF/   dt/ 


zL 


d'ij 


dx         dx    '    " ^  dx^  ' 
hierbei  ist  fg   für  sämtliche  Punkte  der  Stabachse  gleich  groß  ange- 
nommen. 

Beispiel  1.     Gesucht  ist  die  Biegungslinie  eines  Halbkreisbogeus, 
welcher  nach  Fig.  219  durch  zwei  Kräfte  Q  belastet  wird.    Es  sei  t  =  0. 

Für  den  Stabquerschnitt  bei  x  ist 

Tiy- 

N=  Q  cos  9,     M=  Qr  cos  9,     ^  =  N- 


=  0, 


mithin 


d^h 


EZ 


Nach  §  17  stimmt  die  gesuchte  Biegungslinie  mit  der  Momenten- 
kurve eines  einfachen  Balkens  überein, 


Belastung 


Qr 
EZ 


trägt,  und  es  ist  mithin  die  Biegungs- 
linie eine  Parabel,  deren  Pfeil 

(123)  n 


2  2EZ 

ist,  und  deren  Gleichung 

ux{2r  —  x)      Qrx(2r—x) 
(124)8  = ^, = ^^ 

lautet. 

Beispiel  2.  Gesucht  sei  für  einen  Bogenti'äger  mit  halbkreis- 
förmiger ]\Iittellinie  der  durch  eine  Einzellast  P,  eine  gleichmäßige 
Erwärmung  um  t  und  eine  Yergrößerung  der  Stützweite  /  um  AZ  er- 
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zeugte  Horizontalsehub  A'.    Der  Querschnitt  sei  konstant,  und  au  den 
Kämpfern  mögen  Gelenke  liegen.     Fig.  220. 

Nachdem   für  den  in  Fig.  219  dargestellten    Belastuugsfall    (mit 
Q  =  l)  die  Biegungslinie  A'S'B'  und  die  Verlängerung 

^  =  [nach  Gleichung  (119)] 

der  Sehne  AB  ermittelt  worden  sind,  wird,  genau  wie  auf  Seite  191, 
mit  Hilfe  des  Maxwellschen  Satzes  der  Weii;  gefolgert: 

Pl-^ttl  —  Ll 

wobei  5  die  unter  der  Last  P  gemessene  Ordinate   der  Linie  A'S'B' 
bedeutet. 
Wesen 


ergibt  sich 


§  =  'lli^'    J^  [nach  Gleichung  (124)] 
Tzr-  '      r,r^ 


Bei   ungleichmäßiger  Erwärmung  tritt  nach  Gleichung  (119)  an 
die  Stelle  von  2zt?-  der  Wert  2ir(^^^  4-A/^  )• 

t  r 

Ist   beispielsweise  r=z\2h  und  A^  =  -^,   so  folgt  t^ -\-  M  j-  =^1^,  und  der 

durch  die  ungleichmäßige  Erwärmung  erzeugte  Horizontalschub  ergibt  sich  viennal 
so  groß  wie  der  im  Falle  t  =  Konst.  entstehende.  Man  ersieht  hieraus,  welch  gi-oßen 
Einfluß  eine  ungleichmüßige  Erwärmung  oder  Al)kühlung  halben  kann. 

6)  Berücksiclitiguiig  der  Änderung  der  Quersclinittsabniessungen 
bei  Bereclinnng  der  c,  l^ds  und  \dc^.     Die  Differentiation  der  aus 
Gleichung  (86),  Seite  237,  folgenden  Beziehung 
a   ,  -        Ac?s  Ar/9 

E  ^  ^        ds  (}^ 

liefert,  wenn  zunächst  der  Zustand  /  =  0  vorausgesetzt  wird, 

cLq     r — c         c   Af/o         ^dv 

'Jv        E  ~Y^         d^  dÄT' 

worein  zu  setzen 

bkdv  a 

d  r  III  E 

+  1         ... 


Es  entsteht  mit  der  Abkürzung 

dv  r  —  r  d<^      r  —  c 
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und  hieraus  durch  Integration*) 

wobei  C  die  Integrationskonstante  bedeutet.     Für  r  =  0  soll  sein : 


it 


-,  und  es  folgt  daher 


„  äds  C     ,    1     Af/9     „       ...  . 

£^^ —  = r-^  E,  mithin 

ds  rf^         [j.      f/9 

C=jr(i:^_l  ^),-.  und  schließlich 
\    ds  [JL      «9  / 

wobei 

w         Af/o         ,   ^         A(/5 
a  = — j-      ,   '    und  ß  =  --Z a. 

Die  beiden  Gleichgewichtsbedingungen 

K  =  jcdF  und  J/  =JcrdF 
gehen  über  in 


^=«^- 


und  liefern,  mit  den  Bezeichnungen: 


"■'fi^'  ""-/(^^"-/(^r 


die  Werte 

ß  =  - 

31 
EK^r ' 

''='  EF- 

weshalb  sich 

für  die 

SpannuU; 

g  c  der  Ausdruck 

ergibt 

(125) 

1    -'^ 

/               1 

'i/o- 

f)"^" 

")  Einer  Differentialgleichung  -—- >jF{x)-{-Fj^  {x)  =  0  entspricht  das  Integral 

/    /F(x)dx\     /  -/F(x)dx        \ 
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■r  bleibt  bei  Eintreten  einer  ungleichmäßigen  Erwärmung  ungeändert, 
>obald  t  dem  durch  die  Gleichung  (91)  gegebenen  Gesetze  folgt. 


Bestimmt  man  noch 


A(/cD       m  -\- 1  ,  ^.ds  .   „        ,   „     , 

—T-    =  -    OL  und  —j—  =  a  +  ß  und  fügt 

«9  in  ds  ° 

zu    diesen    "Werten    die    für    jene    ungleichmäßige    Erwärmung    auf 

Seite  240  nachgewiesenen  Beiträge — -^=£^,  und       '     ==  —  eA^,  , 
,       ,  °      ds  "^  d(n  h^ 

so  gelangt  man  zu  ^ 

äds         X  M      A\  — 


(126) 


ds 
A£^9 


EF      EFr 


£tn 


d<p 


\EF      EFr    KoJ 


r 
h 


Für  ein  Rechteck  von  der  Breite  b  und  der  Höhe  h  ergibt  sich 
beispielsweise,  wegen  dF=bdv: 


Ä\=F—o,;    JÜ=F~io, 


02),  wobei 


1/^+-^    J/^ 


Ist  r  =  5/j  und  OT  =  3,  so  erhält  man  Uj  =  0,201 042,  (03  =  0,200 148. 
^  =  5  0),  =  1,005210,  rA\  =  2b  Fh  (w^  —  m,)  =  0,022  35  i/i^, 

^ 1,005240 


hh~  0.022 35 />A- 


Vi^-vl 


und  für  v:=-{-\k   bzw.   r  = 


\h: 


u+'^'^^'-m 


N  M 


Die  Anwendung  der  Gleichung  (96),  Seite  241,  hätte  mit  Z=  1,006  J  geliefert: 
N  M  N 

und  die  für  den  geraden  Stab  abgeleitete  Gleichung  (40),  Seite  91: 


^•«2äy|. 


N 


M 


'^-Th+^  bk 


hh 
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III.  Abschnitt. 


§22. 
Drehungsfestigkeit. 

1)  Spannungen.  Wird  ein  gerader  Stab  durch  Kräftepaare  bean- 
sprucht, deren  Ebenen  die  Stabachse  rechtwinklig  schneiden,  so  besitzen 
nur  die  in  den  Querschnitten  hervorgerufenen 

und  in  der  Folge  mit  x  bezeichneten  Schub-  ^ ~-^ 

Spannungen    einen    wesentlichen    Einfluß    auf        /         ^/V>- 
die    Formänderung.      Auf    jeden    Querschnitt       /         .s'z  ^X.  i^=^ 
wirkt  ein  Moment  il/^,  welches  das  Drehungs-       i         /  7 

oder  Torsions-Moment    genannt   wird  und       \     ^         J 
gleich  der  algebraischen  Summe  der  Momente  ^^-__^^ 

der  zwischen  jenem  Querschnitte  und  dem  Stab-  Fig.  221. 

ende  angreifenden  Kräftepaare  ist. 

Ist  der  Querschnitt  ein  Kreis  vom  Radius  e,  auf  welchen  Fall  die 
folgenden  Untersuchungen  beschränkt  bleiben  mögen,  so  ist  die  in 
irgend  einem  Punkte  C  (Fig.  221)  auftretende  Schubspannung  x  recht- 
winklig zu  der  von  C  nach  dem  Kreismittelpunkte  *S'  gezogenen  Ge- 
raden, deren  Länge  6'C'==p  sei,  und  es  verhält  sich,  wenn  t^  den 
"Wert  von  t  für  p  :=  e  bedeutet, 

T  :  -1  =  ?  :  e. 

Das  Gleichgewicht  zwischen  den  inneren  und  äußeren  Kräften 
verlangt: 

wobei  das  Integral  über  den  ganzen  Querschnitt  auszudehnen  ist,  und 
es  ergibt  sich,  wenn 

(127)  i9'dF=J, 
gesetzt  wird, 

(128)  r,=i^  und  ---^^^P 


J,  "  J, 

2)  Dreliungswinkel.  Der  von  irgend  einem  auf  der  Stabachse  an- 
genommeneu Ausgangspunkte  A  um  s  entfernte  Querschnitt  D  wird 
sich  gegen  den  bei  s  -j-  ds  gelegenen  Querschnitt  D^  um  einen  Win- 
kel d'^  drehen,  und  hierbei  wird  sich  der  Angriffspunkt  C  der  Schub- 
spannung T  gegen  den  gleich  gelegenen  Punkt  C^  des  Querschnittes  D^ 
um  pc?'ä-  verschieben. 
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yds^  und  es  ist  mitliin  gd"^  =  -(ds^  woraus  sich 

d"^  =  Y  - — 
P 
ergibt.  Man  nennt  y  die  Gleitung  im  Punkte  C;  sie  ist  der  Spannung  t 
proportional  und  durcli 

(129)  T  =  ^ 


gegeben,  wobei  G  den  Gleitmodul  (Schub-Elastizitätsmodul)  bedeutet. 
Der  Ausdruck  für  d'^  geht  nun  über  in 

(130)  d^  =  -'^  =  ^^^'^' 


Gg  GJ,  ' 

und  die  Drehung  des  Querschnittes  D  gegen 
einen  um  5  von  ihm  entfernten  Querschnitt  wird 


Fig.  222. 

Zwischen    den 
Bezieliuüg 

(132) 

1 


(131) 


fM,ds  *^ 
J     ^'J^ 


beiden   Elastizitätsmoduln    E  und    G   besteht    die 
m  E 


G 


Für  MetaUe 


m 
ist  m  =  3 


2  (m  +  1)  ' 

den  Koeffizienten  der   Querdehnung  bedeutet. 

bis  4. 

3)  Die  Arbeitsgleicliung.  Da  man  alle  in  einem  Querschnitte 
wirksamen  Schubkräfte  zu  einem  Kräftepaare  vereinigen  kann,  dessen 
Moment  den  absoluten  Wert  Ma  hat,  so  ist  die  virtuelle  Arbeit  dieser 
Schubkräfte  bei  einer  Drehung  des  Querschnittes  um  einen  beliebigen 
Winkel  d'z    (wenn    der    um  ds  entfernte  JSTachbarquerschnitt   relativ 

^^^^^^^Sty-  dÄ„  =  Mad% 

und  es  ergibt  sich  die  virtuelle  Fonnänderungs- Arbeit  des  ganzen  Stabes 
Ä^  =  j]\hd'2. 


*)  Ist  der  Stabqiierschnitt  kein  Kreis,   so  tritt  nach  Saint-Tenant  (Comptes 
rendus  1879,  Band  88,  Seite  144)  für  gewisse  einfache  Querschnitte  an  die  Stelle 

von  Jp  der  Wert  — ^ ,  wobei,  genügend  genau,  x  ^  40  gesetzt  werden  darf.    Wir 

müssen  hier  auf  die  Quelle  verweisen  und  bemerken  nur,  daß  für  die  wichtigen 
L'i-D-I- Querschnitte  das  Torsionsproblem  zurzeit  noch  nicht  als  praktisch  gelöst 
bezeichnet  werden  darf.  Einen  wertvollen  Beitrag  hat  Fritz  Kötter  in  der  Ab- 
handlung „Über  die  Torsion  des  Winkeleisens"  in  den  Sitzungsberichten  der  Königl. 
Preußischen  Akademie  der  Wissenschaften,  1908,  XXXIX,  geüefert. 
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Die  Arbeitsgleiclmng  lautet  mit  den  auf  Seite  22   erklärten  Be- 
zeichnungen P,  C.  6,  Ac: 

(133)  2P8  +  2CAc  =  /J/,f/^; 

sie  gilt  im  Falle  des  Gleichgewichts  zwischen  den  äußeren  und  inneren 
Kräften  für  beliebige,  verschwindend  kleine,  zusammengehörige  Form- 
änderungen und  kann  in  derselben  Weise  wie  die  entsprechenden 
Arbeitsgleichungen  der  Abschnitte  I  und  II  benutzt  werden,  um  statisch 
nicht  bestimmbare  Größen  X  und  Verschiebungen  6  zu  ermitteln. 
Die  teilweise  Differentiation  von  Gleichung  (133)  nach  einer  Größe  X 
oder  einer  Last  P  führt  zu  den  Beziehungen 

(134)  L^f^  d^  =  [^  ^'^  <ls  „nd 


fc3f,  f  M,     cM, 


(135)     5,„  =  j  -^_-  d^-^^p^Ac=j^^^-p-ds-X^^Ac, 

wobei  die  Lasten  P  und  die  Größen  X  als  imabhängige  Yeränderliche 
aufzufassen  sind.  L  bedeutet,  wie  früher,  die  virtuelle  Arbeit  der  Auf- 
lagerkräfte für  den  Zustand  Ai^  =  1. 

4)  Zusammensetzimg  von  Dreliungs-  und  Biegungsfestigkeit.  Die 
Gleichungen  (134)  und  (135)  eignen  sich  besonders  für  die  Beurteilung 
des  Einflusses  der  Drehungsmomente  in  Fällen  gleichzeitiger  Bean- 
spruchung auf  Drehungs-  und  Biegungsfestigkeit,  namentlich  für  die 
Untersuchung  von  Stäben  kreisförmigen  Q.uerschnitts.  die  bei  beliebiger 
Gestalt  der  3Iittellinie  durch  irgendwelche  Kräfte  belastet  werden. 

Ist  die  Mittellinie  des  Stabes  eine  Kurve  doppelter  Krümmung, 
so  beziehe  man  den  Querschnitt  auf  rechtwinklige  Koordinatenachsen 
(u,  r)  und  lasse  die  f- Achse  mit  dem  Krümmungsradius  (d.  h.  also  mit 
der  Hauptnormale)  zusammenfallen;  die  ?7-Achse  steht  dann  senkrecht 
zur  Schmiegungsebene  und  deckt  sich  mit  der  Biuormale.  Nun  denke 
man  den  Stab  durch  den  fraglichen  Querschnitt  in  zwei  Teile  zerlegt, 
ersetze  die  Mittelkraft  i?  der  auf  den  einen  der  beiden  Teile  wirken- 
den äußeren  Kräfte   durch  die   aufeinander  senkrechten  Seitenkräfte: 

N  (Längskraft)  senkrecht  zur  Querschnittsebene. 

Q„  (Querkraft)  parallel  der  u- Achse, 

Q„  ..  .,  ..     r-Achse 

und  bestimme  die  von  der  Kraft  R  ausgeübten  Momente: 

Ma,  in  bezug  auf  eine  zum  Quersclmitte  senkrechte  Achse, 

M„^   „        ..        „     die  «^-Achse, 

if„,    „        ,,        ,,      ,,    r- Achse. 

Infolge    von  A^  und  M„    entsteht  nach  §  21,   Gleichung  (96)  in 
irgend  einem  Querschnittspunkte  (it,  v)  die  Spannung 
yt    ,    M^v        r 
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wobei 
9?  =  T 

r   ' 

Z=-l 

^+1 

^=h 

-.  y- 

\r  )^  <6     8Vr/^6      8     10  Vr/^ 


'2,    f  =  Halbmesser  des  Kreisquerschnittes, 
r  =  Krümmuniishalbmesser  der  Mittellinie, 

während  die  durch  das  Moment  J/,,  erzeuge  Spannung  c  mittels  der 
für  den  geraden  Stab  entwickelten  Formel 

ZU  berechnen  ist,  da  die  Schmiegungsebene  drei  aufeinander  folgende 
Punkte  der  Mittellinie  enthält. 

Zu  der  gesamten  Längsspannung 

(136)        -^+4^7-^-7+4^ 

tritt  noch  eine  Schubspannung,  welclie  mit  der  hier  als  zulässig  an- 
genommenen Yernaclilässigung  der  von  Q^  und  Q^  abhängigen  Beiträge 
gleich 

ist,  und  es  ergibt  sich  hiermit  die  Inanspruchnahme  an  der  Stelle  (wr): 

(138)  Ä  =  ^— c:  +  4±i--vV  +  4Tl 

^       '  2?;?  '       Im       ' 

Hinsichtlich    der  Vorzeichen    der    von   den  äußeren  Kräften  ab- 
hängigen Werte  gilt  folgendes: 

Das  Moment  M„  ist  positiv,  sobald  es  den  Krümmungs- 
halbmesser r  der  Stab-Mittellinie  zu  vergrößern  sucht;  der 
Krümmungsmittelpunkt  muß  hierbei  auf  dem  positiven  Teile 
der  r-Achse  liegen,  vgl.  §  21. 

Das  Moment  M^  ist  positiv,  sobald  es  besti'ebt  ist,  auf  der 
Seite  der  positiven  ^<- Achse  Zugspannungen  hervorzubringen. 
Die  Längskraft  jV  ist  positiv,  sobald  sie  den  Stab  an  der 
betrachteten  Stelle  zu  zerreißen  trachtet. 
Das  Yorzeichen    von   M^  ist    gleichgültig,    da    in    k  die   Schub- 
spannung T  nur  im  Quadrat  vorkommt. 

Statisch  nicht  bestimmbare  Größen  X.  lassen  sich  (für  den  in  der 
Folge  vorausgesetzten  Zustand  ^  =  0)  mit  Hilfe  der  aus  (53),  Seite  96, 
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(107),  Seite  245  und  (134)  sich  ergebenden  Arbeitsbedingung 


(139)        L=j-j^^^  ds  +jj^^^  eis  +  j  ^ 


+ 


EZ 


EJ     dX 


ds 


ermitteln,  und  zur  Bereclinung  v 


(140) 


h,.,= 


EF    dP,„ 


GJ,     dX 
onYerschiebungen  8  kann  die  Gleichung 

EZ     dP„       +j   EJ     ?P„. 
M^dM,    ,        ^    dC 


/- 


ds 


ds 


^^k"' 


benutzt  werden. 

Aufgabe  1.  Ein  Ring-  von  konstantem  Querschnitte  und  kreis- 
förmiger Mittellinie  (Fig.  223)  wird  bei  Ä  durchgeschnitten  und  un- 
mittelbar zu  beiden  Seiten 
der  Schnittstelle  von  zwei 
entgegengesetzt  gleichen,  zur 
Stabebene  rechtwinkligen 
Kräften  P  ergriffen.  Es  soll 
angegeben  werden,  um  wie- 
viel sich  der  Ring,  dessen 
Querschnitt  ein  Kreis  vom 
Halbmesser  e  ist,  bei  Ä 
öffnet,  und  wie  groß  seine 
Beanspruchung  ist. 

Bedeuten  y  und  x  die 
von  Ä   auf    eine    beliebige 

Tangente  und  den  durch  ihren  Berührungspunkt  gehenden  Halbmesser 
gefällten  Lote,  so  entsteht  in  bezug  auf  die  in  die  Stabebeue  fallende 
t'- Achse  jenes  Querschnittes  das  Biegungsmoment 

M„  =  Px. 


Fig.  223. 


Das 


M,  =  Py 


und  die  gesuchte  Öffnungsweite: 


^/-^ 


J/„ 


EJ     cP 

Mit  Rücksicht  auf 

dP    ~^'      dP 

Müller-Breslau,  Festigkeitslehre,    i.  Aufl. 


"CM, 
dP 


ds. 


=  y   und 


EJ  _  ;»  +  1 
GJ,,  ~       m 

17 
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EJ 


0^  0 

n  n 

(/sin2(pr/9  +  ^+       /(l  — cos  9)^7/9) 


7te 


und  beispielsweise  für  m  =  3,  mit  J  =  —^ 
.        20P;-3 

Die  Inanspruchnahme  des  Kinges  ist  nach  (138)  mit 


/.•  =  y^+T^^'  +  ^^'' 


worein  zu  setzen: 


-,    e         4P?- sin  9     _  M^e         4Pr(l  —  cos  9) 

M„^= ^— ^,  2t=  — 


Es  folgt  /.•  =  ,y-^  (sin  9  +  2  ysiu''^9  +  (l  — cos9)2^ 
4P/ 

Dieser  Wert  wird  am  größten  für  9  =  137° 4',   und  zwar  ergibt 


(sin  9  +  4  sin  -|  j  • 

Wert  wird  f 
sich  hiermit 


Ä_  =  1,869-^^-*). 

Aufgabe  2.  Ein  Stab  ÄSÄ  (Fig.  224)  mit  halbkreisförmiger,  in 
einer  wagerechten  Ebene  gedachten  Mittellinie  und  konstantem  Quer- 
schnitte ist  an  beiden  Enden  fest  eingespannt  und  mit  einer  Kraft 
2P  belastet,  welche  in  der  zur  Stabebene  senkrechten  Symmetrieebene 
liegt,  mit  der  Stabebene  den  Winkel  a  einschließt  und  auf  der  im 
Halbierungspunkte  S  des  Kreisbogens  zur  Stabebene  errichteten  Senk- 
rechten die  Strecke  -SP  =  c  abschneidet.  Es  soll  die  Inanspruchnahme 
des  Stabes,  dessen  Querschnitt  ein  Kreis  vom  Radius  e  ist,  ermittelt 
werden. 

AVir  denken  den  Stab  bei  S  aufgeschnitten,  nehmen  an  jeder 
Stabhälfte  die  Kraft  P  an  und  ersetzen  die  in  der  Schnittfläche  bei  S 
wirkenden  inneren  Kräfte  durch  ihre  Mittelkraft  H.   Wegen  der  Sym- 


*)  Vgl.  Grashof,  Theorie  der  Elastizität  iind  Festigkeit.    Berlin  1878,  Seite  296. 
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metrie  des  Belastungsziistandes  ist  H  parallel  der  in  S  an   die  Stab- 
achse gelegten  Tangente  TT;  sie  habe  von  der  Stabebene  den  Abstand  6, 


Fig.  224. 


während    die  Entfernung    ihrer    Projektion    auf    die    Stabebene    vom 
Punkte  -S  gleich  a  sein  möge,  und  es  werde  gesetzt 
Ha=M,-  Hb  =  31^. 

Xach  Zerlegung  von  P  in  P'  =  P  cos  a  und  P"  =  P  sin  a  ergibt 
sich  für  einen  beliebigen  Querschnitt  D  (vgl.  Fig.  225,  in  welcher  die 
auf  eine  Stabhcälf te  wirkenden  Kräfte  auf  die  Stabebene  projiziert  sind) : 
die  Längskraft  X  =  H  cos  (^  -\-  P'  sin  <p, 

das  um  die  zur  Stabebene  senkrechte    ^  r     [ 

^/ -Achse   drehende  Biegungsmoment 

M„  =  P'r  sin  o  —  H(r  -\-  a  —  r  cos  9) 
=  P'r  sin  9  —  Hr  (1  —  cos  9). —  3/i, 

das  um  die  in  die  Stabebene  fallende 
z- -Achse  drehende  Biegungsmoment 
(nach  Zerlegung  von  H  in  H  cos  9 
und  -ff  sin  9) 

J/^  =  —  P'V  sin  9  —  P'  sin  9  •  c  —  H  cos  9  •  b 
=  —  (P'V  -f-  P'c)  sin  9  —  Jfg  cos  9 

und  das  um  die  in  D  an  die  Stabachse  gelegte  Tangente  T^T^^ 
drehende  Torsion smomeut 

Ma  =  P"r  (1  —  cos  9)  —  P'c  cos  9  -|-  J/2  sin  9. 

Sind  nun  H,  M^.  M^  bekannt,  so  vermag  man  für  jeden  Punkt 
?^  V  des  Querschnittes  die  Spannungen  a  und  t,  sowie  die  Inanspruch- 
nahme k  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (136)  bis  (138),  Seite  256,  anzu- 
geben, worauf  der  stets  einem  ümfangspunkte  entsprechende  "Wert  k„ax 
berechnet  werden  kann. 

17* 
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Die  statisch   nicht  bestimmbaren  Größen  H,  M^,  M^  lassen  sich 
mittels  der  Bedingung 

.        1     Vir    ^-^^ä    , 

M  M 

in  welcher  Sil  =  X ^  =  i7-l ^     ist,   berechnen;  man   hat  nur 

r  '      r  ' 

nötig,    für  X  der  Reihe  nach   H^  M^  und  M^  zu  setzen,    um   drei 
Gleichungen  mit  drei  Unbekannten  zu  erhalten. 

Zunächst   sollen    die  in  jenen   drei   Gleichungen  vorkommenden, 


berechnet  werden.     Es  ist,  mit  ds  =  rdxj): 
?fl"~    'j      ?J7  V     +    7 -^   2    ' 

0 

i^  =  i-^    l^^^^^^=[H^~)^^     V^":=-r(l-cos9), 


0 


^  =  -1,    /j/„-^rf.=  -j[PVsin9-//r(l-cos9)-lfJ: 


=  -.[r-.(|-0-4|], 

iTT  J.-r 

__^  =  -  C0S9,  lM„^ds=+  [{P'c-^P"r)  sin  ?  +  ifg  cos  9]  rcos  9^/9 
b  b 

— ^r=sin9,  /  Jfd;rT/'^/s  = /[P'V(1— C0S9)— P'c cos9+Jf2sin9] 
0  0 
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und  es  lautet  dalier  die  obige  Arbeitsgleichung 
für  X  =  H: 

EF 


EZ 


für  X  =  M^: 
für  X  =  M^: 

_|_  (P-,  +  p>  + ,/,  1)  +  ^_L^  (p-v  _  p-,  _  J4 1)  =  0. 

Setzt  man  zur  Abkürzung 


1  + 


Fr' 


EJ 


und  beachtet,  daß    ^,  ^  — 

(jrJp  m 

Bedingungen  die  Werte: 

jy=2Pcosa 


M. 


2  Pr  CO? 


ist,    so   ergeben  sich  aus   den   drei 

4  —  y.% 
(xH-l)x-6 


P;-  sin  a 


Pf  cos  a 
2m"+'l" 

Die  gestellte  Aufgabe  ist  hiermit  gelöst. 

Ist  die  Last  2P  parallel  zur  Stabebene,   d.  h.  ist  a  ^=  0,   so   er- 
gibt sich 

4-xz      .^^_o^Jx  +  l)7r-6     ^_2         Pc 


H=2P 


y-TZ"  —  ö'        "  '  y.iz'"  — »       '       '        7C     2w-[-l 

H  und  Jfj  sind  unabhängig  von  c;  beide  Werte  hätten  mit  Hilfe 
der  im  §  21  für  den  einfach  gekrümmten  Stab  gegebeneu  Gesetze  ent- 
wickelt ATerden  können. 

Ist  die  Last  2  P  senkrecht  zur  Stabebene  (a  =  90),  so  ergibt  sich 

H=0,  J/i  =  0,  Jf,  =  — ^^. 

TZ 

Für  eine  beliebige,  jedoch  in  bezug  auf  den  Halbierungspunkt  S 
des  Bogens  ÄSÄ  symmetrische  Belastung  erhält  man 

9^  =  F(P)  -\-H-\-^;  2I„  =  F,  (P)  —  nr{l  —  cos  cp)  —  M, ; 
M,  =  F,  (P)  —  J/g  cos  9;  Äla  =  P3  (P)  +  34  sin  9, 
wobei  F{P),  F^  (P),  P^  i^l  ^3  (-P)  gegebene  Funktionen  der  Lasten 
sind.     Die    nach   H^  M^  und   M^   gebildeten    teilweisen    Differential- 
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quotieuten  der  Größen  %  J/„,  31,,  il/^  behalten  die  oben  angegebenen 
Werte,  und  es  ergeben  sich  daher,  Avenn  der  Reihe  nach  X=H, 
JY  =  3/i,  X^M^  gesetzt  wird,  die  Bedingungen: 

r^}  CM 

a)  0  =  /^-p  rf9  -  ;■  i  j^^  (1  -  cos  9)  f/9 

/M  C  ^I 

-^  cos  9f/9  —  Y^  sin  9^/9, 

in  denen  alle  Integrale  zwischen  den  Grenzen  0  und  ^7:  zu  nehmen  sind. 

Für  den  Fall,  daß  alle  Lasten,  die  teils  senkrecht  zur  Stabebene, 
teils  in  dieser  Ebene  wii-keu  mögen,  in  Punkten  der  Stabachse  an- 
greifen und  der  Querschnitt  des  Stabes,  sowie  E  und  G  konstant  sind, 
läßt  sich  Gleichung  III  noch  wie  folgt  vereinfachen. 

An  einem  Stabstücke  ds  wirken,  um  die  Tangente  I\  T,  drehend, 
die  Momente  3I^d(f  (gewonnen  durch  Zusammensetzung  der  auf  die 
Endquerschuitte  des  Stabstückes  wirkenden  Momente  Jf„  und  31,.  -\-  d3Q 
und  dM^  (Unterschied  zwischen  den  auf  jene  Endquerschnitte  wirken- 
den Drehungsmomenten),  und  es  erfordert  das  Gleichgewicht  das  Be- 
stehen der  Beziehung: 
(IV)  MJ(^  -f  dMa  =  0. 

Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  der  durch  teilweise  Inte- 
gration gefolgerten: 

jMa  sin  9^/9  =  — 1  3Id  cos  9  +/cos  c^dM^ 
0  00 

und  beachtet,   daß  9^0  und  9  =  -|7:  bzw.  liefern:   31^  =  0  (wegen 

der  Svmmeti-ie  des  Belastungszustandes)  und  cos  9  =  0,  so  erhält  man 

/  3fa  sin  9  f/9  =  —  / il/„  cos  9^/9, 

ö  0 

und  es  geht  deshalb  (bei  konstantem  E,  J,  G,  J^)  Gleichung  (III) 
über  in 

(Y)  /J/„  cos  9^/9  =  0. 

0 

Aufgabe  3.  In  den  Punkten  1,  2,  .  .  .  m,  .  .  .  /t  der  Mittellinie 
eines  kreisförmigen  Ringes  greifen  rechtwinklig  zur  Ringebene  die 
unter  sich  im  Gleichgewicht  befindlichen  Kräfte  P^,  Pg,  .  .  .  P„, 
.  .  .  P„  an,  Fig.  226.  Die  Belastung  sei  symmetrisch  in  bezug  auf  den 
Ringdurchmesser  AB.  Es  ist  dehalb  für  den  Querschnitt  Ä  so- 
w^ohl  das  Drehungsmoment  als  auch  die  Querkraft  gleich  Null. 

Die  Werte  K,  M„,  31^  für  diesen  Querschnitt  mögen  mit  i\'^, 
J/„^,  J/^^  bezeichnet  werden. 
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Dann  ergibt  sich  für  den  Querschnitt  au  der  Stelle  9: 


(VI) 

M,  =  :2P,„r  [1  —  cos  (9  —  y„)]  +  J/,,^  sin 9, 

OTT) 

J/„  =  :N:.r(l  — cos9)  +  i¥„,, 

(YIII) 

M,  =  ^P„r  sin  (9  —  yj  -j-  J/,^  cos  9. 
0 

X=  J\'L,cos9 

9i  =  .V  —  ^-  =  .V^  (2  cos  9  —  1 )  —  ^^ . 

Fig.  226. 


Flor.  227. 


In  die  Gleichung 


+ 


GJ„   dX 


d.s  =  0 


setzen  wir  zuerst  X  =  X^^  dann  X  =  M^^  und  erhalten  für  den  hier 
vorausgesetzten  Fall  eines  konstanten  Riugquerschnittes  zwei  Gleichungen 
von  der  Form 

aX+ßJ/„^  =0, 

wo  a,  ß,  a,  ß'  "Werte  sind,  die  nur  von  den  Eingabniessungen  abhängig 
sind.  Es  geht  dies  ohne  weiteres  daraus  hervor,  daß  in  den  Ausdrücken 
für  Ma  und  J/„  die  Größen  X^  und  Jf„^  nicht  vorkommen,  daß  also 


TX  =  ^    ""^   TX 


0 
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ist.     Es  beiben  also   nur  die  Momente  J/^  und  2f,,:  zwischen  ihnen 
besteht  die  Beziehung 

die  ein  Sonderfall  der  in  der  vorigen  Aufgabe  abgeleiteten  Gleichung  IV 
(Seite  262)  ist  und  wie  diese  zu  der  von  J^,  unabhängigen  Gleichung 

71 

r 

j  M^  cos  9  cZo  =  0 

0 

fülirt. 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

|p„,rsin(9-Y,„)  =  iHo, 

so  erhält  man.  mit 


/ 


cos  2  9^9  =  -^ 


die  Formel 


TT. 

J/,.^  = /  Mq  cos  9  c?  9. 


Es  sei  z.  B.  der  Ring  bei  B  mit  P  belastet,  und  dieser  Einzellast 
sei    das  Gleichgewicht    gehalten    durch    einen  von  unten  nach  oben 
wirkenden  Gegendruck,  der  sich  nach  Fig.  227  so  über  den  Ring  ver- 
teilt, daß  auf  das  Ringelement  rdy  der  Anteil  j^^dj  entfällt,  wobei 
P 

ist.     Dann  ergibt  sicli  an  der  Stelle  9: 
f 

^^^^ ""  2^  /  (1  —  2  cos  y)  rd-fr  sin  (9  —  7) 
0 
Pr 
=  v,_    (1  —  9  sin  9  —  cos  9) 


2- 
uud  man  erhält 

0 
Dies  in 

eingesetzt  gibt 


-  Pr 

cos  909  =  -, 

^    ^        4z 


3/„  =  Jfo+X.,cos9 


Pr  1 

J/.  =  2_  (1  —  9  sin  9  —  y  cos  9) 
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für  das  Drehimgsmoment  der  Wert 

"  ^  "2^  (9  +  9  cos  9  —  y  sm  9). 
Das  größte  Biegungsmoment  entsteht  an  der  Stelle  (^  =  t:  und  ist 
Jf„  =  4^  =  0,239  Pr. 

Das  Drehungsmoment  ist  dort  am  größten,   wo  M^  =  0  ist,   das 

ist  (abgerundet)  bei  9  =  50|°  und  9  =  1461°.    An  der  ersten  Stelle 

Pr                                                          Pr 
wird  Ma  =  0,143 ,  an  der  zweiten  3Ia  =  —  0,202 .  Der  höchste 

TU  TC 

Wert  von  3L  ist  daher 


M, 


0,064  Pr. 


Fig.  228. 

Sehr  einfach  gestaltet  sich  die  Rechnung  für  den  folgenden 
Sonderfall:  Ein  wagerechter  kreisförmiger  Ring  von  überall  gleichem 
Querschnitt,  der  nach  Fig.  228  in  gleich  weit  voneinander  entfernten 
Punkten  aufgehängt  ist,  trägt  eine  gleichmäßig  über  seine  Mittellinie 
verteilte  senkrechte  Last  von  der  Größe  jj  für  die  Längeneinheit. 

Aus  der  Symmetrie  folgt  ohne  weiteres,  daß  in  den  Querschnitten 
Ä  und  C  keine  Schubspannungen  auftreten,  daß  also  hier  ^  =  0  und 
Ma  =  0  ist.  Ebenso  folgt  für  diese  Querschnitte  iV^=  0  und  if„  =  0. 
Bedeutet  M„c  das  Biegungsmoment  des  Querschnittes  C,  so  ist  mit  den 
aus  der  Fig.  229  ersichtlichen  Bezeichnungen 

f 
J/„  =  J/„c  cos  9  —  /  jJds^ 


Ma  =  iV/„c  sin  9  —  I  pdsfi. 
0" 
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Der  in  der  Halbierungslinie  des  "Winkels  9  liegende  Schwerpunkt 
des  Bogenstückes  rc^  hat  vom  Mittelpunkte  des  Kreises  den  Abstand 


2 

Die  statischen  Momente  des  Bogenstückes  rcfi  sind  daher 


weshalb 


^.s-  ^  =  r<^  •  esm-^  =  r-  (1  —  C0S9J 


/  f/.s T]  =  ro  (r  —  e  cos  ~)  =  r-  (9  —  sin 9), 

J/„  =  M^c  cos  9  — pi--  (1  —  cos  9) 
Mj  =  M^c  sin  9  —  i>"''  (9  —  sin  9). 


9  =  9^  liefert  J/^  =  0,  weshalb 

^       V  sm  ©,,  / 


und 


]\L 


M,,  =  p^ 


sin9, 
9o 


sm9o 
9o 


cos  9  —  1 
sin  9  —  9 


sm  9o 
Das  Drehungsmoment  wird  ein  Maximum  für 

sin9o 
cos  9  = -—\ 


das  zugehörige  Biegungsmoment  ist  XuU. 
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Ist  der  Ring-  z.  B.  in  8  Punkten  aufgehängt,  so  ist  9o=  22|°  und 

sin9„        0,382683        ^o-i.o. 

cos  9  = ^  =  TTQQOßQQ-  =  0.974494 

^  9o  0,392699 

9  =.12°  58' 

M^  =  pr^  {ig  9  —  9)  =iJr2  (0,23026  —  0,22631) 

M,  =  0,00390  prK 

Das  Biegungsmoment  wird  an  der  Stelle  9  =  0: 


3I  =  2r^ 


9o 
sin9o 


—  1 


0,0262  j^r- 


und  an  der  Stelle  9  =  9,, : 

J/=yyr2(9o  cotg9o 


1)  =  — 0,0519  jj>-2*). 


Aufgabe  4.     Ein    wagerechter,    mit   P  belasteter    Kreisriug    sei 
nach  Fig.  230    durch  vier  lotrechte   Stäbe 
gestützt.    Wie  verteilt  sich  P  über  die  vier 
Stäbe? 

Wird  der  Stab  Ä  mit  P  —  X  gedrückt, 
so  ergibt  sich  aus  den  Gleichgewichtsbe- 
dingungen für  den  Stab  B  ein  Zug  X; 
jeder  der  beiden  Stäbe  C  erfährt  den 
Druck  X.  Am  Ringe  greifen  also  vier  gleich 
große  Kräfte  Jt  an  und  es  entsteht  an  der 
Stelle  9  nach  Gleichung  YIII  und  YI  auf 
Seite  263: 


M„  =  —^  r  sin  9 


il/„^  cos  9] 


Ma  =  ^  r  (1  —  cos  9)  +  J/„^  sin  9. 


Für  9  =  90°  ist 


X 


Nun  muß  aber  offenbar  il/„^  =  —  M^c 
sein.     Man  erhält  daher 

M„  =  — ^  (sin  9  —  cos  9) 

M^  =  "2~  (1  —  cos  9  —  sin  9). 


Fie-.  230. 


*)  Diese  Aufgabe  lag  dem  Verfasser  beim  Entwerfen  der  Eisenkonstraktion  für 
die  Kuppel  des  Berliner  Domes  vor.  Es  handelte  sich  hierbei  um  einen  an  der 
Kuppel  hängenden,  ein  Oberlicht  tragenden  Ring. 
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Zur  Berechnung  von  JY  dient  die  Gleichung 

2  2 

d3L 


'^EF  dX  ^    j  EJ^     dX         '     J  GJ, 


ds  =  0. 


0  ü 

Ist  der  Ringquerschnitt  konstant,  so  erhält  man 
jt 

~j^{4.X-P)  +  4,77 /(^"^  ^  ~  ""'  ^^'"^^ 

0 

T 

Xr^  r 

-\-  /  (1  —  cos  9  —  sin  <p)2f/cp  =  0 

0 

und  nach  Ausführung  der  Integrationen 

s  Xr^    /  z  \         Xr^ 

^F  (^-^'-^)  +  T-r  (-2  -0  +  "e:r ''^ -'>  =  "■ 

Der  Ring  habe  Kreisquerschuitt.    Dann  ist  J„  =  J^  =  J,  J^  =  2J 
und    man    erhält    mit    Ö  =  —-  £"  (  entsprechend    der    Querdehnungs- 


Ziffer  i) 


A-       ^ 


1  +  0,19 


§  24. 
Gesetze  für  beliebige  isotrope,  feste  Körper. 

1)  Arbeitsbedingungen.  Im  Inneren  eines  festen  Körpers,  dessen 
äußere  und  innere  Kräfte  miteinander  im  Gleichgewicht  sein  mögen, 
sei  ein  Parallelepipedum  abgegrenzt,  dessen  Kanten  den  Achsen  eines 
rechtwinkligen  Koordinatensystems  parallel  sind  und  die  anfänglichen 
Längen  dx^  dy^  dz  haben. 

Die  Spannung  in  der  zur  a;- Achse  senkrechten,  den  Punkt  (r,  /y,  z) 
enthaltenden  Seitenfläche  dydx  sei  in  die  Seitenspannungen 

(7^,  parallel  der  a:-Achse  und  positiv,  wenn  im  Sinne  von  ( —  x)  wirkend, 
'^^yi      r         11   2/-Achse     „         „  „       „       „        „    ( — y)        „      , 

"^xzi      r         55    ,r-Acnse     „         „  „       „       „        „    (      z)        ,,      , 
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zerlegt,  und  in  gleicher  Weise  mögen  die  Spannungen  in  den  dem 
Punkte  0  anliegenden  Seitenflächen  dxdx  und  dxdy  durch  ihre  Seiten- 
spannungen a,j.  T^,,  T,,. 


Fig.  231. 

gegeben  werden.    Die  c  sind  Zug-  oder  Druckspannungen,  die  z  Schub- 
spannungen. 

Wird  die  ]\Iomentensumme  aller  auf  das  Parallelepipedum  dxdydx 
wirkenden  Kräfte  in  bezug  auf  die 
der  «/-Achse  parallele  Schwerachse 
des  Körperteilchens  gleich  Xull  ge- 
setzt und  hierbei  davon  abgesehen, 
daß  sich  die  Spannungen  in  gegen- 
überliegenden Seitenflächen  um 
Differentiale  unterscheiden,  weil  die 
Berücksichtigung  dieser  Unter- 
schiede zu  UD endlich  kleinen  Größen 
der  vierten  Ordnung  führen  würde, 
welche  gegen  die  der  dritten  Ord- 
nung verschwinden,  so  erhält  man  Fig.  232. 
(mit  Hinweis  auf  Fig.  232,  in  der 

die  Projektion  des  ParaUelepipedums  auf  die  {xx)-WomQ  dargestellt  ist) 
die  Gleichung:  -^Jxdfj)  dx  =  (x^Jt/dx)  dx, 

und  hieraus  und  aus  ähnlichen  Momentengleichungen  für  die  der  x-Achse 
und  ;:^-Achse  parallelen  Schwerachsen  des  Körperteilchens  folgt 

weshalb  die  kürzere  Bezeichnung  eingeführt  werden  soll: 


2? 

r^ 

ffr 

^ 

X 

r^rfjr 

25 

■ 
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wobei  zu  merken  ist,  daß 

r,_\_dx,  Tj,J_f/?/,  x^_\_dx. 
Ändern   sich   die   anfänglichen  Langen  clx^  cly,  d  \    um  Strecken 
Af^r,  Ac///,  ^dx,  so  leisten  die  von  den  Spannungen  a  lierrührenden 
Kräfte  c^dydx,  a^dxdx,  auLrdf/  die  virtuelle  Arbeit 

dA,.  =  c^di/d  \  Ar/.r  -\-  a„d :  d.r^d//  -j-  a^d.rdi/^dz 

und  hierfür  kann,    wenn   die   in   der  Folge  Dehnungen    genannten 
Yerlängerungsverhältnisse  mit 

tn^dx  Arf/y  Af/;. 

^"~~~^^'    '"■''~~dtf~'    ^'~'^^ 
bezeichnet  werden  und  der  Inhalt  des  Körperteilchens  d.rdijdx  =  dV 
gesetzt  wird,  geschrieben  Averden 

dÄ^  ==  (a.e,  +  c,£,  +  a,s,)  rfF. 
Gleichzeitig  mit  den  Dehnungen  entstehen  Winkeländerungen,  und 
es  sei,  mit  Bezugnahme  auf  Fig.  222: 

Y^  die  Änderung  des  Winkels  YOZ, 
Y.    .  .  .  V       ZOX, 

7.  „         „        .<        „     A^or. 

Man  nennt  7^,  y^,  y^  die  Gleitungen  im  Punkte  xyz;  sie  seien 
positiv  oder  negativ,  je  nachdem  sie  Verkleinerungen  oder  Vergröße- 
rungen der  Winkel  YOZ.  ZOX,  XOT  vorstellen. 

Infolge  der  Änderung  des  Winkels  YOZ  um  y^  verschiebt  sich 
die  Fläche  TO'  im  Sinne  OZ  gegen  die  Fläche  OY'  um  y^dy^  wobei 
die  in  YO'  und  senkrecht  zu  dx  wirksame  Schubkraft  -c^dxdx,  die 
virtuelle  Arbeit  x^dxdzf^dy  leistet,  oder  es  verschiebt  sich  die  Fläche 
ZO'  im  Sinne  OT  gegen  die  Fläche  OZ'  um  die  Strecke  -^^dz^  bei 
welcher  Bewegung  die  in  ZO'  und  senkrecht  zu  dx  wirkende  Schub- 
kraft -z^dxdy  die  Arbeit  x^dxdy-^^dz  verrichtet.  In  beiden  Fällen 
entsteht  die  virtuelle  Formänderungsarbeit: 

dA^  =  z^y^dxdydz  =  r^y^fZF, 
und  ebenso   ergeben   sich   die   den  Winkeländerungen  Yy  n'id  y^  ß^^^" 
sprechenden  virtuellen  Arbeiten 

Xy^ydV  und  x,-ißV, 
so  daß  die  gesamte  virtuelle  Formänderungsarbeit  der  an  den  Seiten- 
flächen des  Parallelepipedums  angreifenden  Kräfte  gleich 

wird  und  diejenige  sämtlicher  inneren  Kräfte  des  Körpers: 
(141)        J„  =  /'(a.s.  +  a,£,  +  a.e,  +  r.y.  +  "vT.  +  '.!.)  dV. 
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Setzt  man  nun  A„  gleich  der  von  den  äußeren  Kräften  geleisteten 
virtuellen  Arbeit,  so  erhält  man  die  Gleichung 

(142)  2P5  +  2  CAe  =/(a.£.  +  c,z,  +  a.e,  +  T.y.  +  t,y,  +  T.y.)  ^F; 

sie  gilt  für  beliebige  durch  einander  bedingte  äußere  und  innere  Ver- 
schiebungen S,  Ac,  s^,  £j,.  £^,  Y^,  Yj,,  Y^,  wenn  diese  nur  klein  genug 
sind,  um  als  verschwindende  Größen  aufgefaßt  werden  zu  dürfen.  Zu 
den  äußeren  Ki'äften  gehören  außer  den  in  Punkten  der  Oberfläche 
angreifenden  Kräften  die  auf  die  Massenteilchen  wirkenden  (z.  B.  die 
Erdanziehung,  Ergänzungskräfte  der  relativen  Bewegung)  und,  wenn 
Teile  des  Körpers  aufeinander  reiben,  die  an  den  Berührungsstellen 
wirksamen  Reibungswiderstände. 

Nehmen  wir  nun  an,  es  sei  geglückt,  die  nach  bestimmten  Rich- 
tungen wirkenden  Seitenkräfte  C  der  Stützenwiderstände,  sowie  die 
Spannungen  a  und  t  in  der  Form 

r  =  c;  +  rx-{-  r'X'+  c" a""+ 

c^  =  cr.„  -1-  c;X'+  c7;'A"'+  a:"X'"-\- 
c,  =  c,,  +  <A"4-  a;'A"'+  a;"A"'4- 
a,  =  a,ü  +  c/A'H-  c-"A"+  c^X'"^ 

-.  =:  T.o  +  t;a'^  t;'a"+  t;"a""+ 

-,  =  T,„  +  <A"+  -;'A"+  <"A'"  + 

T.  =  T.o  +  t;  A'+  t;'a"+  t;"a"'+ 

als  geradlinige  Funktionen  der  gegebenen  Lasten  P  und  gewisser, 
statisch  nicht  bestimmbarer  Größen  A  darzustellen,  wobei  nur  die  mit 
dem  Zeiger  0  behafteten  Werte  von  P  abhängen  sollen  und  wenden 
die  obige  Arbeitsgleichung  der  Reihe  nach  auf  die  früher  erklärten 
Zustände  A'  =  1,  A"  ^  1,  .  .  .  an,  so  ergeben  sich,  da  die  Kräfte  C 
mit  den  Spannungen  a  und  t',  die  C"  mit  den  g"  und  x"  im  Gleich- 
gewichte sind,  die  bei  gegebenen  Ac,  =^,  Sy,  e^.,  Yz,  T-/-  Y^  ^ur  Berech- 
nung der  A  ausreichenden  Bedingungen 

1  2  C"  Ae  =  /■  (a;  s.  +  a/  e,  +  c!  s,  +  t/  y.  +  <  y.  +  t/  y.-)  d  V 
(143)        2  C"^c  =  / (a/'s,  +  <'c,  +  a/'e.,  +  t/'y.  +  t/y,  -f  t/'y.)  d  V 

sie  lassen  sich  auch  durch  die  eine  Gleichung: 


+  .|^).r 


ersetzen,  in  welcher  A  irgend  eine  statisch  nicht  bestimmbare  Größe 

und  L  die  virtuelle  Arbeit  der  Auflagerkräfte  für  den  Zustand  A  =  1 

Cd  dx 

bedeuten,  während  die  Differentiaiquotienten   ^  -^    und  — ^r^  die  Span- 
es A  d  A 

nungen  a  und  x  für  jenen  Zustand  vorstellen. 
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Die  Verschiebung'  h„  des  Angriffspunktes  7n  einer  Last  F,„  wivd 

(145)     8„  =  /(ä.£.  +  ä,e,  +  Ie,+".Y,  +  7,7,  +  T-Tc)c^^'— 2ÖAc, 

wobei  7,  T  und  C  diejenigen  Spannungen  und  Auflagerkräfte  sind, 
welche  mit  einer  Last  P„  =  l  im  Gleichgewichte  sind.  Man  darf 
hierfür  auch  setzen 

(146)    s.=/(e.||^+,|^+.-|;;  +r,|J:+.,|^ 

welche  Gleichung  durch  teilweise  Differentiation  der  Arbeitsgleichung 
nach  der  Last  P„,  bei  als  Konstauten  betrachteteü  willkürlichen  Form- 
änderungen 5,  Ac,  £,,  £^,  c,,,  Y^,  Y,,  j,  gewonnen  wird. 

2)  Einfülirung  der  durch  Spannungen  und  Temperaturänderungen 
verursachten  Dehnungen  und  Gleitungen.  Wir  wenden  jetzt  die  Glei- 
chungen (143)  bis  (146)  auf  die  wirklichen  Dehnungen  und  Gleitungen 
an  und  beschränken  uus  hierbei  auf  den  isoti'open  (d.  h.  in  allen 
Punkten  gleich  beschaffenen)  festen  Körper  mit  spannungslosem  An- 
fangszustande. 

Die  Seite  dx  des  betrachteten  Parallelepipedums  erleidet,  wenn 

die  Spannung  c^  allein  wirkt,  die  Dehnung  — ^ —  =  -^,  während  eine 
Änderung  der  Anfangstemperatur  um  t  erzeugt:  ——  =  zt  und  in- 
folge von  G„  und  c,  entsteht:   — 7^~  = "    -r^ '  ,    wobei   den 

^  >>  dx  771 E  m 

Koeffizienten  der  Querdehnung  (=  \  bis  i  für  Schweiß-  und  Fluß- 
eisen) bedeutet.  Beim  Zusammenwirken  aller  Ursachen  ergibt  sich 
die  Dehnung 


(147) 


£^  =  ~4^ "  "L-,  ^   +  £/  und  ebenso 

E  mE       ^ 


E  mE     ^     ' 

c,         G,  +  a. 


\-zt, 


E  mE 

während  die  nur   von  den  Schubspannungen   abhängigen  Gleitungen 

(148)  ,.  =  ^,  ,,  =  -;--,  ,.  =  ^ 

sind,  wobei  ^ 

Cr  = 


2{m-\-l) 
den  Schub-Elastizitätsmodul  bedeutet. 
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Die  Gleichungen  (144)  und  (146)  gehen  nach  Einsetzen  der  vor- 
stehenden "Werte  der  Dehnungen  und  Gleitungen  über  in 

L  =  „\l    und 


(149) 
(150) 
(151) 


?.= 


dA, 


dP^ 


^'  =  T 


dX 

2  ^p    ^c,  wo 


a;  -{-  al  +  ol 


[a,a^^a,a.-,-^a,a,) 


dV 
E 


Im  Falle  ^  =  0  ergeben  sich  die  Gesetze: 
(152)        L 


MV 


dA 


(153) 
(154) 


?P. 


^--  — —  (^y<^.  +  ^.^.  +  ö.c;,) 


tJ  +  tD 


vi  bedeutet  die  wirkliche  Formänderungsarbeit,  wie  aus  der 
folgenden  Entwicklung  hervorgeht. 

Die  Arbeit,  welche  die  an  den  Körperteilchen  wirkenden  Kräfte 
leisten,  während  die  im  Entstehen  begriffenen  Dehnungen  und  Gleitungen 
um  die  Werte  ^e^,  c/s^,  dz,,  dy,,  fZy,,,  dy,  zunehmen,  ist  nach  den 
Entwicklungen  unter  1): 

{a^ds.^  +  a^dz^  -j-  a^dz,  -f  T^dy^  +  '^v^ly  +  r,dy,)dV, 
worein  zu  setzen 


also 


"-^ 

1        7                      1        7 

da, d  a,, da, 

m               m 

,       1 

da^ da, da. 

-.-^ 

N                         1        J                          1         7 

da, da^ da^ 

m               m 

a,dz,  -\-  aydz,,  +  o,dz^  = 


1 


'^jl'^x  +  Oyda^  -[-  a,da. 


d(a^a,-\-  a,a^  +  a,a,) 


und 


dj,=  -y^dx,,   dy,j 

LT 


^./r,,   dy,  =  -^dx. 


Müller-Breslau,  Festigkeitslehre.    4.  Aufl. 


18 
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Integriert  man  diesen  Ausdruck  bei  von  0  aus  wachsenden 
Spannungen,  so  erhält  man  für  das  Körperteilchen  die  gesamte  Form- 
änderunffsarbeit 


+4- 


^-  /-2  ^2  1 


2   "^   2 


dV, 


und    hieraus    folgt    dann    für    den    ganzen    Körper    der    durch    die 
Gleichung  (154)  gegebene  Arbeitswert  .4*). 

Im  Falle  /  =  0  und  L  =  0  entstehen  aus  (152)  und  (153)  die 
Castigliano sehen  Sätze: 

1)  Die  statisch  nicht  bestimmbaren  Größen  X  machen  die 
Forma ndenuigsarbeit  A,  tcelche  als  Funktion  der  xuerst  unab- 
hängig veränderlich  angenommenen  Werte  X  darzustellen  ist, 
XU  einem  Minimum. 

2)  Die  Verschiebung  des  Angriffspunktes  m  einer  Last  P„ 
im  Sifine  von  P„  ist  gleich  der  nach  P„  gebildeten  teilweisen 
Abgeleiteten  der  Formänderungsarbeit  A. 

Bei  der  Ausführung  der  durch  die  Gleichungen  (150)  und  (153) 
vorgeschriebenen  Differentiationen  dürfen  sämtliche  Größen  ^  als 
Konstanten  aufgefaßt  werden.  Man  gehe  gewissermaßen  von  dem 
allgemeineren  Falle  willkürlicher  Werte  X  aus,  wende  also  die 
Gleichung  (150)  und  (153)  (wie  in  den  Abschnitten  I  und  II)  auf 
den  statisch  bestimmten  Hauptträger  an.  Die  Auffassung  der  X  als 
Funktionen  der  Lasten  P  führt,  wenn  die  Bedingungsgleichuugen  (143) 
berücksichtigt  werden,  zu  denselben  Ergebnissen;  der  Beweis  hierfür 
kann  ähnlich  geführt  werden  wie  beim  Fachwerk.     Vgl.  Seite  75. 

3)  Der  Maxwellsclie  Satz.  Wir  nehmen  an,  daß  die  dem  spannuugs- 
losen  Anfangszustande  entsprechende  Temperatur  ungeändert  bleibt 
{t  =  0)  und  die  Auflagerwiderstände  bei  eintretenden  elastischen  Yer- 
schiebungen  keine  Arbeit  leisten  (Ac  =  0).  Den  von  beliebigen  Be- 
lastungen P„  ergriffenen  Körper  denken  wir  durch  drei  einander  recht- 
winklig schneidende  Flächenscharen  in  unendlich  kleine  Teilchen  zer- 
legt, in  deren  Seitenflächen  nur  Xormalspannungeu  auftreten,  welche 


*)  Fühi-t  man  in  Gleichung  (142)  die  wirklichen  Werte  von  tx-,  Zy-,  £s,  Y^i  Yy- 
Y^  ein,  so  erhält  man  für  den  Zustand  1  =  0:  2 PS  +  ^  CA c  =  J.^  =  2  J..  Bezeichnet 
man  also  mit  Q  irgend  eine  äußere  Kraft  und  mit  r  die  Verschiebung  ihres  Angriffs- 
punktes im  Sinne  von  ö,  so  besteht  die  Beziehung: 

welche  das  Clapeyronsche  Gesetz  heißt. 
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dann  Hauptspannungen  heißen  und  mit  c/,  Cg 

sollen.     Die  entsprechenden  Dehnungen  sind,  wegen  t 


(155) 


{<-\-<) 


K'+O 


die  Gleitungen  sind  =  0. 

Jetzt  ersetzen  wir  die  Belastungen  P„,  durch  andere  Belastungen 
P„,  behalten  aber  die  vorhin  angenommene  Zerlegung  des  Körpers  bei. 
Es  treten  dann  Normalspannungen  a/',  ög",  cJg"  auf  und  erzeugen 
Dehnungen : 


(156) 


-■^-   (a/'+Ca") 
1    , , 


Außerdem  werden  durch  die  P„  Schubspannungen  t"  und  Gleitungen  7" 
hervorgerufen. 

Bezeichnen  wir  nun  mit  (5„„)  den  Weg  irgend  einer  Belastung  P„ 
für  den  Fall,  daß  auf  den  Körper  nur  die  Belastungen  P„  wirken*), 
und  mit  (8„  J  den  Weg  irgend  einer  Belastung  P„  infolge  ausschließ- 
licher Wirkung  der  P„,  und  schreiben  wir  die  Arbeitsgieichung 
zuerst  an 

für  den  Belastungszustand  (P„,)  und  den  hiervon  unabhängigen, 
den  Belastungen  P„  entsprechenden  Verschiebuugszustand, 
sodann 

für  den  Belastungszustand  (P„)  und  den  hiervon  unabhängigen, 
den  Belastungen  P„  entsprechenden  Verschiebungszustand, 
so  erhalten  wir,  da  die  Stützenwiderstände   der  Yoraussetzung  gemäß 
keine  Arbeit  verrichten,  die  Gleichungen: 

2P.(5„.„)=/(a/£/'+a2'e/'+a3'e3")rfF 
2P„(5„J  =  /(a/'e/+a/'£2'+C3"£3')fn; 

bei  deren  Aufstellung  zu  beachten  ist,  daß  den  Gleitungen  7"  die 
Schubspannungen  t'=0  gegenüberstehen  und  den  Schubspannungen 
•c"  die  Gleitungen  7'  =  0. 


*)  Wirkt  nur  eine  Belastung  P„  und  hat  diese  die  Größe  eins,  so  geht  (8m«) 
über  in  S^,,. 

18* 
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Mit  Hilfe  der  Gleiclumgen  (155)  und  (156)  läßt  sich  nun  leicht 
nachweisen,  daß 

öi'£i"+  ^2'^"+  <^zH"=  <^i"ei'+  ^2"£2'+  '^i'h 
ist  und  deshalb  auch 

^P„(8.«)  =  2P.,(5„J*). 

Hieraus  folgt  aber,  als  besonderer  Fall 


§  24. 

Schubfestigkeit. 

Im  Anschluß  an  die  Entwicklungen  des  §  23  soll  der  Einfluß  der 
durch  die  Querkräfte  Q  (vgl.  Seite  88)  hervorgerufenen  Schubspannungen 

T  auf  die  Formänderungen  und 
statisch  nicht  bestimmbaren 
Größen  von  auf  Biegungsfestig- 
keit beanspruchten  geraden 
Stäben  untersucht  werden. 

1)  Formänderungsarbeit  der 
Sclmbkräf te.  Ist  di  e  Kräfteebene 
eine  Symmetrieebene  des  Stabes 
(welcher  Fall  hier  ausschließlich 
betrachtet  werden  möge),  so 
wird  durch  die  Querkraft  Q 
in  irgend  einem  Punkte  B  des 
Querschnitts  eine  Schubspan- 
nung T  hervorgerufen,  welche 
die  r-Achse  in  einem  Punkte  H 
schneidet,  dessen  Lage  erhalten 
wird,  indem  man  durch  D  die 
der  z<-Achse  parallele  Sehne^^ 
zieht  und  in  B  eine  Tangente 
BH an  den  Querschnittsumfang 
legt.  Fig.  233.  Yon  den  beiden 
Seitenspannungen  t„  und  t„,  in 
welche  sich  x  zerlegen  läßt  und  die  senkrecht  zur  1;- Achse  und  senkrecht 
zur  ?<-Achse  sind,  folgt  i:„  bekanntlich  dem  Gesetze: 

QS 


Fis.  233. 


T«  = 


2-J 


*)  in  dieser  allgemeinen  Form  wurde  der  Satz  zuei-st  von  Betti  bewiesen. 
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wenn  2-a  die  Länge  der  Sehne  AB^ 

S  das  auf  die   zi-Achse  bezogene  statische  Moment  des  einen 
der  beiden  durch  die  Sehne  AB  begrenzten  Querschnitts- 
teile (z.  B.  des  Teiles  A  CB)  und 
J  das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Querschnitts  in  bezug  auf 
die  «t- Achse 
bedeuten.    Es  ist  somit  t„  unabhängig  von  u  und  gleich  groß  für  alle 
auf  der  Sehne  AB  gelegenen  Querschnittspunkte,  und  es  folgt,  wenn 
<p  den  Winkel  bezeichnet,  welchen  die  Tangente  BH  mit  der  r-Achse 
einschließt,  für  den  Punkt  B:    t„  =  t„  tg  9  und  für  den  Punkt  D: 

u 

Der  von  den  Schubspannungen  abhängige  Teil  der  FoiTnänderungs- 
arbeit  ist,  bei  innerhalb  des  Querschnitts  konstantem  G  und  wenn  das 
Element  der  Stabachse  =  dx  gesetzt  wird, 

0 


(157) 


Hiernach    ergibt    sich    beispielsweise    für    den    Rechteckquer- 
schnitt, dessen  Breite  b  und  dessen  Höhe  h  =  2e  sein  möge,  wegen 

rdx     9     Q-'     b   /Y,        i-2\2 


und.  da  /  (  1 V  )  ^^''  =  JK^=  T^y  ^^^ 


(15S)  ^-1/-^/ 
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Für  den  Kreisquerschnitt  vom  Radius  c  ist 
3     F 


T„  =  ^ — ^  COS  2  9 .     '.  =  e  cos  9 ,     f  =  e  sin  9, 


A=i^  -9-  -^^2 /cos-^9(l  +  ytg2  9Jcos->f/9 
und  wegen 

/  cos*  9(1+-^  tg-  9  j  cos^  9c?9  =  —-  /  (2  cos*'  9  -]-  cos*  9)^9 


-  /  cos*  9^/9  = 
0 
(159)  Ä  =  f^l- 


28/".,  283i:        x 

0 

Allgemein  darf  gesetzt  werden: 

wobei  ß  eine  von  der  Gestalt  des  Querschnittes  abhängige  Zahl  bedeutet. 
Für  das  Rechteck  ist  ß  =  f  und  für  den  Kreis :  ß  ^  |4. 

2)  Arbeitsglelcliiing  zur  Berechnung  statisch  nicht  bestimmbarer 
Größen.  Ermittlung  von  Verschiebungen  S.  Die  auf  Seite  95  mit 
Hilfe  des  Satzes 

dA- 

(160)  L  =  |^: 

abgeleitete  Bedingung 

geht,  wenn  der  Einfluß  der  durch  die  Querkräfte  Q  erzeugten  Schub- 
spannungen berücksichtigt  werden  soll,  über  in 

(161)  I^  =  ^jöF^dx^j^^d.+j^^^^dx 
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An  Stelle  der  zur  Berechnung  von  Yerschiebungen  abgeleiteten 
Gleichung  (55),  Seite  151,  tritt  die  Beziehung 

auf 


^-)    ^^  =  ^/Älf-+/^l|-V^^ 


^pJ"" 


h  dP„  dP„ 


Aufgabe.  Ein  wagerechter  Balken  ist  gleichmäßig  mit  p  für  die 
Längeneinheit  belastet,  beii?  wagerecht  eingespannt,  bei^  frei  aufliegend. 
Gesucht  ist  der  senkrechte  Stützenwiderstand  X  bei  A.  Fig.  79,  Seite  98. 
Die  Stützen  seien  starr  (L  =  0),  und  eine  Erhöhung  der  Anfangs- 
temperatur habe  nicht  stattgefunden  (t  =  0). 

Wegen  K  =  0  ergibt  sich  die  Bedingung 
i  i 


0  0 

worein  zu  setzen: 


Q  =  X—px,     M=Xx  — 
dX~^'     dX'"'"' 


so  daß,  bei  konstantem  G^  F^  E,  J  entsteht 

i  i 


\[{X-px)  dx  -\-f{xx^  -  ^)  dx  =  0, 
E  _2  im  +  1) 


woraus,  wegen 

L/  111/ 

^_3pl     '^     Fl^     m 


1  +  6 


J   m  +  1 


Fl 


Ist  der  Balkenquerschnitt  ein  Rechteck  (6,  h\  so  ist  ß  =  -^  und 

J      h^  . 

-=  =  —-.  weshalb  sich  mit  m  =  S  ergibt: 
F       12'  ^ 

3pl     ^IbP 

"^~~    8         ,±fi^' 
+  5/2 
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-=        liefert  z.  B.  Jl  =  1,01-^— ,  während  die  Yernachlässigung 
der  Querkrait  Q  zu  X=^-~-  geführt  hätte. 

o 


IV.  Abschnitt. 

Das  räumliche  Fachwerk. 

§  25. 

Allgemeine  Untersuchung  des  statisch  bestimmten  räumlichen 

Fachwerks. 

1)  Bedeuten  J,  5,  C  die  rechtwinkligen  Seitenkräfte  der  in  einem 
Knotenpunkte  m  eines  räumlichen  Fachwerks  angreifenden  äußeren  Kraft, 
ferner  S^^  S^.,  'S'g,  .  .  .  Sj,  die  Spannkräfte  in  den  von  m  ausgehenden 
Stäben,  5^,  s^,  «3,  .  .  .  s^  die  Längen  dieser  Stäbe,  und  sind  a^,  6^,  c^ 
die  rechtwinkligen  Projektionen  der  .Stablänge  6v  auf  die  Richtungen 
^4,  J5,  C.  so  lauten  die  drei  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  der 
in  )n  angreifenden  Kräfte: 


(1) 


.SV 
25.^  +  C=0  (y=l,  2,  3,  .  .  .p) 


oder,  wenn  man  zur  Abkürzung 

(2)  J  =  ., 
setzt, 

(3)  I  2x,6,  +  i?  =  0 
(  2x,cv+C'  =  0. 

Ist  die  Anzahl  der  Knotenpunkte  gleich  ä:,  so  stehen  3k  Gleich- 
gewichtsbedingungen zur  Berechnung  der  unbekannten  Spannkräfte  und 
Stützenwiderstände  zur  Verfügung. 

Wird  ein  Stützpunkt  reibungslos  in  einer  Fläche  geführt,  so  fällt 
die  Eichtung  des  Stützendruckes  mit  der  Normalen  zur  Fläche  zu- 
sammen; es  tritt  nur  die  Größe  des  Widerstandes  als  Unbekannte  auf. 
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An  dem  in  einer  Linie  geführten  Stützpunkt  greift  in  der  zur 
Linie  normalen  Ebene  ein  Widerstand  an,  dessen  Bestimmung  die  An- 
gabe zweier  Seitenkräfte  erfordert. 

Der  Widerstand  eines  festen  Stützpunktes  wird  durch  drei  Seiten- 
kräfte bestimmt. 

Ist  also 

r      die  Anzahl  der  Stäbe, 

n     die  Anzahl  der  in  einer  Fläche  geführten  Stützpunkte, 

n"    die  Anzahl  der  in  einer  Linie  geführten  Stützpunkte, 

n"  die  Anzahl  der  festen  Stützpunkte, 
so  ist  die  Anzahl  der  zu  berechnenden  Unbekannten  gleich 
r  -|-  ;/  -|~  2«"  -|-  3;«"'. 

Das  Fachwerk  ist  ein  statisch  bestimmtes,  sobald  die  Bedingung 
r  -f  n  -f  2n"  +  3w"'  =  3/^ 
erfüllt  wird  und  die  Nennerdeterminante  der  linearen  Grleichgewichts- 
bedingungen  ^  0  ist. 

In  den  folgenden  allgemeinen  Untersuchungen  ersetzen  wir  (nach 
Seite  2,  Absatz  3)  die  Stützenwiderstände  durch  Auflagerstäbe.  Ein 
Flächenlager  erfordert  einen  Auflagerstab,  ein  Linienlager  zwei,  ein 
fester  Stützpunkt  drei  Auflagerstäbe.  Wir  sprechen  also  fortan  nur 
von  gegebenen  Lasten  und  unbekannten  Stabkräften. 

2)  Besitzt  ein  Fachwerk  mindestens  einen  Knotenpunkt,  von  dem 
nur  drei  Stäbe  ausgehen,  und  ist  es  so  gebaut,  daß  an  jedem  folgen- 
den Knotenpunkte  höchstens  drei  Stäbe 
hinzutreten,  so  lassen  sich  die  unbe- 
kannten Stabkräfte  leicht  du.rch  wieder- 
holte Auflösung  von  drei  Gleichungen 
mit  drei  Unbekannten  berechnen.  Ein 
derartiges  Stabgebilde  w^ollen  wir  ein 
Fachwerk  der  einfachsten  Art  nennen ; 
als  Beispiel  diene  die  in  Fig.  234  im 
Grundriß  dargestellte  Kuppel. 

Es  seien  /"j,  f^,  f^.  .  .  .  /"„  feste 
Stützpunkte  und  «i,  a^^  «g,  ...  Knoten- 
punkte, welche  mit  den  Punkten  f  durch  je  drei  Stäbe,  deren  Achsen 
nicht  in  derselben  Ebene  liegen  dürfen,  verbunden  sind,  z.  B.  a^  mit  /"„, 
f\  und  /g,  Punkt  (l^  mit  /g,  /g,  f^.  An  drei  beliebige  Knotenpunkte  dieses 
unbeweglichen  Stabgebildes  seien  drei  neue  Stäbe  angeschlossen,  die 
in  einem  neuen  Knotenpunkte  b  zusammenhängen,  und  dieses  Ver- 
fahren :  Festlegung  eines  Knotenpunktes  mit  Hilfe  von  drei  nicht  in  ein 
und  derselben  Ebene  liegenden  Stäben  sei  beliebig  oft  wiederholt. 


/'■/^ 

i> 

S 

^^\ 

/  y 

^  ^ 

/  \\r 

% 

fc 

^^ 

'n 

~~i 

j 

f'2 

Fig. 

234. 
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3)  Allgemeine  Berechnungsweise  der  Spannkräfte  S.  Die  Ermitt- 
lung der  Stabkriifte  jedes  anders  gebauten  räumlichen  Fachwerks  kann 
mit  Hilfe  des  im  §  1  auf  Seite  3  und  4  angegebenen  allgemeinen  Ver- 
fahrens  durchgeführt   werden.     Man  verwandle  das  Fachwerk  durch 


Beseitigung 


Stäben  und  Hinzufügung  von  ebensoviel  Ersatzstäben 


in  ein  solches  der  einfaclisten  Art,  bringe  die  Spannkräfte  Z«,  Zj, 
Z^  .  .  .  Z„  der  beseitigten  Stäbe  an  dem  neuen  Fachwerk  als  Lasten 
an,  stelle  die  Spannkräfte  S  der  Stäbe   des  neuen  Fachwerks  in  der 

dar  und  setze  schließlich  die  Spannkräfte  in  den  Ersatzstäben  gleich 
Ifull.  Man  erhält  dann  ein  System  von  n  linearen  Gleichungen  zur 
Berechnung  der  7i  Kräfte  Z.  Das  Fachwerk  ist  statisch  bestimmt,  so- 
bald die  Nennerdeterminante  jener  n  Gleichungen  ^  0  ist. 

Liegt  z.  B.   das  in  Fig.  235  im  Grundriß   dargestellte  Fachwerk 
vor,  so  führe  man  die  Spannkräfte  in  vier  Stäben  des  obersten  Ringes 

als  Z- Kräfte  ein  und  füge  die 
-^  in    der  Abbildung    durch    ge- 

strichelte Linien  angedeuteten 
Ersatzstäbe  38,  41,  44,  47  hin- 
zu, welche  die  Punkte  a  mit 
außerhalb  des  Fachwerks  ange- 
nommenen festen  Punkten  /' 
verbinden.  Die  Richtungen 
dieser  Stäbe  sind  nur  an  die 
Bedingungen  gebunden,  daß 
Stab  41  nicht  in  die  Ebene 
af^fs  fallen  darf,  Stab  44  nicht 
in  die  Ebene  af-^^f^  usw.  Die 
Stabkräfte  *S'  werden  in  der 
durch  die  Ziffern  1  bis  48  an- 
gegebenen Reihenfolge  durch 
die  Kräfte  Z  und  Lasten  P  aus- 
gedrückt, und  schließlich  werden 
die  Spannkräfte  Ägg,  ^S^^,  S^^, 
Ä47  gleich  NuU  gesetzt. 
Auf  diesem  Wege  läßt  sich  jedes  räumliche  Fachwerk  berechnen. 
Die  Richtungen  der  Ersatzstäbe  wähle  man  so,  daß  die  rechnerische 
oder  zeichnerische  Ermittlung  ihrer  Spannkräfte  möglichst  einfach  aus- 
fällt. Wir  verweisen  im  übrigen  auf  die  entsprechende  Untersuchung 
des  ebenen  Fachwerks  auf  Seite  4  bis  8,  insbesondere  auf  den  zu  den 
Figuren  3  und  4  gehörigen  Text.  Der  ganze  Unterschied  besteht  darin, 
daß  man  beim  ebenen  Fachwerk  an  jedem  Knotenpunkte  zwei,  beim 


Fig.  235. 
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räumlichen  Fachwerk   dagegen  drei  unbekannte  Stabkräfte  berechnen 
kann  die  aber  nicht  in  derselben  Ebene  liegen  dürfen. 

Als  zweites  Beispiel  betrachten  wir  die  in  Fig.  236  im  Grundriß 
dargestellte  Xetzwerkkuppel.  Die  wagerechten  Ringe  seien  regelmäßige 
Polygone,  ihre  Seiten  bilden  mit  den  Yerbindungsstäben  ab  gleich- 
schenklige Dreiecke.  Zur  Berechnung  der  oberen  Zone  genügt  die 
Einführung  eines  Z-Stabes.  Der  Ersatzstab  21  verbinde  a^  mit  einem 
außerhalb  des  Fachwerks  liegenden  festen  Punkte;  seine  Richtung  sei 
mit  der  des  beseitigten  Stabes  zusammenfallend  angenommen  (in  Fig.  236 


Fiff.  236. 


wurde  Stab  21   der  Deutlichkeit  wegen  aus  dieser  Lage  Z  gedreht). 
Die  Spannkräfte  werden  in  der  Form 

dargestellt.     Zur  Berechnung  von  Z  dient  die  Gleichung 
w^oraus  ~ 

^0.21 


Z  = 


©, 


zustellen,  wann  dieser  Fall  eintritt,  untersuchen  wir  den  Belastungs- 
zustand Z  =  1. 

Die  Mittelkraft   der  Spannkräfte  der  beiden  in  a^   angreifenden 
Ringstäbe  muß  in  der  Ebene  a^  b^  b.j  liegen  und,  da  sie  wagerecht  ge- 
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richtet  ist,  parallel  zur  (ieradeu  h^  h^  sein.     Daraus  folgt  aber 

und  ganz  ebenso  findet  man 


©e'  =  —  83'  =  +  1,       Sg 


endlich 

(I)  e,i'  +  Z=  — 1,     d.h.  ©2i'+l  =  — 1' 

mithin  (82^'  =  —  2. 

Dieser  Wert  ergibt  sich  für  den  mit  Z  zusammenfallenden  Ersatz- 
stab immer  dann,  wenn  die  Seitenzahl  des  Einges  eine  ungerade  ist. 


Fig.  237. 

Bei  gerader  Seitenzahl  erhält  man  für  die  Spannkraft  ©'  des  Ersatz- 
stabes an  Stelle  der  Gleichung  (I)  die  Beziehung 
(IT)  (5'_|_z=  +  l     d.  h.  ©'  +  1  =  +  1, 

■woraus  ©'  =  0. 

Die  regelmäßige  Xetzwerkkuppel  von  gerader  Seitenzahl  ist  also 
unbrauchbar,  ein  Ergebnis,  das  zuerst,  auf  anderem  Wege,  von  Föppl 
nachgewiesen  worden  ist. 

In  den  Figuren  237  und  238  haben  wir  eine  Reihe  von  weiteren 
Beispielen  zur  Erläuterung  unseres  Verfahrens  vorgeführt.  Der  Gang 
der  Rechnung  ist  durch  die  Reihenfolge  der  an  die   Stäbe  gesetzten 
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Ziffern  angedeutet  worden.  Sti'ich punktierte  Linien  bezeichnen  die 
Ersatzstäbe,  deren  Spannkräfte  gleich  Null  gesetzt  werden;  ihre  Rich- 
tung wurde  in  allen  Beispielen  mit  der  Richtung  eines  wirklichen  Fach- 
werkstabes zusammenfallend  angenommen.  Die  in  den  Kreisen  neben 
den  Stützpunkten  stehenden  Zahlen  beziehen  sich  auf  die  lotrecliten 
Auflagerstäbe.  Für  die  Mehrzahl  der  Beispiele  genügte  es,  den  Grund- 
riß zu  zeichnen. 


Fig.  238. 

Fig.  237  zeigt  eine  Zimmermannsche  Kuppel,  mit  fünfseitigem 
oberem  Ringe  und  zehnseitigem  Fiißringe.  h^  U^  ■  ■  -  U  ^^^^  ^^^^^ 
Stützpunkte.  In  den  Eckpunkten  des  Fußringes  sind  wagerechte 
Flächenlager  angeordnet;  ihnen  entsprechen  die  lotrechten  Auflager- 
stäbe 5,  9,  14,  18,  23,  27,  32,  36,  41,  44.  Man  kommt  mit  zwei 
Z-Stäben  aus,  deren  Spannkräfte  sich  aus  den  Gleichungen  ^39=0 
und  545=0  ergeben,  die  sich  auch  durch  andere  an  den  Knoten- 
punkten a  und  b  verfügbare  Gleichgewichtsbedingungen  ersetzen  lassen. 
Ermittelt  man  z.  B.  unter  Weglassung  des  Ersatzstabes  39  die  Spann- 
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kraft  ;?3;,  indem  mau  die  Summe  der  zur  Gmndrißlinie  ab  rechtwiuk- 
ligeu  Seitenkräfte  der  am  Knotenpunkte  a  angreifenden  Kräfte  gleich 
Null  setzt,  bestimmt  sodann  auf  ähnliche  AVeise  /Sgg,  und  setzt  man 
hierauf  die  Summe  der  lotrechten  Seitenkräfte  gleich  Null,  so  erhält 
man  eine  Gleichung,  in  der  nur  noch  die  Unbekannten  Z^  und  Z, 
vorkommen. 

Fig.  238  zeigt  ein  ähnliches  Fachwerk  wie  Fig.  237.  Drei  der  den 
Mantel  bildenden  Rechtecke  sind  ohne  Diagonalen;  dafür  ist  der  Schluß- 
ring durch  drei  Stäbe  zu  einem  steifen  ebenen  Fachwerk  gemacht 
worden.     Es  wurden  vier  Z-Stäbe  eingeführt. 


Fig.  239. 


Die  in  Fig.  239  dargestellte  Kuppel  enthält  einen  zwölfseitigen 
Fußring  und  einen  vierseitigen  Kopfi-ing.  Die  Stützpunkte  a  sind  in 
Geraden  geführt,  die  mit  den  Stäben  6,  15,  26,  41  rechte  Winkel 
bilden.  Die  zu  den  Führungen  rechtwinkligen  Auflagerstäbe  8,  20, 
32,  45  haben  also  die  Richtungen  der  Stäbe  6,  15,  26,  41.  In  allen 
Stützpunkten  greifen  lotrechte  Auflagerstäbe  an.  Es  wurden  drei 
Z-Kräfte  eingeführt. 

Fig.  240  zeigt  den  Grundriß  und  Aufriß  einer  sechsseitigen  Halb- 
kuppel. Eine  standsichere  Hauptwand  biete  genügend  feste  Stützpunkte. 
Im  übrigen  aber  ruhe  die  Kuppel  auf  lotrechten  Säulen.  Es  stellt  sich 
heraus,   daß  ein  Mantel  Schwedlerscher  Bauart  allein  nicht  genügt. 
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Es  fehlen  zwei  Stäbe.  Fig.  240  setzt  voraus,  daß  der  obere  Ring  eine 
Plattform  stützt;  es  wurden  zwei,  auch  als  Träger  verwendbare  Stäbe 
zur  Gewinnung  der  erforderlichen  Stabzahl  eingefügt.  Bei  der  Be- 
rechnung dieses  Fachwerks  kommt  man  mit  einem  Z-Stabe  aus. 


Fig.  240. 


Fig.  241  stellt  eine  achtseitige  Halbkuppel  dar,  deren  Mantel  wieder 
von  Schwedlerscher  Bauart  ist.  Der  obere  Ring  muß  durch  vier 
Stäbe  versteift  werden.  Es  wurden  ein  wagerechter  Stab  (Z^)  und  drei 
geneigte,  nach  einem  und  demselben  festen  Punkte  laufende  Gratstäbe 
eingebaut. 

Ein  drittes  Beispiel  für  die  Berechnung  von  Halbkuppeln  enthält 
Fig.  242.      Wird    die    Summe    der    lotrechten    Projektionen    der    im 
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Knotenpunkte  a  angreifenden  Kräfte  gleich  Null  gesetzt  und  die  in  a 
wirksame  loti-eclite  Last  mit  P„  bezeichnet  so  ergibt  sich 


y/////////////////////////////// 

Y\"  242. 


wo  s  =  s^^=  $2  ist.     Setzt  man  also 

Si  —  S2  =  Zi 
und  nimmt  Z^  zunächst  als  bekannt  an,  so  findet  man 

und  kann  nun  S^  und  <S4  mit  Hilfe  der  beiden  für  den  Knotenpunkt  a 
noch  zur  Verfügung  stehenden  Gleichgewichtsbedingungen  berechnen. 
Der  weitere  Rechnungsgang  ist  aus  der  Abbildung  zu  ersehen.     Den 
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beiden  Werten  Zj  und  Z^  stehen  zwei  Ersatzstäbe  oder  zwei  über- 
zählige Gleichgewichtsbedingungen  gegenüber. 

Es  kommt  öfter  vor,  daß  es  zweckmäßig  ist,  zu  Z-Werten  nicht 
Stabkräfte,  sondern  andere  Werte  zu  wählen,  die  mit  Stabkräften  durch 
lineare  Gleichungen  verbunden  sind. 

Bei  der  in  Fig.  243  abgebildeten,  auf  vier  lotrechten  Auflager- 
stäben 15,  18,  21,  24  und  drei  wagerechten  Auflagerstäben  22,  23, 
25  ruhenden  Netzwerkkuppel,  deren  Ringe  in  wagerechten  Ebenen 
liegen  mögen,  wird  man  zweckmäßig  den  Querriegel  des  oberen  Ringes 
zum  Stabe  Z^  und  den  unterschied  S^  —  8^  der  Spannkräfte  der  Stäbe 
1  und  2  zum  Werte  Zo  wählen. 
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Fig.  243. 

In  den  vorgeführten  Beispielen  haben  wir  danach  getrachtet,  mit 
möglichst  wenig  Z-Werten  auszukommen,  damit  die  Anzahl  der  auf- 
zulösenden Gleichungen  Y=  0  nicht  zu  groß  wurde,  ein  Weg,  der  sich 
besonders  bei  unregelmäßig  gebauten  Fachwerken  empfiehlt.  Liegen 
regelmäßig  gebaute  Stabwerke  vor,  so  wird  es  sich  meistens  empfehlen, 
die  aus  der  Regelmäßigkeit  sich  ergebenden  Vereinfachungen  bei  der 
Ivräftezerlegung  tunlichst  auszunutzen  und  dafür  lieber  eine  größere  Zahl 
von  Z-Werten  einzuführen.  Die  Auflösung  der  Gleichungen  y=0 
gestaltet  sich  bei  derartigen  Fachwerken  fast  immer  recht  einfach,  und 
der  geringen  mit  dieser  Auflösung  verbundenen  rechnerischen  Mehr- 
arbeit steht  eine  erhebliche  Zeitersparnis  bei  der  Ausführung  der  Kräfte- 
zerlegungen gegenüber.    Wir  verweisen  aurf  die  Beispiele  im  §  27  und 

Müller-Breslau,  Festigkeitslehre.    4.  Aufl.  19 
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empfehlen  dem  Leser,  den  doi-t  gewählten  Weg  auch  auf  die  vor- 
stehenden Aufgaben  anzuwenden. 

4.  Das  Hennebergsche  Verfahren  der  Zurückführung  der  Berechnung 
eines  freien  Fachwerks  von  ji -Knotenpunkten  auf  die  Berechnung  eines  freien 
Fachwerks  von  (n  —  1)  Knotenpunkten.  Xacli  der  im  §  1  unter  2)  für  das  eliene 
Fachwerk  gegebenen  ausführlichen  Darstellung  dieses  Verfahrens  wird  für  den  Raum 
die  folgende  kurze  Beschreibung  ausreichen. 

Zunächst  muß  das  irgendwie  gestützte  Fachwerk  auf  die  auf  Seite  13  an- 
gedeutete "Weise  in  ein  freies  Fachwerk  verwandelt  werden.  Ein  freies  Fachwerk 
von  «-Knotenpunkten  besitzt  nun  3Ä-  —  6  Stäbe,  es  muß  also  mindestens  einen  Knote n- 
pimkt  haben,  an  welchem  höchstens  5  Stäbe  zusammentreffen;  denn  liefen  in  allen 

6k 
Knotenpunkten   mindestens    6  Stäbe  zusammen,    so   müßten  wenigstens  -^  =  Bk 

Stäbe  vorhanden  sein.  Es  handelt  sich  also  beim  Übergange  von  der  Knotenzahl  n 
zur  Knotenzahl  n  —  1  nui-  \xm  die  Beseitigung  drei-  oder  vier-  oder  fünfstäbiger 
Knotenpunkte.  Ein  dreistäbigei  Knotenpunkt  darf  ohne  Ersatz  entfernt  werden.  Die 
Wegnahme  eines  viei-stäbigen  Knotenpunktes  E^  dessen  Stäbe  nach  den  Punkten 
Ä.  B,  C,  D  fühi-en,  erfordert  die  Hinzufügung  eines  Ereatzstabes ,  der  nach  der 
Vorschrift  von  Henneberg  zwei  der  vier  Punkte  J.,  5,  C,  D  verbinden  soll.  Man 
hat  also  die  Wahl  unter  den  Stäben  AB,  ÄC,  AD,  BC,  BD,  CD.  Entfernt  man 
einen  fünfstäbigen  Knotenpunkt,  so  muß  man  zwei  Ersatzstäbe  einbauen,  und  diese 
sollen  zwei  der  fünf  Punkte  verbinden,  nach  denen  die  fünf  weggenommenen  Stäbe 
führten.     Es  stehen  im  allgemeinen  45  verschiedene  Anordnungen  zur  Auswahl. 

Das  Hennebergsche  Verfahren  führt  stets  ziun  Ziele,  denn  es  gestattet 
schheßUch  die  Zurückfühnmg  eines  jeden  räumlichen  Fachwerks  auf  ein  freies 
Tetraeder,  es  fordert  aber  die  Geschicklichkeit  des  Rechners  bei  nur  einigermaßen 
schwierigen  Aufgaben  in  besonders  hohem  Grade  heraus.  Schuld  daran  trägt  die 
Beschränkung  auf  ganz  bestimmte  Ersatzstabanordnungen,  die  manchem  auf  den 
ersten  Blick  vorteilhaft  erscheinen  mag,  die  aber  keineswegs  eine  bestimmte,  rasch 
zum  Ziele  führende  Wegweisimg  bedeutet.  Bei  dem  ebenen  Fachwerk  in  Fig.  2 
mit  12  dreistäbigen  Knotenpunkten  stellte  die  Hennebergsche  Vorschrift  allein  bei 
der  ersten  Beseitigung  eines  Knotenpunktes  36,  und  nur  36  Lagen  für  den  einzu- 
führenden Ersatzstab  zur  Auswahl.  Bei  einem  räumlichen  Fachwerk  mit  6  fünf- 
stäbigen Knotenpunkten,  das  weder  dreistäbige  noch  \'iei'stäbige  Knotenpunkte  besitzt, 
würde  man  im  allgemeinen  die  Wahl  imter  6  •  45  =  270  Ersatzstabanordnimgen  haben. 

Anmerkung.  Ich  muß  hier  zu  dem  Buche:  „Vorlesungen  über  Statik  der 
Baukonstruktionen  und  Festigkeitslehre''  Stellung  nehmen,  welches  Herr  Professor 
Georg  Mehrtens  1903  bei  Wilhelm  Engelmann  in  Leipzig  hat  erscheinen 
lassen.  Seine  Darstellung  des  Hennebergschen  Verfahrens  beweist,  daß  er  die 
Hennebergsche  Arbeit  nicht  genügend  kennt,  sonst  würde  er  auf  Seite  200  wenig- 
stens erwähnt  haben,  daß  es  Raumfachwerke  gibt,  die  weder  dreistäbige  noch  vier- 
stäbige  Knotenpunkte,  mindestens  aber  einen  fünfstäbigen  Knotenpunkt  besitzen;  er 
scheint  aber  der  Meinung  zu  sein,  daß  mindestens  ein  vierstäbiger  Knotenpunkt  vor- 
handen ist.  Auch  wird  man  in  seiner  Darstellung  vergeblich  die  von  Henne berg 
gegebenen  und  auch  nach  dem  Erscheinen  meiner  Arbeiten  aufrechterhaltenen 
Kegeln  für  das  Einziehen  der  Ereatzstäbe  suchen,  trotzdem  er  wiederholt  und  aus- 
di-ücklich  von  einem  ursprünglichen  Hennebergschen  Verfahren  redet.  Die 
Art  imd  Weise,  wie  er  die  Stab  vertauschung  liandliabt,  entspricht  vollständig  dem 
von  mir  im  Zentralblatt  der  Bauverwaltung  1891  veröffentlichten  Verfahren  und 
rührt  nicht  von  Herrn  Mehrtens  her*);   man  vergleiche  nur  die  Seite  218  des 

*)  ALs  Beispiel  behandelt  Herr  Mehrtens  u.  a.  das  hier  in  Fig.  242  wieder- 
gegebene Fachwerk,  mit  einer  anderen,  nicht  sehr  zweckmäßigen  Ersatzstabanordnung. 


L 
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Mehrt ensschen  Buches  mit  der  Seite  444  des   ersten  Bandes  meiner  Graphischen 
Statik.     Die  Quelle,  aus  der  er  geschöpft  hat,  verschweigt  Herr  Mehrtens. 

Ich  benutze  noch  die  Gelegenheit,  den  die  „Anwendung  von  Sätzen  der  geo- 
metrischen Bewegungslehre^'  behandelnden  §  12  des  Mehrt  ensschen  Buches  als 
eine  ohne  Angabe  der  Quelle  erfolgte,  auch  auf  eigenartige  Beispiele  sich  erstreckende 
Benutzung  meiner  Arbeiten  über  die  kinematische  Theorie  des  Fachwerks  zu  be- 
zeichnen. Auch  in  ^■ielen  anderen  Kapiteln  wird  man  eine  über  das  zulässige 
Maß  weit  hinausgehende  Benutzung  meiner  Bücher  finden.  Das  gilt  ganz  be- 
sonders von  der  Darstellung  der  Einflußlinien.  Ich  muß  gegen  eine  derartige  Aus- 
nutzung fremden  geistigen  Eigentums  ganz  entschieden  Einspruch  erheben. 


§  26. 

Ermittlung  der  drei  an  einem  Knotenpunkte  auftretenden 
unbekannten  Spannkräfte. 

Im  §  25  haben  wir  gezeigt,  daß  sich  die  Berechnung  jedes  sta- 
tisch bestimmten  räumlichen  Fachwerks  auf  die  Lösung  der  Aufgabe 
zurückführen  läßt:  an  einem  Knotenpunkte  sind  drei  Spannkräfte  S^^ 
/Sg,  -^3  zu  ermitteln,  welche  mit  bekannten,  an  diesem  Punkte  an- 
greifenden Kräften  im  Gleichgewicht  sind.  Für  diese  Aufgabe  mögen 
nun  verschiedene  Lösungen  augegeben  werden. 

1)  BenutzuDg  der  auf  Seite  280  aufgestellten  drei  Gleichgewichts- 
bedingungen,  welche  jetzt  die  Form  annehmen 

ixi  «1  -f  y.2  «2  +  >^3  «3  +  -^  =  0, 
Xi  Ci  +  y.2  Cg  +  X3  C3  +  6'  =  0, 

wo  Ä,  B,  C  die  Summen  der  Seitenkräfte  aller  gegebenen  Kräfte  nach 
den  Kichtungen  der  drei  Koordinatenachsen  bedeuten.  Die  Auflösung 
dieser  drei  Gleichungen  liefert  für  x^   den  Wert 

_  _  _  —  ^  {bj  H  —  hC'2)  —  B  (Cg  gg  —  6-3  a^)—C  {a^  b^—g^h,) 
^  ^      '^^'       +  «1  (Ö2  C3  —  Ö3  cj  +  6,  (Cg  «3  —  C3  «2)  +  Ci  («2  h  —  «3  K) ' 

Die  Werte  für  Xg  und  Xg  erhält  man  durch  entsprechende  Ände- 
rung der  Zeiger. 

Sehr  übersichtlich  ist  der  folgende  mit  Hilfe  der  Determinanten 
durchgeführte  Eechnungsansatz. 

Es  liegen  die  Gleichungen  vor: 

+  8x1— 7x2—     >'-3=-^' 

-f  2x, +3x2+4x3=i?, 

—  6x1  -f-  5x2  -|-  9x3  =  C. 

Man  schreibe  die  Zahlen  der  zweiten  Gleichung,  mit  dem  zweiten 

Gliede  beginnend,  in  der  zyklischen  Reihenfolge  +  3,  -j-  4,  -|-  2,  -]-  3 

19* 
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hin  und  setze  darunter,  immer  mit  dem  zweiten  Gliede  beginnend, 
die  Zahlen  der  dritten,  ereten  und  zweiten  Gleichung.  Am  Kreuzungs- 
punkt der  die  Zahlen  -j-  3,  -f-  9  und  -}-  5,  +  4  verbindenden  Linien 
trage  man  den  Wert  der  aus  diesen  vier  Zahlen  gebildeten  Deter- 
minante: -1-3-9  —  5-4  =  -f-7  ein  und  fülle  in  dieser  Weise  das 
Schema  aus. 


(Ä) 
iBj 
(CJ 


+  3 

+  7 

+  4 

-42 

+  2 

+  28 

+  3 

+  5 

+  58 

-f  9 

+  66 

-6 

+  2 

+  5 

-7 

-25 

—  1 

-34 

+  8 

+  38 

-7 

4-3 

--4 

+  2 

+  3 

Bezeichnet  man  nun  die  Xennerdeterminante  der  drei  Gleichungen 
mit  D,  so  erhält  man 

Dy.,=  -\-    7.4  +  58  5— 25  C 
Z;x2  =  —  42  .-1  +  66  j5—  34  C, 


X'x, 


28.4+    25  +  38  C. 


Zur  Berechnung  von  D  stehen  drei  Ansätze  zur  Yerfiigung: 
!>=+    7- 8 +  58 -2 +  25- 6-)  =  322, 
5  =  +  42  .  7  +  66  .  3  —  34  .  5     =  322. 
5  =  — 28-1+    2-4  + 38 -9     =322. 

Zur  Prüfung  der  Zahlenrechnung  empfiehlt  sich  die  dreimalige 
Ermittlung  von  D. 

Durch  passende  Wahl  der  Koordinatenachsen  kann  man  oft  Yer- 
einfachungen  erzielen.  Ist  z.  B.  die  c-Achse  parallel  zur  Richtung 
des  Stabes  -83  und  die  c,  6-Ebene  parallel  zu  der  durch  die  Achsen 
der  Stäbe  Sj^  und  -Sg  bestimmten  Ebene,  so  nehmen  die  Gleichungen 
(4)  die  Form  an 

y.,a,  +^  =  0. 

x,/>,  +  x,62  +5=0, 

x-i  Ci  +  y^'s  +  >'>3C3  +  C  =  0 ; 
die  Unbekannten  y.^,  Xg,  X3  kann  man  dann  schrittweise  ohne  weiteres 
hinschreiben. 


*)  Die  Zahlen  +  7,  +  58,  —  25  der  ersten  senkrechten  Detenninantenreihe 
werden  mit  den  entsprechenden  Zahlen  der  ersten  senkrechten  Koeffizientenreihe 
+  8,  +2,  —  6  der  Gleichgewichtsbedingungen  multipliziert.  Und  in  ähnlicher 
Weise  ergeben  sich  die  beiden  anderen  Ansätze  für  D  aus  den  zweiten  und  dritten 
senkrechten  Reihen. 
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2)  Das  Verfahren  von  Mohr*).    Anstatt  die  drei  Teilkraftsummen 

Xi  61  +  ^2  ^2  +  ><3  h  +  -^1 

XiC-i  +  Xat'o  +  XgCg  +  C 

einzeln  gleich  Null  zu  setzen  und  die  drei  Unbekannten  x^,  y.^,  X3 
aus  den  drei  Gleichgewichtsbedingungen  zu  berechnen,  multipliziert 
Mohr  diese  Suramen  der  Reihe  nach  mit  den  virtuellen  Verriickungen 
^,  Yj,  ^,  welche  er  dem  Knotenpunkte  in  den  Richtungen  der  Kräfte 
J,  B^  C  zuschreibt.  Indem  er  diese  Produkte  addiert  und  ihre  nach 
den  Unbekannten  geordnete  Summe  gleich  Null  setzt,  erhält  er  die 
Gleichung 
.n.  \       >^i  (Pi^  +  ^1'^  +  c^O  4-  Xg  («2^  +  h,r^  +  r^gO 

^  ^         1  +  y-z («3^  +  ^3^  +  C2O  +  ^4^  +  ^-^  +  ^'?  =  0. 

Hierauf  stellt  Mohr  drei  Gruppen  von  Gleichungen  auf: 

(I)  «2^  +  Z>,7]  +  e2C-0 

(II)  j  «2^  +  ^2^  +6-2?  =  -! 

(«i^  +  ^i-^  +  ^-i^^O 

(III)  «2^  +  />2  7]  +  e,^  =  0 

deren  Wurzeln  der  Reihe  nach 

't.n  "^i-)  ?i5  §27  '']27  '25  §35  "^^35  ^3 

sein   mögen.     Die  Einsetzung  der  AVurzeln   ^j  yji  ^^  in   die   Gleichung 

(6)  liefert  für  x^   den  Wert 

(7)  X,  =  .4^, +  /.'-.],+ C?,. 

In  der  gleichen  Weise  werden  Xg   und  Xg  berechnet. 

Löst  man  die  neun  Gleichungen  (I)  bis  (III)  in  ihrer  allgemeinen 
Form  ein  für  allemal  auf,  so  gelangt  man  schließlich  auf  einem  Um- 
wege zu  der  Formel  (5),  die  sich  aus  den  Gleichungen  (4)  ohne  jede 
Zwischenrechnung  ablesen  läßt,  weil  die  Faktoren  der  Größen  JL,  B^  C 
im  Zähler  der  Formel  (5)  die  zu  den  Koeffizienten  «j,  6^,  c^  gehörigen 
Unterdeterminanten  sind. 

Etwas  kürzer  verfährt  man,  wenn  man  für  eine  der  drei  Ver- 
rückungen einen  beliebigen,  aber  bestimmten  Wert  annimmt.  Entscheidet 


*)  Zentralblatt  der  Bauverwaltuns-  1902.  S.  205. 
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man  sich  z.  B.  im  allgemeinen  Falle  für  ?  =  1,  so  gelangt  man  zu 
einer  Gleichung,  in  der  nur  x^  als  Unbekannte  auftritt,  wenn  man 
^  und  T)  aus  den  Gleichungen  ermittelt: 


(8) 


3)    Momentengleiclmiigeii.      Für    die    folgenden    Untersuchungen 
führen   wir  zwei  rechtwinklige  Projektionsebenen  ein  und  bezeichnen 


Fig.  244. 


die  Projektionen  der  Stabkräfte  S  mit  S'  (Grundriß)  imd  S"  (Aufriß), 
die  Projektionen  der  Stablängen  s  mit  .s'  und  .s".     Es  ist 

(9)  ^  =  ^  =  C. 

^  ^  s  s  s 

Die  Grundrißebene  wollen  wir  uns  in  wagerechter  Lage  denken. 

Fig.  244  zeigt  Aufriß  und  Grundriß  eines  Knotenpunktes  J.,  von 

dem    drei  Stäbe  ausgehen,  deren  Aclisen   die   Grundrißebene  in  den 
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Punkten  1,  2,  3  schneiden.  Die  in  Ä  angreifende  gegebene  Kraft  Q 
treffe  die  Grundrißebene  im  Punkte  B.     Die  Längen  der  Strecken 

AB,  Ah  A2.  A3 
seien  der  Eeihe  nacli 

q,  /i,  ^2,  Z3. 

Punkt  A  liege  in  der  Höhe  h  über  der  Grundrißebene.  Zerlegt 
man  in  den  Punkten  1,  2,  3,  B  jede  der  Spannkräfte  S^,  S2,  S^  und 
ebenso  auch  Q  in  eine  loti-echte  und  eine  ^Yagrechte  Seitenkraft,  und 
setzt  man  hierauf  die  Summe  der  Momente  sämtlicher  Kräfte  in  bezug 
auf  eine  durch  die  Punkte  2  und  3  gelegte  Achse  gleich  Null,  so  er- 
hält man  eine  Gleichung,  in  der  nur  die  Unbekannte  Sj^  vorkommt. 
Man    braucht    nur    die   Momente    der    beiden    lotrechten  Seitenkräfte 

*S\  -^-  und  Q —  miteinander  zu  vergleichen.    Sind  c  und  d  die  in  be- 

liebiger,  aber  gleicher  Richtung  gemessenen  Entfernungen  der  Punkte  B 
und  1  von  der  Drehachse,  so  lautet  die  Momentengieichung : 

und  man  erhält  daher  die  einfache  Beziehung 

(10)  A  =  ^^. 

l,  q     d 

Liegt  der  Punkt  1  in  der  Grundrißebene,  so  tritt  an  die  Stelle 
von  l^,  die  Stablänge  .Si,  und  es  ergibt  sich  dann 

Diese  Momentengleichung  ist  sehr  leicht  zu  handhaben ;  man  schreibe 
den  Punkten  1,  2,  3,  B  die  Gewichte 

Oj  O2  *^3  V 

TT'    77'    X'    Y 

zu  und  setze  der  Reihe  nach  die  Summe  der  Momente  dieser  Gewichte 
in  bezug  auf  die  Drehachsen  2  —  3,  3  —  1,  1  —  2,  die  wir  kurz  mit 
I,  II,  III  bezeiclinen  wollen,  gleich  XuU.  Für  den  besonders  oft  vor- 
kommenden Fall,  daß  die  drei  Punkte  in  einer  Ebene  liegen,  die  man 
dann  zur  Grundrißebene  wählt,  wird  /^=5j,  1^=8^,  l^  ^  s.^.  Die 
Momentengleichungen  liefern  dann  ohne  weiteres  die  Werte 

s 
Die  Richtungen  von  c  und  d  wird  man  natürlich  so  bequem  wie 
möglich  wählen,  tunlichst  so,  daß  Strecken  benutzt  werden,   die  man 
ohnehin  braucht,  um  Grundriß  und  Aufriß  des  Fachwerkes  festzulegen. 
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Für    den    in   Fig.  245   dargestellten   Fall  erhält  man    z.  B.  nach 
Messen  der  Strecken  a,  h.^  und  b^  die  TVerte 


(12) 


und  aus  der  Bedingung,   daß   die  Summe  der  lotrechten  Seitenkräfte 
gleich  Null  sein  muß,  den  Wert 


s. 

_Q 

A 

—  — 

h 

Q 

a 

Sz 

Q 

A 

—  — 

\ 

Y 

a 

(13) 


Fig.  245. 

Es  möge  nun  in  Ä  eine  zur  Grundrißebene  parallele  Last  W  an- 
greifen, Fig.  246.  Um  die  Spannkraft  S^^  zu  bestimmen,  denke  man 
W  in  eine  zur  Drehachse  parallele  und  eine  hierzu  rechtwinklige 
Seitenkraft  zerlegt.  Bezeichnet  man  dann  mit  a  den  Winkel,  den  W 
mit  der  Achse  I  bildet,  so  ist  das  Moment  von  W  gleich 
TPsin  OL  •  h. 

Das  Moment  der  im  Punkte  1  angreifenden  lotrechten  Seitenkraft 

von  iSi  ist  Si  j-  IV  sin  a,  wo  iv  die  in  der  Richtung  von  W  gemessene 

Entfernung  des  Punktes  1  von  der  Achse  I  bedeutet.  Die  Gleichsetzung 
der  beiden  Momente  führt  nach  Streichung  des  sich  hebenden  Wertes 
//  sin  a  zu  der  einfachen  Formel 


(14) 


W 
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(15) 


Liegt  der  Punkt  1  in  der  Grundrißebene,  so  erhält  man 

W 


Ist  W  parallel  zur  Drehachse  I,  so  ist  S^  =  0.    Man  braucht  dann 
nur   W  nach   den  Richtungen   von  S^  und  S^  zu  zerlegen.     Bei  der 


Fio-.  246. 


in  Fig.  247  angenommenen  Kichtung  von    W  ist  S^  ein  Zug  und  S^ 
ein  Druck;  man  findet 


(16) 


Liegen  die  Punkte  2  und  3  in  der  Grundrißebene,  so  ergibt  sich 

W 

(17)  >^2=  —  >'>3=— • 


Wir  betrachten  noch  die  folgenden  Sonderfälle. 
Erstens.  S2  und  S^  schneiden  die  Grundrißebene  in  den  Punkten  2 
und  3;  Ä^  ist  wagerecht.     Q  trifft  die  Grundrißebene  in  B,  Fig.  248. 
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Die   Drehachsen  II  und  III    sind    parallel  zu   Sj^.     Mit  den  aus  dei 
Figur  ersichtlichen  Bezeichnungen  findet  man 


(18) 


Q 


fh 


Q    b. 


s,  _      Q   b,     7,  "^  /3  "^  q  -^- 


q     a 


Fig.  248. 


Die   Vorzeichen    hängen    von  der  Lage  der  Kraft  Q  gegen   die 
Drehachsen  ab. 


Fig.  249. 
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Eine  wagerechte  Last   W  erzeugt  (Fig.  249): 


(19) 


s.  =  +  w^ 


'2 


Zweitens.     Es  schneide  nur  S^  die  Grundrü^ebene.    S^  und  Ng 
seien  wagerecht.     Die   Drehachse  I  ist  parallel  zu   -S'^,   die  Achse  II 


parallel  zu  S^.     Einer  die  Grundrißebene  in  B  schneidenden  Last  Q 
entsprechen  die  AVerte 


(20) 


«3  ? 

Zu  dem  letzten  Werte  gelangt  man  durch  Xullsetzen  der  Summe 

der  lotrechten  Kräfte  Ä,  —  und   Q  —  • 

Als  Anwendungsbeispiel  für  das  Momentenverfahren  wählen 
wir  den  in  Fig.  251  im  Grundriß  dargestellten  Knotenpunkt  4  eines 
Fach  Werkes,  dessen  Seitenflächen  aus  Rechtecken  und  Dreiecken  be- 
stehen (vgl.  auch  Fig.  237).  Die  Ringe  mögen  in  wagerechten  Ebenen 
liegen.  Punkt  4  habe  von  der  Ebene  des  Ringes  ...  1,  2,  3  .  .  .  den 
Abstand  h.  Die  Spannkräfte  S^  und  S-^  seien  bereits  gefunden;  S^, 
<S'2,  ^3  seien  gesucht.  In  4  greife  eine  lotrechte  Last  Pund  eine  wage- 
rechte, nach  den  Richtungen  der  Stäbe  des  oberen  Ringes  in  die  Seiten- 
kräfte TP  und  H  zerlegte  Last  an.  Es  möge  gesetzt  werden  S^  -\-  H  =  A, 
S,  +  W=B. 
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Die  Griindrißabraessungen  der  Rechtecke  sind  n,  d  und  />,  c.    Die 
von  den  Punkten  1,  2,  3  nach  den  Drehachsen  I,  II,  III  gezogenen 


Strecken 


sind  parallel  zu  If!    Zu  Hebelarmen  der  Last  P 


in  bezug  auf  die  Achsen  I,  II,  III  wurden  die  Strecken  d.,  c,  c  gewählt. 
Es  ist  also  der  Hebelarm  e^  parallel  zu  fZ;   die  Hebelarme  e^  und  c^ 


Fig.  251. 


sind  parallel  zu  c.     Da  A  parallel  zu  I  ist,  so  beeinflußt  es  nur  S^ 
und  iSg.    Man  erhält  ohne  Zwischenrechnung  für  y,^. 


(21) 


B 


''-'  ~-  +  tc.  ~^  a^  h 


P  jl_ 
h  e^ 
P     c 


JB 


Die  Vorzeichen  sind  leicht  festzustellen,  da  man  nur  den  Drehungs- 
sinn zweier  Kräfte  zu  vergleichen  hat,  den  einer  gegebenen  und  den 
einer  gesuchten  Kraft. 

4)  Verbindung  der  unter  1  und  3  angegebenen  Verfahren.  Hat 
man  eine  der  drei  Spannkräfte  (z.  B.  die  Spannkraft  H^  mit  Hilfe 
einer  Momentengleichung    berechnet,    so    findet   man   oft  die  beiden 
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gewichtsbedingungen  von  der  Art  der  Gleichungen  (4)  auf  Seite  291, 
wobei  man  die  Bezugsachsen  zweckmäßig  so  wählt,  daß  jede  Gleichung 
nur  eine  einzige  Unbekannte  enthält.  Diese  Lösung  haben  wir  in 
Fig.  252  dargestellt.  AB,  AC^  AD.  .  .  .  seien  die  Projektionen  der 
Stablängen  s^,  s^,  s^^  ...  Die  Stabkräfte  Ä^,  S^  .  .  .  seien  bereits  aus 
den  für  andere  Knotenpunkte  gefundenen  Gleichungen  berechnet.  P'  sei 
die  Projektion  der  gegebenen  äußeren  Kraft.    Zur  Berechnung  von  .S^ 


erhält   man  mit  den  aus  der  Figur  ersichtlichen  Bezeichnungen   die 
Gleichung 


P'  sin  a.  -\-  S^ 
sie  liefert 


-s.^y-^s. 


+ 


0, 


(22) 


P' 


sin  a  -(-  Xj 


Häufig  empfiehlt  es  sich  nun,  die  äußeren  Kräfte  P  als  Spann- 
kräfte in  Stäben  aufzufassen,  denen  eine  gewisse  Länge  j^  zugeschrieben 
wird.  Ist  dann  «p  die  Projektion  von  p  auf  die  zu  ^2'  rechtwinklige 
Richtung,   und  führt  man  die  Bezeichnung  P:p^y.p  ein,  so  ergibt 


sich  X3  in  der  Form 


(23) 


y.p 


+  xi 


..*). 


Es  liege  z.  B.  der  in  Fig.  253  dargestellte  Knotenpunkt  4  vor. 
Außer  wagerechten  Lasten  H  und  Q  greife  in  4  die  lotrechte  Last  P 
an.    Man  findet  aus  der  Momentengleichung  für  die  Achse  I 

P       Q 


*)  Der  häufig  zu  Yereinfachung  der  Zahlen rechnungen  führende  Kunstgriff, 
an  Stelle  der  äußeren  Kräfte  P  Werte  P:p  einzuführen,  ist  zuerst  von  Zimmer- 
mann in  seinem  Bache:  Über  Raumfach  werke  angegeben  worden. 
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Setzt  man  uuu  die  Summe  der  nach  der  Kichtung  U  wirkenden 
Kräfte  gleich  Null,  sodann  die  nach  der  Richtung  Q  wirkenden,  so 
findet  man  für  die  Unbekannten  X3  und  /.^  die  Werte 

H  P    c         Q     c  H 


(25) 


+  XI 


Q 


~^  h         '^  h      a 


b      a 
Q    c-\-a 
b        a 


+ 


Fig.  253. 


Im   vorliegenden  Fall    findet    man    übrigens    y.^    und    Xg    ebenso 

p 
schnell  mit  Hilfe  von  Momentengleichungen.    Für  -r-  wähle  man  beide 

Male  den  Hebelarm  c;  die  Hebelarme  von  Xg  und  y.^  sind  dann,  in  der 

Richtung  von  c  gemessen,  gleich  a.    Q  hat  auf  y.^  den  Einfluß  -\ 

und  auf  x,   den  Einfluß ,  wo  e^=^b , und  Co  =  b 

^  e^  a  -\-  e  c 

5)  Zeichnerisclie  Ermittlung  von  Sj,  Sg,  S3.   Wir  behandeln  diese 
Aufgabe  zuerst  ganz   allgemein.     Fig.  254  zeigt  die  Richtungen   der 
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gegebenen  Kraft  P  und  der  unbekannten  Stabkräfte  -S'i.  S^,  S^  im 
Aufriß  und  Grundriß;  Fig.  255  enthält  den  Aufriß  und  Grundriß  des 
geschlossenen  Kräftezuges.  Man  lege  durch  die  Endpunkte  von  P 
Parallelen  zu  zwei  »§- Richtungen,  beispielsweise  zu  S^  und  .S'2,  und 
zeichne  hierauf  ein  Yiereck  dh'h"d\  dessen  Ecken  in  den  Geraden 
/S',',  ^2',  S^\  S^"  liegen  und  dessen  Seiten  parallel  zu  63',  ^3"  und 
zu  den  Projektionsstrahlen  sind.  Zur  Bestimmung  dieses  Yierecks 
wurden  in  Fig.  255  zunächst  zwei  Hilfsvierecke  a/ö/&i"«i"  und 
iL^h^^h^'a^'  aufgetragen,  deren  Eckpunkte  «j',  ö^',  h^'  und  a^,  b^\  h^" 
in    den    vorgeschriebenen   Geraden   S^\   S^\   iSg"  liegen,    und    deren 


Fig.  255. 

Seiten  die  vorgeschriebenen  Richtungen  haben.  Es  ist  dann  die  Gerade 
«/'«g"  der  Ort  des  Punktes  a",  und  hiermit  ist  die  Lage  des  Punktes  a" 
und  das  Viereck  dh'b"a"  bestimmt.    Denn: 

Ändert  ein  n-Eck  in  der  Weise  seine  Form,   daß   sämtliche 
Seiten  durch  feste  Punkte  einer  und  derselben  Geraden  gehen 
(die  im  vorliegenden  Falle   die  unendlich    ferne   Gerade    ist), 
während  n  —  1  Eckpunkte  gerade  Linien  beschreiben,   so  be- 
wegt sich  auch  der  letzte  Eckpunkt  in  einer  Geraden. 
Die    Schnittpunkte    der   Geradenpaare   -S'/.  S^'  und    ci^"ci^'\   S^" 
liegen  in   einer  Parallelen    zu  m'm\    und  es  genügt  daher  —  eine 
günstige  Lage   des  Schnittpunktes  von  5/  und   S^'  vorausgesetzt  — 
die  Aufzeichnung  eines  der  beiden  Hilfsvierecke. 

Der  zeichnerischen  Untersuchung  von  Fachwerken  mit  einer 
größeren  Anzahl  von  Knotenpunkten  und  Stäben  hat  man  öfter  vor- 
geworfen, daß  sie  infolge  der  vielen  Hilfslinien.  Avelche  die  Kräfte- 
zerlegung im  Räume  im  allgemeinen  verlangt,  zu  unübersichtlichen 
und  deshalb  schwer  zu  prüfenden  Kräfteplänen  führt.  Und  dieser 
A'orwurf  ist  fast  immer  dann  berechtigt,  wenn  sämtliche  Kräftezer- 
legungen bei  derartigen  Fachwerken  in  ein  and  derselben  Aufrißebene 
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vorgenommen  werden.  Arbeitet  man  aber  mit  verschiedenen  Aufriß- 
ebenen, unter  Umständen  auch  mit  verschiedenen  Grundrißebenen,  so 
kann  man  stets  Darstellungen  erzielen,  die  an  Übersichtlichkeit  nichts 
zu  wünschen  übrig  lassen.  Die  geringe  Mühe,  welche  die  Übertragung 
der  bereits  gefundenen  Knäfte  in  die  neuen  Projektionsebenen  ver- 
ursacht, wird  reichlich  belohnt  durch  die  Ersparuug  vieler  Hilfslinien 
und  durch  die  große  Durchsichtigkeit  des  Verfahrens.  Die  Projektions- 
ebene wird  man  natürlich  für  jeden  Knotenpunkt  so  günstig  wie 
möglich  wählen.  Es  empfiehlt  sich,  diese  Wahl  so  zu  treffen,  daß  von 
den  drei  an  einem  Knotenpunkte  auftretenden  unbekannten  Kräften 
sich  zwei  in  einer  Projektionsebene  decken.    In  den  Fig.  256  und  257 


Fig.  256. 


Fi-   257. 


ist  dieser  Fall  dargestellt  worden.  Im  Aufriß  decken  sich  S^"  und  S^"\ 
man  kann  also  -S'/'  mit  Hilfe  eines  Kräftedreiecks  finden  und  hierauf 
im  Grundriß  .%'  und  .Sg'  ermitteln. 

6)  Die  Herleitung  von  Formeln  ans  Kräfteplänen,  die  dann  nur 
skizziert  zu  werden  brauchen,  ist  ein  in  vielen  Fällen  sehr  rasch  zum 
Ziele  führender  Weg  zur  Bestimmung  der  drei  unbekannten  Spann- 
kräfte. An  die  Stelle  von  Kräftezerlegungen  treten  dann  Zerlegungen 
von  Stablängen  oder  von  Projektionen  der  Stablängen. 

Wir  beginnen  mit  dem  einfachen,  oft  vorkommenden,  in  Fig.  258 
dargestellten  Falle.  Der  fragliche  Knotenpunkt  trägt  eine  lotrechte 
Last  P.     Die  Stäbe  S^  und  S^  liegen  wagerecht.     Zerlegt   man    die 
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Projektion  s^'  von  i^  nach  den  Richtungen  von  S^  und  S^  in  die 
Strecken  a^  und  «3,  so  findet  man  mit  Hilfe  des  in  Fig.  259  ge- 
zeichneten Kräfteplanes  die  Formeln 

s    ~        h 


(26) 


Fig.  258. 

Ein  allgemeineres  Beispiel  zeigt  Fig.  260.  Außer  der  lotrechten 
Last  P  greife  im  fraglichen  Knotenpunkte  noch  eine  wagerechte  Last  Q 
an.  Keine  der  Stabachsen  sei  parallel  zu  einer  Projektionsebene.  Im 
Aufriß  decken  sich  S^"  und  S^".  Zerlegt  man  im  Aufriß  jede  der 
drei  Kräfte  P,  Q"  und  8^"  in  eine  lotrechte  Seitenkraft  und  in  eine 
Seitenkraft  in  der  Richtung  von  S^"S^'\  und  setzt  man  die  Summe 
der  lotrechten  Seitenkräfte  gleich  Null,  so  erhält  man  mit  den  aus 
der  Figur  ersichtlichen  Bezeichnungen  die  Grleichung 


P-\-Q" 


V)i 


8, 


ist,  so  folgt 
(27) 


S, 


3,  V  q      V  ' 

Zerlegt  man   weiter  im   Grundriß  jede    der  drei  Kräfte  Ä/,  8^' 
und  Q  nach  der  Richtung  von  .Sg'  und  nach  der  Richtung  C'C",  und 

Müller-Breslau,  Festigkeitslehre.    4.  Aufl.  20 
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setzt  man  die  Summe  der  nach  der  Richtung  C'C"  gebildeten  Seiten- 
kräfte gleich  Xull;  so  findet  man 


—  n  "A^ 


,  cv 


*2  7  *1 


woraus 

(28) 


Q     b. 


([      e  e 

und  in  ähnlicher  "Weise  erhält  man 


(29) 


Q    h 


Fifir.  260. 


Liegt  der  Endpunkt  des  Stabes  5-3  nicht  in  der  durch  den  End- 
punkt des  Stabes  s^  gelegten  Grundrißebene,  so  tritt  an  die  Stelle 
von  X3  =  63  :  .5-3  der  Wert  S^  :  Z3,  wo  /g  die  Entfernung  des  Knoten- 
punktes C  von  dem  Punkte  ist,  in  welchem  die  Achse  des  dritten 
Stabes  die  Grundrißebene  schneidet. 

7)  Greifen  an  einem  Knotenpunkte  mehr  als  drei  unbekannte 
Stabkräfte  an,  liegen  aber  diese  unbekannten  Kräfte  mit  Ausnahme 
eiuer  einzigen  in  ein  und  derselben  Ebene  (a),  so  kann  man  diese 
eine  Stabkraft  —  wir  nennen  sie  S^  —  finden,  indem  man  die  Summe 
aller  rechtwinklig  zur  Ebene  a  Avirkenden  Seitenkräfte  gleich  Null  setzt, 
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oder  eine  Momentengleichimg  für  eine  in  der  Ebene  a  angenommene 
Drehachse  aufstellt.  Man  kann  aber  auch  S^  durch  Zerlegung  der 
Mittelkraft  P  der  gegebenen  Kräfte  nach  der  Richtung  von  >S\  und 
den  Richtungen  von  zwei  mit  der  Ebene  a  zusammenfalleüden,  durch 
den  fraglichen  Knotenpunkt  gehenden,  im  übrigen  aber  beliebig  an- 
genommenen Geraden  ermitteln. 


§  27. 
Beispiele. 

1)  Das  in  Fig.  261  dargestellte  Fachwerk  wird  in  jedem  der  Punkte 
i?,  C,  D,  B\  C\  D'  durch  einen  lotrechten  Auflagerstab  gestützt, 
außerdem  noch  in   C,  D  und  B'  durch  wagerechte  Auflagerstäbe  7, 


Fig.  261. 


8,  9',  welche  mit  den  Achsen  der  Stäbe  4,  5',  6'  zusammenfallen.  Das 
Fachwerk  ließe  sich  mit  Hilfe  von  zwei  Z-Stäben  berechnen;  wir 
führen  aber  deren  drei  ein,  nämlich  Z„,  Zf,  und  ZJ  und  fügen  die 
Ersatzstäbe  9,  7',  8'  ein.  Diese  Wahl  bietet  den  Yorteil,  daß  es  ge- 
nügt, die  Spannkräfte  der  Stäbe  1  bis  12  durch  die  gegebenen  Lasten 
und  die  Z-Kräfte  auszudrücken.  Die  Bildungsgesetze  für  die  Stäbe  1' 
bis  12'  sind  dann  ebenfalls  bekannt,  da  das  Fach  werk  symmetrisch 
ffebaut  ist. 
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In  den  Knotenpunkten  Ä  und  Ä'  greifen  die  gegebenen  Lasten 
U,  V,  TF,  U\  V\  W  an.  Damit  wir  es  nur  mit  Stabkräften  zu  tun 
haben,  fassen  wir  die  Lasten  (7,  F,  TF,  U\  F',  W  als  die  Spann- 
kräfte in  Stäben  auf,  deren  Längen  «/,  «;,  iv  sind,  und  führen  die  Be- 
zeichnungen ein 

U  U' 


u 

U 

V 

r 

~T7~  —  ^o'» 

V==^' 

w 

TF'_ 

IV 

Den  wagerechten  Auflagerstäben  7,  7',  8,  8',  9,  9'  schreiben  wir 
die  Längen  der  mit  ihnen  in  dieselbe  Richtung  fallenden  Stäbe  4,  4', 
5',  5,  6,  6'  zu. 

Den  lotrechten  Auflagerstäben  geben  wir  die  Länge  r. 

Die  Länge  eines  Z^Stabes  bezeichnen  wir  mit  ;r  und  setzen 

^_,^        ?l^y^^       ^  =  x' 

Wir  wollen,  mit  einer  einzigen  Ausnahme,  die  auf  Seite  301  auf- 
gestellte Gleichgewichtsbedingung  (23)  benutzen  und  das  Lesen  dieser 
Gleichungen  dadurch  erleichtern,  daß  wir  durch  die  Angaben  (_|_  U)^ 
(_L  ^  •  •  •  ^^®  Richtung  der  Seitenkräfte,  deren  Summe  gleich  Null 
gesetzt  wird,  kennzeichnen,  (i/g)  bedeutet:  Momentengleichung  be- 
zogen auf  die  Stabachse  5.  Die  Zahlenrechnuug  wollen  wir  nur  für 
den  Fall  a  =  iv  durchführen.  Die  Gleichgewichtsbedingungen  schreiben 
wir  aber  für  einen  beliebigen  Wert  von  a  :  ic  an;  sie  lauten  für  die 
Knotenpunkte  A^  7?,  C,  B: 


(J_  U)  Xi  =  — x„  — 

a 

A 

(3/5  j          y.2=(x„—  X„ 

-x.)Y*) 

{^^ny•z  =  y•.-yn 

—  X«. 

B 

a6)  x,  =  -x„^ 

(14) 

C 

(±4)       X5=-X3^ 

aö) 

*)  Der  Abstand  des  in  D  angreifenden  Gewichtes  x^  von  der  Drehachse  5  ist 
doppelt  so  groß  wie  der  Hebelarm  von  x^,  angreifend  in  A  und  von  x«  angreifend 
in  B\  er  ist  auch  doppelt  so  groß  wie  die  zur  Kraft  U  gehörige  Länge  u. 
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D         {±_  5')    Xß  =  —  x/  —  X2    (_L  2)  X,  =  x/  +  x/  —  Xß  ^ 

B,     C,    I)    {  II    F)    X,o  =  X.„,       X,i  =  Xg,       Xi2  =  Xi'  +  X2. 

Für  die  Jotrechten  Aiiflagerstäbe  wurden  die  Zugkräfte  als  die 
positiven  angenommen. 

Mit  Hilfe  der  angeschriebenen  Grleichungen  kann  man  die  Werte  Xj 
bis  Xj2  und  x/  bis  y.^^'  berechnen,  sobald  man  x„,  Xj,  x,,'  kennt.  Zur 
Ermittlung  dieser  drei  Werte  stehen  nun  die  Bedingungen  zur  Ver- 
0,  Xo'  =  0;  sie  lauten  für  a  =  w: 


0  =  xe+x„| 

=  —  Xl'  +  yX„  —  X2 

0  =  >'-3'  +  x/ 

1      , 
-X,  -X.,  -^x„ 

0  =  X,  +  Xö  — 

^6 

=  —  y-s  +  2x.i  +  x/  =  x/ 

—  Xp  +x„  +  3x,. 

Setzt  man  für  x^,  Xg,  x/,  Xg'  die  durch  die  Gleichungen  (A)  ge- 
gebenen Werte  ein,  so  erhält  man 

Xa  +  Xi  —  x/  =  -2"  (x„  —  X.,)  —  y.J 

+  X,  —  2x;  =  ~  (x,;  +  x/)  —  X,; 

—  7x„  +  6xi  +  x„'  =  x„  -|-  x„'  -f  X,.  —  x/  —  6x„.. 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt 

3  1      .   ,   2,2  1,8     ,   ,    __  ._     , 

X«  =  —  ^  X,  —  -g-  x„  +  -g-  x„ g-  x„  -f-  0,3 x„  —  0,3x„ 

2  2      ,    .    3,6  0,4     ,       _^  .  .     , 

Xfc  = g-  x„  —  g  X,  -f  -g-  x„ g-  x„  —  0,6  x„,  —  0,4  x„ 

1  3  18  2  2 

Xa'  = ^  x^ ^  x/  -|-  -^  x„ 5-  x„'  —  0,3  X«,  +  0,3  x,/. 

0000 

]^un  lassen  sich  sämtliche  Werte  x  in  der  durch  die  Ziffern  an- 
gegebenen Eeihenfolge  mühelos  hinschreiben;  sie  sind  in  der  folgenden 
Zahlentafel  zusammengestellt  worden.  Die  dort  fehlenden  Werte  sind 
durch  die  Beziehungen  gegeben: 

1  ,  ,  ,  ,        1      , 

X4  =  xg  =  —  y  x„;     X3  =  —  X4  =  —  Xg  =  Xj  1   =  j  x„ 

X5  =       X3;     XjQ  =  x„;     Y-io   =  x„  ;     Xj  j  =  X3. 
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V 

T" 

U 

U' 

W 

Tf^' 

8. 

^v 

9,11, 

8  m 

w 

u- 

X. 

-3,0 

-1,0 

+  2,2 

—  1,8 

+  0,3 

-0,3 

Xb 

—  2,0 

—  2,0 

+  3,6 

-0,4 

-0,6 

—  0,4 

Xa 

-1,0 

-3,0 

+  1,8 

—  2,2 

-0,3 

+  0.3 

^1 

-1,0 

+  1,0 

—  1,4 

—  1,4 

-0,1 

+  0,1 

< 

+  1,0 

-1,0 

-1,8 

-1,8 

+  0,3 

-0,3 

X2 

—  2,5 

+  0,5 

+  2,9 

+  0,9 

-0.15 

+  0,15 

^ 

+  0,5 

-2,5 

-0,9 

+  5,1 

+  0,15 

—  0,15 

Xg 

—  1,5 

-0,5 

-3.7 

+  2,3 

-0.05 

+  0,05 

^«6 

+  0,5 

+  1,5 

+  2,3 

-3,7 

-0,05 

+  0,05 

X- 

0 

0 

-4,8 

+  3,2 

-0,2 

+  0,2 

X. 

0 

0 

-1,6 

—  1,6 

+  0,6 

-0,6 

^,' 

0 

0 

+  3,2 

-4,8 

-0.2 

+  0,2 

5«12 

—  1,5 

-0,5 

+  1,1 

-0,9 

+  0,15 

-0,15 

^.^ 

-0,5 

—  1,5 

—  2,3 

+  3,7 

+  0,05 

-0,05 

2)  Das  in  Fig.  262  abgebildete,  durch  vier  lotrechte  und  drei 
wagerechte  Auflagerstäbe  gestützte  Fachwerk,  das  wir  bereits  auf 
Seite  289  kurz  besprochen  haben,  trage  in  den  Enotenpunkten  I,  II, 
lU,  IT  die  lotrechten  Lasten  F^,  Fg,  Fg,  F^  und  die  wagerechten 
Lasten  J,  5,  C,  Z),  ,  .  .  H.  In  den  Knotenpunkten  des  unteren  Ringes 
greifen  die  wagerechten  Lasten  L,  ^  an.  Den  Lasten  A^  B,  C^  D^  .  .  .  H 
schreiben  wir  die  Länge  a  zu,  den  Lasten  L,  Q  die  Länge  2d  und 
allen  Lasten   F  die  Länge  v.     "Wir  setzen  also 

A_  ^  —  ^  —  ^  —  Q  — 

a~'^^'    ^-'''■^'••■'      ä-^''^''    2^-''^'     I^-""^ 

und  führen  für  die    F:  v  die  Bezeichnungen  ein 


Zunächst  nehmen  wir  an,  es  seien  bereits  bekannt 
x-i  —  Xg  =  x/  und  X3 . 

vi  und  X3  .spielen  also  die  Rolle  der  Z- Werte  unserer  allgemeinen 
Untersuchung. 

Für  den  Knotenpunkt  I  besteht  die  Gleichgewichtsbediugung 


weshalb 


(II  ^i)>'.i+>'.2+Ti=0, 


^Ti 
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Weiter  findet  man  für  den  Knotenpunkt  I,  indem  man  die  Summe 
der  Seitenkräfte  nach  der  Kichtiing  des  Stabes  3  gleich  Null  setzt  und 

beachtet,  daß  x^ -[- >^2  =  —  Ti  ^st: 

c 


Fig.  262. 


und  ganz  ähnliche  Gleichungen  erhält  man  für  die  Knotenpunkte  11, 
m,  IV,  nämlich 


(H) 


X5    -|-  Xg   Y2      1  "^C  "''-D 
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(lU) 

>^6  +  -''-7=  —  YS^    —  >^^- 

av) 

><7  +  ''i  =  —  T4  ^  —  >'■'.'  - 

2x3 


Multipliziert  man  diese  vier  Gleichungen  abwechselnd  mit  -|-  1  und 
—  1  und  addiert  man  sie  dann,  so  erhält  man: 

'i><3  =  l  (—  Ti  +  T2  —  T3  +  T4)  —  >«^  —  ^5  +  >«c  +  Xi>  —  y-E 

—  Xj.  +  Xg  +  Xh. 

Damit  ist  X3    bestimmt.     Aus    der  Gleichgewichtsbedingung   für 
den  Knotenpunkt  I: 

(±  3)    X5  —  X4  =  (xj  —  X2 )  ^  +  x^  —  X5  =  x'  -^  +  x^  —  Xb 

und  aus  Gleichung  (I)  ergeben  sich  nun  die  Werte 

_         '   ä  _      Ji 

'^4—       >^   2b       '^'  2b       ^^       ^' 

^^  =  +  ''''^~^^Y^~"''^~^^' 
und  aus  den  Gleichungen  (II)  und  (IV)  die  Werte  Xg  und  x^.     Aus 
den  für  den  Knotenpunkt  II  geltenden  Gleichgewichtsbedingungen 

(  II  ^"2)     >«8  +^9  =  —  T2 

6 


(.116) 

Xs 

■>'9 

=  (>'^6  - 

—  >'-5   +  >^/^  - 

—  'Ac, 

)^ 

lüdet  man 

6 
2rf 

Xg  = 

— 

1 

2 

T2 

+  (><e- 

-  X5  +  '^-n  - 

-X,) 

X9  = 

— 

1 
2 

T2 

-(xe- 

-  X5  +  ^■^i)  - 

-Xc) 

6 
2d 

Auf  dieselbe  Weise  kann  man  x^o  und  x,  ^  durch  Xg  und  x^ 
ausdrücken,  x^g  und  Xjg  durch  x^  und  X4.  Nun  geht  man  zum 
Knotenpunkt  V,  ermittelt: 

0")  (_Llö)     Xi4  =  — X12  2^  — xii  Y  —  Xi 

und  setzt  diesen   Wert  in   die    für  den   Knotenpunkt  VI  aufgestellte 
Gleichgewichtsbedingung 

(±  1'7)       Xi4  +  ^9   2T  "^  ^'''^'^  Y  +  >^^  =  0, 

ei-n.     Man  findet  dann  die  Bedingung 

(VI)  2  (X,  -  xx)  +  x,o  —  x,i  +  -|-  (X9  —  x,2)  =  0, 
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die  nur  solche  Werte  x  enthält,  welche  sich  durch  die  den  Lasten 
entsprechenden  gegebenen  y.  und  den  Wert  x'  ausdrücken  lassen.  Die 
Gleichung  (VI)  enthält  also  nur  noch  die  Unbekannte  x'.  Eine  ein- 
fache Zwischenrechnung  liefert 

b 


y-  =  —  (t2  —  T4) 


2d 


(x^  —  x^  -j-  Xc  —  x^) 


—  (xd  —  y^E  +  xf  —  xc)  -^-j-  —  (y-L 


y-o) 


2d 


Die  Berechnung  von  y.^^  bis  y.^^  erfolgt  aus  G-leichungen  von 
der  Art  der  Gleichung  (Y).  Die  Werte  Xgi  bis  y.^^  der  lotrechten 
Auflagerstäbe,  denen  man  die  Länge  v  beilegen  wird,  findet  man, 
indem  man  an  jedem  Auflagerknotenpunkte  die  Summe  der  lotrechten 
Seitenkräfte  gleich  Null  setzt. 

Die  Durchführung  der  Buchstabenrechnung  empfiehlt  sich  nur 
bei  einfacheren  räumlichen  Fachwerken.  In  den  meisten  Fällen  ist 
es  zweckmäßiger,  gleich  von  vornherein  mit  Zahlen  zu  rechnen. 


§  28. 
Die  abgestumpfte  Fachwerkpyramide  und  verwandte  Systeme. 

Zu  den  wichtigsten  räumlichen  Fachwerken  gehört  die  ab- 
gestumpfte Pyramide,  Fig.  263.  Die  Fußpunkte  der  Rippen  mögen 
festliegen.    In  irgend  einem  Knotenpunkte  m  greife  eine  beliebig  ge- 


Fig.  263. 


Fig.  264. 


richtete  äußere  Eraft  an,  und  diese  werde  in  die  Seitenkräfte  L,  R 
und  U  zerlegt,  von  denen  L  mit  der  links*)  an  die  Rippe  ma 
grenzenden  Seiten  wand   (I)  zusammenfallen  möge,  B  mit  der  rechts 


*)  Die  Bezeichnungen  links  und  rechts  gelten  für   einen  von  außen  auf  den 
Mantel  der  Pvramide  sehenden  Beschauer. 
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an  ma  grenzenden  Seitenwand  (11)  und  U  mit  der  Rippe  nin.  Die 
"Wirkungen  dieser  drei  Kräfte  werden  zweckmäßig  gesondert  verfolgt. 
Durch  die  Last  L  werden  nur  die  Stäbe  der  Seitenwand  I  beansprucht, 
und  zwar  verhält  sich  hierbei  das  ebene,  in  Fig.  264  in  die  Bildebene 
gelegte  Fachwerk  I  wie  ein  am  unteren  Ende  eingespannter  Freiträger. 
Die  Last  R  beansprucht  in  gleicher  "Weise  das  ebene  Fachwerk  IL, 
und  die  Last  U  ruft  nur  in  der  Rippe  ma  Spannkräfte  (-S  =  —  U) 
hervor.     Die  G-esamtwerte  der  Spannkräfte  der  Rippe  ma  erhält  man 


Fig.  265. 


schließlich  durch  Zusammenzählen  der  einzelnen  "Wirkungen  der  drei 
Kräfte  L,  R,   U. 

Die  Rippen  brauchen  sich  nicht  in  einem  Punkte  zu  treffen.  Die 
beschriebene  Berechnungsweise  gilt  also  nicht  nur  für  den  Pyramiden- 
stumpf;  sie  ist  vielmehr  nur  an  die  "Voraussetzung  gebunden,  daß  die 
Seitenflächen  statisch  bestimmte  ebene  Träger  sind. 

Die  Richtungen  der  Kräfte  L  und  R  brauchen  nur  mit  den 
Ebenen  I  und  II  zusammenfallen;  im  übrigen  dürfen  sie  nach  Be- 
lieben gewählt  werden.  In  der  Regel  empfiehlt  es  sich,  L  und  R 
wagerecht  anzunehmen. 

Es  liege  z.  ß.  der  in  Fig.  230  dargestellte  Pfeiler  mit  wagerechten 


Um 

=   P„ 

s 
~h 

L,^ 

=  H„ 

+  ^. 

l 
k 

P,n 

=  Q. 

+   Pn, 

r 
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Ringen  vor.  Am  Knotenpunkte  m  greife  eine  loti'echte  Last  P„  und 
eine  wagerechte,  nach  den  Richtungen  der  angrenzenden  Ringstäbe 
in  die  Seitenkräfte  H„  und  Q„  zerlegte  Last  an.  Zerlegt  man  P„ 
nach  der  Richtung  der  Rippe  ma  und  nach  den  Richtungen  der 
Kräfte  H„  und  ()„,  so  erhält  man  (nach  Seite  305,  Fig.  258)  mit  den 
in  die  Fig.  265  eingeschriebenen  Bezeichnungen  für  U„,  L„  und  i?„ 
die  Werte 


(30) 


Hat  man  auf  diese  Weise  die  Lasten  U^  L,  i^,  ermittelt,  so  ist 
die  Berechnung  der  Spannkräfte  auf  die  Untersuchung  einfacher  ebener 
Facliwerke  zurückgeführt. 

Beispiel.  Für  die  Spannkräfte  und  Auüagerwid erstände  des  in 
Fig.  266  dargestellten  eingeschossigen  Pfeilers  sollen  allgemeine 
Formeln  aufgestellt  werden.  Das  Fachwerk  besitzt  vier  feste  Stütz- 
punkte /',  n\  IU\  IV\  deren  Widerstände  in  die  wagerechten  Seiten- 
kräfte Ä  und  B  und  die  lotrechten  Gegendrucke  C  zerlegt  worden 
sind.  Es  genügt  natürlich,  Formeln  für  die  Spannkräfte  Tj,  -S\,  D^ 
und  die  Widerstände  ^4^,  5^,  Q   aufzustellen. 

Man  findet  für  den  Knotenpunkt  (I) 

Die  Berechnung  von    U^  ist,  wie  sich  zeigen  wird,    entbehrlich. 
Die  Seitenwand  I,  II,  IT,  T  wird  belastet  mit  E^  und  Lg- 
Es  ergibt  sich 


A  _L,-R,_H,-Q, 

Pa 

P,b, 

d,              "i                  Ci 

hc. 

hc. 

Die  Spannkraft  S^  erhält  man  am  schnellsten,  wenn  man  die 
Summe  der  lotrechten  Seitenkräfte  aller  am  Knotenpunkte  (I)  angrei- 
fenden Kräfte  gleich  Null  setzt.     Dies  gibt 


'^■i+^'i+^'=0' 
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woraus  mit  Cj  —  b^  =  e^   folgt 

«1  Cy  hcy  h    Ci 
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Nun  findet  man  den  Stützenwiderstand  A^  am  Knotenpunkte  (!') 
mittels  der  Gleichgewichtsbedingung 

A -—S ^-D ^ 

1  4 


D,       H,—  Q,   ,    P,a,         P,b, 


d. 


Man  erhält 


he,   ■ 


.4.  =  (i?,-.A)^  +  (C',-i^.)^  +  t"^(t-t) 


Flg.  267. 


Der  Widerstand  B^  wird 


B,=  -S,^-D,^.  das  ist 


5, 


^4 


^■^ 


Schließlich  findet  man  den  Stützenwiderstand  C\  aus  der  Gleich- 
gewichtsbedingung 

Werden  die  vier  Fußpuukte  miteinander  durch  Stäbe  verbunden, 
so   müssea   \äer  der  zwölf  Stützenwiderstände  beseitigt  werden.     Ein 
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Beispiel  zeigt  die  Figur  267.  Die  Stützpunkte  werden  in  wagerechten 
Geraden  geführt  die  mit  den  Richtungen  der  Stäbe  des  Fußringes  zu- 
sammenfallen *).  Rechtwinklig  zu  den  Führungen  treten  "Widerstände 
7^1 .  F^,  I\,  I\  auf.  Aus  den  vorhin  berechneten  Stützeuwiderständen 
A  und  7>  findet  man  für  die  Spannkräfte  X  im  Fußringe  und  für  die 
Widerstände  F  die  Werte: 


F,=B,—X, 

Zahlenbeispiel.  Es  sei  c\  =  r^  =  12.1 "".  a^  =  h^  =  ö^  =  ^'3  =  •  • 
=  b^=2Sr.  f,  =  f:^  =  10.1"  //  =  19.9"*.  N  =  20.1-.  rl  =  22.4-.  :\ran 
findet 

r,  =  —  //,  — 0.101 /v 

2>,  =  1.851  (H^  —  Q^)  -f  0.186  {R,  —  P,\ 

S,  =  1.661  {Q^  —  U,)  —  0.843  P,  —  0.167  P,. 

A,  =  0.165  (Sg—  Q^)  +  0.835  {Q^— H^)  -f  0.017  P,  —  0.084  P^, 

B,  =  0.165  (H^  —Q,~  Q^—  H,)  +  0.017  (P,  —  Pj  —  0.067  P^, 

C,  =  9.95ß,. 

Ein  zweites  Beispiel  für  ein  eingeschossiges  Fach  werk  mit  vier 
ebenen  Seitenflächen  und  zwei  wagerechten  Ringen  zeigt  Fig.  268. 
Sämtliche  Knotenpunkte  des  unteren  Ringes  sind  durch  lotrechte  Auf- 
lagerstäbe gestützt.  An  den  in  Geraden  geführten  Stützpunkten  Q, 
Cg.  63,  Q  treten  wagerechte,  mit  denselben  Buchstaben  bezeichnete 
Widerstände  auf.  Die  an  den  Knotenpunkten  der  Rippen  angreifenden 
Lasten  werden  in  die  Seitenkräfte  L,  P,    U  zerlegt. 

Sind  nur  die  Lasten  R^,  R^,  L^  und  L^  vorhanden,  so  wird  nur 
das  Seitenfachwerk  I  nebst  den  Stäben,  welche  die  Knotenpunkte  0 
und  5  mit  den  Stützpunkten  C^  und  Q  verbinden,  beansprucht  Die 
Vereinigung  der  Spannkraft  des  Stabes  0  C^  mit  dem  in  0  angreifenden 
lotrechten  Auflagerdrucke  gibt  eine  in  die  Ebene  I  fallende  Mittel- 
kraft K  (siehe  Fig.  269,  welche  das  in  die  Bildebene  gelegte  Seiten- 
fach darstellt).  Eine  gleich  große,  aber  entgegengesetzt  gerichtete 
Kraft  K  erhält  man  am  Knotenpunkte  5.  Die  Größe  von  K  ist  durch 
die  Momeutengleichung 

K-  2h,  +  (R,  -L,)2c-  (R,  —  Lj  c  =  0 
bestimmt 


*)  Die  allgemeine  Lösung  der  Aufgabe  der  sicheren  Stützung  eines  ebenen 
Faßrmges,  dessen  Knotenpunkte  in  Geraden  geführt  werden,  gab  der  Verfasser  im 
Zentralblatt  der  Bauverwaltung.  1892. 
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Für    die   Spannkräfte    in   den   Diagonalen   findet  man    die  "Werte 


D,  sin  02  =  —  Dj  sin  o^ 

"1 


Fi?.  268. 


Fig.  269. 


zur  Berechnung  von  T^  dient  die  Momentengleichung 

In  derselben  Weise  wird  die  Seitenfläche  11  untersucht.  Die 
Spannkräfte  S^  und  S^  findet  man  am  schnellsten  durch  XuUsetzen 
der  lotrechten  Seitenkräfte  der  an  den  Knotenpunkten  2  bzw.  1  an- 
greifenden Kräfte. 


—     320     — 

Sind  I\  und  ]\  die  lotrechten  Lasten,  so  lautet  die  Grleichgewichts- 
bedincung  für  den  Knotenpunkt  2 


i*+(f+2+;)-+^ 


und  für  den  Knotenpunkt  1 

*1  *2  "l  "s 

Die  Spannkräfte  in  den  Stäben  des  Fußringes  und  den  Auflager- 
stäben ergeben  sich  aus  den  Gleichgewichtsbedingungen  für  die  Knoten- 
punkte des  Fußringes. 


§  29. 

Statisch  bestimmte  Schwedlersche  Kuppeln. 

1)  Die  in  Fig.  270  dargestellte  offene  Kuppel  Schwedlerscher 
Bauart  läßt  sich  in  Fachwerke  von  der  im  ii  28  beschriebenen  Art 


Fig.  270. 


zerlegen.    Wir  bezeichnen  die  Spannkräfte  in  den  Ringstäben,  Diago- 
nalen und  Rippen  der  oberen  Zone  mit  T,  Z>,  S,  in  der  zweiten  Zone 
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mit  T\  D\  S\  in  der  dritten  mit  T",  D'\  S"  usw.*)  Die  Berechnung 
der  obersten  Zone  kann  ohne  weiteres  nach  dem  im  §  28  beschrie- 
benen Verfahren  erfolgen.  An  der  zweiten  Zone  greifen  aui^er  den 
gegebenen  Lasten  P',  H'  und  Q'  noch  die  nunmehr  bekannten  Spann- 
kräfte S  und  D  an.  Es  ist  [also  nur  noch  die  Aufgabe  zu  lösen, 
diese  Kräfte  auf  möglichst  übersichtliche  und  einfache  AVeise  nach  den 
drei  ausgezeichneten  Richtungen  L,  R  und  U  (Fig.  263)  zu  zerlegen. 


Fig.  271. 


n-  272. 


Zu  diesem  Zwecke  zerlegen  wir  zunächst  jede  Spannkraft  D  in  ihrem 
unteren  Endpunkte  auf  die  in  Fig.  271  dargestellte  "Weise  nach  der 
Richtung  des  Ringstabes  und  der  Rippe  in  die  Seitenkräfte 


D^  =  D-^     und     D,  =  D^. 
d  d 

wo  a  die  Lauge  des  oberen  Ringstabes  des  betrachteten  Seitenfaches 
und  d  die  Länge   der  Diagonale  bedeutet.     D„  tritt  zu  der  Last  H„\ 


*)  Man  achte   also   darauf,   daß  S',  S",  D'.  D"   nicht  Projektionen  von  Stab- 
kräften bezeichnen. 

Müller-Breslau,  Festigkeitslehre.    4.  Aufl.  21 
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Z>^.  wird  zu  .S  gefügt,  und  nun  wird  .S'  -\-  I),,  nach  den  Richtungen 
von  //„'  und  Q,„'  und  nach  der  Richtung  der  Rippe  S'  der  zweiten 
Zone  in  die  Seitenkräfte  L\  B\  U'  zerlegt.  Dazu  denken  wir  uns 
zunächst  die  Kraft  S  -\-  D^  durch  die  Länge  s  der  oberen  Rippe  dar- 
gestellt, zerlegen  die  Strecke  AC=s  (Fig.  272)  nach  der  Richtung 
von  S'  und  nach  wagerechter  Richtung  in  die  Strecken  AB  und  BC 
und  hierauf  die  wagerechte  Strecke  BC  nach  den  Riclitungen  der 
beiden  von  m  ausgehenden  Ringstäbe  in  die  Sti'ecken  k,'  und  A:/.  Die 
Beiträge  der  Kraft  S  -f-  D,  zu  den  Belastungen  L^  und  R^  des 
Knotenpunktes  ;;/  sind  dann 


ir=(Ä  +  D,) 


A-; 


(4+1)^'- 


^ TUtT 777^7  A<- 


■^ cl' > 

Fig.  274. 


Bezeichnet  man  noch  mit  c/  und  c/  die  Strecken,  -welche  man 
durch  Zerlegung  des  Grundrisses  der  Stabläuge  5'  nach  den  Richtungen 
der  beiden  Ringstäbe  gewinnt,  so  findet  man  scliließlich  für  den  Knoten- 
punkt m    der  Fig.  272  die  Belastungen 

(31)  /..'=  h:+ 41 .;  +  (4  + 1)  /.'+ 1«, 


(32) 


.-^.■+f  .•+(|  +  ^).v. 


Durch  diese  für  sämtliche  Knotenpunkte  zu  berechnenden  Lasten 
L'  und  R'  sind  die  Spannkräfte  T'  und  U  der  Ringstäbe  und  Dia- 
gonalen der  zweiten  Zone  bestimmt.    Vgl.  Fig.  266  auf  Seite  316. 

Die  Berechnung  der  Spannkraft  S'  erfolgt  am  einfachsten  mit 
Hilfe  der  Bedingung,  daß  die  Summe  der  im  Punkte  m  angreifenden 
senkrechten  Seitenkräfte  gleich  Null  sein  muß.  Es  ergibt  sich  die 
Gleichung 

s  d      ^  s  d 
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und  daraus 
(33) 


s  }i  d'         h'  \  s     ^     d 

Um  Schreibarbeit  zu  sparen,  führen  wir  die  Bezeichnungen  ein 


(^+4^)- 


S 

S' 

—r-=^  y. 
s 

(34) 

D 

D' 
11^  =  ^ 

P 

P' 

und  erhalten  dann 

(35)            L:=H:^'i:c 

'+(>t  +  !J-)V+M-ö, 

(36)            k:=q:-^^:c 

.'+(x  +  t^)V, 

(37) 

—  Tm'— M- 

+  ™(x  +  .u.). 

Bei  der  Ableitung  dieser  Formeln  haben  wir  vorausgesetzt,  daß 
am  Knotenpunkte  m  eine  linkssteigende  Diagonale  B  und  eine  links- 
steigende Diagonale  D'  angreift.  In  der  Regel  werden  aber  die  Dia- 
gonalen nur  als  Zugstäbe  konstruiert.  Es  erhält  dann  jedes  Fach  zwei 
sich  kreuzende,  abwechselnd  in  Tätigkeit  tretende  Diagonalen. 

Ist  für  das  wte  Fach  der  obersten  Zone  L„+i>i?„,  so  wird 
die  linkssteigende  Diagonale  gespannt,  und  es  ergibt  sich  (Fig.  273) 
B„,  A»+i  —  R« 


(38) 


fL 


T^  = 


Ist  dagegen  R„'^  L„  +  i,  so   wird  die  rechtssteigende  Diagonale 
gespannt,  und  man  findet  (Fig.  274) 

(39)  |x„  =  -^  =  ^^,^^^^,     T^  =  -R^. 

d„  a 

Für  die  zweite  Zone  sind  die  L  und  R  zu  ersetzen  durch  die 

L'  und  R\  ferner  a    durch  a". 

Den  Gang  der  Berechnung  einer  solchen  Schwedlerkuppel  wollen 

wir  nun  an  der  in  Fig.  275  dargestellten  regelmäßigen  Sechseckkuppel 

erläutern.     Es  ist  c/  =  c/  =  c',  Ci=Cr=  c,  und  k/  =  kj  =  //.     Für 

die  Knotenpunkte  des  obersten  Ringes  werden  die  Lasten 

L„  =  H^  -\-  Y,„c  und 

B^=  Q^_^  y^c  {m  =  1,  2,  3,  4,  5,  6) 

berechnet,  und  nun  wird  festgestellt,  welche  Diagonalen   in  Tätigkeit 
treten.    Unsere  Figur  setzt  voraus,  daß 

^2  >  ^5    -^2  >  -^3?    ^4  >  ^37    ^4  >  -^55    -^5  ^  ^61    ^1  ^  -^5 

21* 
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ist,  und  es  ergibt  sicli  daher: 

L,  -  I!, 

T,=^L, 

a 

Z=  —  7?, 

7-3    =  -  ^^4 

'  *               a 

?4=-i^4 

^-^^^^^ 

^5   =   -^'. 

.=  ^-T-«. 

7;  =  -^^, 

Setzt  mau  nun  an  jedem  Knotenpunkte  des  oberen  Ringes  die 
Summe  der  lotrechten  Seitenkräfte  gleich  Null,  so  erhält  man  für  die 
Rippen  der  obersten  Zone  die  Werte 

y-i  =  —  Ti  —  [J-i  >'-4  ==  —  Ti 

y^2  =  —  T2  y-5  =  —  Ts  —  !J-4 

^3  =  —  Ts  —  M-s  —  [J-3        >'-6  =  —  Te  —  !J-ö  —  Fe- 

Damit  ist  die  Berechnung  der  obersten  Zone  erledigt. 
Jetzt  ermittelt  man  für  die  Knotenpunkte  1',  2',  3',  4',  5',  6'  der 
zweiten  Zone  nach  den  Formeln  (35)  und  (36)  die  Kräfte 

W  =  f^Z-T  12'^"'+  /^■'(X2  +  P-1  +  1^-2)  +  "M-i 
^2'  =   ^2'+  T2'f^'+  ^''C'<2  +  M-1  +  [■'-2)   +  '>i^-2 

Rz    =    ^3'+T3'^''+^''^'<3 

/>/  =   ///+  Y4'f''+  /^''(>'-4  +   P-3  +   l-«-4)  +  ^/M-3 

^4'  =    ^^4'+  74'^''+   ^'■'(>'-4+   [J-ä  +   Pm)   +  "\^-i 

J^G   =  ^e'+Te'c'+Z'-'xe 

Nun  wird  festgestellt,  welche  Diagonalen  der  zweiten  Zone  ge- 
spannt werden.    Fig.  275  setzt  voraus: 
R,">L,\  L,">B,\,  Bs'>L,',  B:>L,\  L,">E,\  Be'>W- 


i 
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Es    ergeben    sich    also 
zweiten  Zone  die  Werte 


f^2 


a" 

_  w 

— 

R,' 

a 

^R,' 

a" 

■K 

_     ^4 

■L,' 

a 

_  w 

R.' 

a 

_  Rs 

— 

w 

für    die  Diagonalen    und   Kingstäbe    der 


—  Ro 


B. 


T/  = 


Indem  man  nun  für  jeden  der  Knotenpunkte  1\  2',  .  .  .  die  Summe 
der  lotrechten  Seitenkräfte  gleich  Null  setzt,  erhält  man  für  die  Rippen 
mit  der  zur  Abkürzung  eingeführten  Bezeichnung  h  :  h'  =  s  die  Werte 
[vgl.  Formel  (37)]: 

P-c'  +£(><i  +  1J-g) 

lJ-4'—  [J-s'+^C'^S+P-s) 

+  £X6. 

Damit  ist  auch  die  Berechnung  der  zweiten  Zone  erledigt.  Und 
in  der  gleichen  Weise  ließen  sich  die  Spannkräfte  in  einer  dritten, 
vierten  usw.  Zone  ermitteln. 

Zur  Untersuchung  der  Stützen  widerstände  übergehend,  nehmen 
wir  zunächst  an,  es  seien  1",  2",  3",  .  .  .  feste  Stützpunkte.  Jeden 
Stützen  widerstand  bestimmen  wir  nach  Fig.  275  durch  drei  Seitenkräfte 
J.,  B,  C.  Die  Widerstände  C  mögen  positiv  sein,  wenn  sie  von  unten 
nach  oben  gerichtet  sind.  Nach  Ermittlung  der  Strecke  /."  in  Fig.  275 
finden  wir 

^i  =  — r(x/  +  [j./) 


x/ 

= 

Ti 

T2 

y-3 

= 

—  Ts 

y-4 

= 

—  T4 

X5 

= 

—  Ts 

>'-6 

= 

—  Tc 

//'  y.. 


A 

= 

— // 

(X3 

+  H-/ 

-f 

\h') 

B, 

= 

— /.' 

'  (X3 

+  \H 

+ 

M-3') 

A, 

= 

— // 

'{y. 

+  V-: 

) 

B, 

= 

-i"{y.. 

'  +  !^-4 

)- 

-M-4 

H-2   ''' 
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-^6  =  —  -''■"  C'^e'  +  [J-5'  +  P-e') 
^6  =  —  ^'^  (Xe'  +  IJ-s'  +  1-^6 ') 


Q  =  —  h'  Xg'  I    Q 


h'y.,' 

'''  {y-e'  +  l^ö'  +  [J-e')- 


Lasten  ZZ"",   Q",  P",  welche  in  den  Punkten  1",  2".  3",  ...  an- 
greifen, werden  von  diesen  Stützpunkten  unmittelbar  aufgenommen. 


Fis.  276. 


In  Fig.  276  haben  wir  noch  den  Fall  eines  die  Stützpunkte  ver- 
bindenden Fußringes  dargestellt  und  dabei  angenommen,  daß  die  Stütz- 
punkte 1",  2",  3"  ...  in  Geraden  geführt  werden,  die  rechtwinklig 
zu  den  Stabachsen  1" — 2",  2" — 3",  3" — 4",  .  .  .  sind.  An  den  Füh- 
rungen ti-eten  die  Widerstände  I\,  F^,  F^  ...  auf.  Außerdem  sollen 
noch  Lasten  H^'\  H^'\  H^"  .  .  .  berücksichtigt  werden.  Lasten  Q" 
werden  ohne  weiteres  von  den  Führungen  aufgenommen.  Die  Spann- 
kräfte in  den  Stäben  des  Fußringes  seien  T/',  T^",  ...    Die  Zurück- 
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führuug  dieses  Falles  auf  den  vorhin  behandelten  Fall  fester  Stützpunkte 
geschieht  mit  Hilfe  der  nieichungen 

(I) 


und 

ai) 


^1 "  +  ^2"  =  ^2 


Die   Gleichungen   (I)    liefern    die  Spannkräfte    T"  und  die  Glei- 
chungen (IT)  die  Stützenwiflerstände  F. 


Fig.  277. 


Zahlenbeispiel.  Für  den  in  Fig.  277  dargestellten  Fall  einer 
regelmäßigen  Sechseckkuppel  mit  steifen  Diagonalen  sollen  die  Spann- 
kräfte so  dargestellt  werden,  daß  der  Einfluß  jeder  einzelnen  Last  er- 
kennbar ist.  Mit  den  in  der  Figur  angegebenen  Zahlen^yerten  erhält 
man  für  die  obere  Zone: 

B,  =  Q,-\-219t, 

^:=-/>2 
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R, 


588 


+  0.001  70  (II, 


n    =  _i_  0.001 70  (//, 


^J  +  0.474  (Y,  -  yJ, 
CAO  + 0.474  (Y3-Y.) 


0.474  (Y, 
0,474  (yo 


jX6  =  + 0.00170(7/, 

Xi  =  —  fj.1  —  Yi  =  —  0,001 70  (ii. 

Für  die  zweite  Zone  ergibt  sich 

L;  =  H,'  +  221  Y2'  +  137  (x,  +  .aj  +  309  \x, 

=  H,'  +  221  Y2'  +  137  (p.,  -  fx,  -  Yo)  +  309  -j., 
7?/=  Q/  +  221  Yi'  +  137  (x,  -f  .a,) 

=  Q:  +  221  y/  +  137  Cu-e  -  .a,  -  yJ- 
'  =  —  L./  =  —  i/o'  +  0,233  (^3  —  Q,)  —  0.758  {H.^  —  Q^) 
+  211Y, -139y,  4-65Y3-221Y, 


Tg) 

Ti)  — Yi- 


ii. 


809 
=  +  0,001 23  (//,  —  Q, )  —  0.00029  {H^ 
+  0,00124  {II,'  —  Q,')  +  0.252  (y^  — 

+  0,273  (y/-y/) 

'   ,    .       ,  1^2 

=  —  Ti   —  [J-i    +  (^n  +  IH)  oöT 


yJ- 0.080  (Y3-Y6) 


221 


([J-6 


142 


=  — Ti  —  ." 

=  +  0,00029  (7/3  — ^2)  —  0,00232  {H,  —  Q,)  +  0,00138  (H^  —  Q,) 
-0,00124  {H,'  -  Q/)  +  0,080  (Y3  -  Y2)  -  0,477  (y^  -  Yi) 
+  0,385  (Yi  -  Ye)  -  0,273  (y,'  -  Yi')  -  0,643yi  -  Yi'- 
Mit  Hilfe   dieser  Formeln   berechnet  man  die  Werte  x,  ij.,  x',  [/ 
für  die  gefährlichste  Belastungsweise  und  aus  ihnen  dann  die  Spann- 
krcäfte  .S'  =  xs,  Ä' =  x'/,  D  =  iid,  Z)' =  jjiV/'. 

2)  Berechnimg  der  in  Fig.  277  dargestellten  Kuppel  nach  dem  Verfahren 
von  Mohr.  Da  es  stets  lehrreich  ist,  ein 
und  dieselbe  Aufgabe  nach  verschiedenen 
Verfahren  zu  behandeln,  so  möge  noch  die 
von  Mohr  für  dieses  Zahlenbeispiel  im  Zen- 
tralblatt der  Bauverwaltung  1902,  Seite  205, 
mitgeteilte,  allerdings  etwas  schwerfällige 
Lösung  wiedergegeben  werden. 

Jede  Knotenlast  ist  in  drei  Seiten- 
kräfte X,  F,  Z  zerlegt;  die  wagerechte  Last  X 
zeigt  in  der  Richtung  des  Halbmessers  nach 
innen,  die  lotrechte  Last  Y  nach  imten :  Z  ist 

zur  Ebene  XY  rechtwinklig  gerichtet  und  "■  "     ' 

zeigt  für  einen  außen  stehenden  Beschauer 

nach  links,  Fig.  278.     Das  folgende  Verzeichnis  enthält  die  Kosinusse  der  Winkel, 
die  von  den  positiven  Lasten  A',  T,  Z  mit  den  von  den  Knoten  2  imd  2'  ausgehenden 
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Stabstrecken   eingeschlossen  werden.     Um  mit  ganzen  Zahlen    rechnen  zu  können, 
ist  das  Hundertfache  der  Kosinuswerte  angegeben. 


'h 

Knoten  2 

^  i 

s,  1  i'. 

Knoten  2' 

K 

»So' 

A' 

+  50 

+  50  1+3 

-89  1 

+  89+82 

+  50     +  50 

+  24 

—  71 

Y 

i    0 

0      1+27 

+  45  1 

1 

—  45  1  -  27 

0           0 

+  29 

+  71 

Z 

1  -87 

+  87-96 

0      1 

0        +51 

-87+87 

-93 

0 

Erteilt  man  dem  Knotenpunite  2  gleichzeitig  drei  Geschwindigkeiten,  die 
in  der  Eichtung  und  in  dem  Sinne  der  äußeren  Kräfte  X,  F,  Z  die  Größen  ^,  y],  t 
haben,  so  erhält  man  für  den  Knoten  2  die  allgemeine  Gleichgewichtsbedingung 

(I)  0  =  100(^X  +  -r)r,  +  ?Z,)  +  (50^-87S)7:3  +  (50|  +  87?)T, 

+  (3^  +  27ti  -  96?)  Z),  +  (-  89^  +  45ti)  .S^. 
"Wir  wählen  zunächst  die  Werte  ^,  y],   u  so,    daß    die  Geschwindigkeiten  der 
Kräfte  7!,  imd  Ä,  verschwinden,  diejenige  der  Kraft  2\  aber  gleich  — 10000  wird. 
50^  — 87:=::0 
—  89£  +  45t]  =  0 

50^  +  87?  =  — 10000. 
Die  ersten  beiden  Gleichimgen  drücken  aus,  daß  die  resultierende  Geschwindig- 
keit des  Knotens  2  zu  den  beiden  Kräften   T^  und   S^  rechtwinklig  steht.    Da  die 
drei  Kräfte  T^^  Dj,  ^2  i^i  einer  Ebene  liegen,  so  ist  infolgedessen  auch  die  Arbeits- 
geschwindigkeit der  Kraft  1)^  gleich  Null.     Die  Gleichimgen  ej-geben: 
i  =  — 100,     Ti  =  — 198,     ?  =  — 57. 
Durch  Einsetzen  dieser  Werte  in  Gleichung  (I)  erhält  man 

(II)  100  T;  =  —  100  A„  —  198  1 :,  —  57  ^2 
imd  nach  demselben  Bildungsgesetz 

(HI)  100  T^^  —  100  A3  —  198  1;  —  57  Zj. 

Um  ferner  B^  durch  Gleichung  (I)  zu  bestimmen,  lassen  wir  die  Geschwindig- 
keit dieser  Kraft  =  —  10000  und  die  Geschwindigkeiten  der  beiden  Kräfte  T^  und  H. 
gleich  Null  werden: 

3S  +  27-ri— 96  S  =  — 10000 
50?  +  87S=0 
—  89S  +  45-r;  =  0. 
"\\'ir  erhalten 

£  =  —  89,     -ri^- 176,     ?  =  +  51, 
also  durch  Gleichung  (!) 

0  =  —  89  A2  —  176  };  +  514  —  89  7;  —  100  A, 
und  in  Verbindung  mit  Gleichung  (III) 
(IT)  100 2>2  =  89  (A3  -  A2)  +  176  ( };  -  Y^)  +  51  (Z3  +  Z»). 

Dieses  ßildungsgesetz  liefert  auch 
(Y)  100 Z),  =  89  (A2  —  A,)  +  176  ( ^2  —  ^'1)  +  51  {^-i  +  ^i)- 

Man  bestimmt  endlich  die  letzte  Kraft  S^  durch  Gleichung  (I),  indem  man  die 
Geschwindigkeit  dieser  Kraft  =  — 10000  und  die  Geschwindigkeiten  der  beiden 
Kräfte  7;  imd  Z  gleich  Null  setzt: 

—  89^  +  45  T]  =  — 10000 
501  — 87?  =  0 
50e  +  87?  =  0. 


I 
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Es  wird  also 

1  =  0.     t]  =  —  222,     2  =  0, 
ferner  nach  Gleichung  (I): 

0  =  —  222  i;  —  60  Z>,  —  100  .S, 
und  nach  Gleichung  (IV) 

(VI)  100  &  =  53  (A'a  —  A'g)  —  116  i;  —  106  Fg  —  31  (Z^  +  Z,). 

Damit  ist  die  Berechnung  der  ersten  Zone  erledigt. 

Nun  bildet  man  für  den  Knotenpunkt  2'  mit  Hilfe  des  Kosinusverzeichnisses 
die  allgemeine  Gleichgewichtsbedingung 

(YII)     0  =  100  (g X.:  +  7]  IV  +  CZ.')  +  (89  a  —  45 -r])  &  -f  (82  ^  —  27  y]  +  51 Q  Z>, 
+  (50?  -  87 ?)  r/  +  (50?  +  87  ?)  T,'  +  (24 ?  +  29t]  -  93 S)  Ä' 

+  (-7i?  +  7it,),s;. 

Um    hieraus    die    Stabkraft   Tj^'  zu  berechnen,  ist  die  Geschwindigkeit  dieser 
Kraft  =  —  10000  und  die  der  drei  anderen  unbekannten  Kräfte  gleich  Null  zu  setzen: 
50? +  87?  =  —  10000 
50£  — 87!;  =  0 
—  71?  +  71ti=0. 
Demnach  ist 

?  =  —  100,     T)  =  —  100,     ?  =  —  57. 
also  nach  Gleichung  (VII) 

0  =  —  100  AV  —  100 17  —  57  Z,'  —  44  S.^  —  84  Z),  —  100  T/ 
und  nach  den  Gleichungen  (V)  imd  (VI) 
(VIII)  100  T/  =  23A'3  +  47  Y^  +  14  Z,  —  98 A'^  —  97  Y.^  —  2dZ^ 

4-  75  A\  +  148  i;  —  43 Z,  —  100  AV  —  100  57  —  57  Z/. 
Behufs  Berechnung  von  D.,'  sind  ?,  r,.  Z,  so  zu  wählen,  daß 
24?  +  297]  —  93';  =  — 10000 
50? +  87:  =0 
—  71?  +  71-n  =  0 
wird,  usw.     "^'ir  überlassen  es  dem  Leser,  das  Beispiel  zu  Ende  zu  rechnen. 

2  a)  Es  möge  dasselbe  Zahlenbeispiel  noch  nacli  einem  dritten  Verfahren 
behandelt  werden.  Setzt  mau  für  ilen  Knotenpunkt  2  die  Summen  der  nach  den 
Richtungen  A,  T,  Z  gebildeten  Seitenkräfte  einzeln  gleich  Null,  so  erhält  man  mit 
Hilfe  des  Kosinusverzeichnisses  die  Gleichungen 

(a)  100  Ao  +  50  ( i;  +  To)  +    3  Z),  —  89  S,_  =  0 

(b)  100  r,  +  27  Z)^  +  45  6',  r^  0 

(c)  100  Z,  +  87  (Ti  —  I,)  —  96^2  ==  0. 

Da  nun  Z>2,  S^^  T^  in  ein  und  derselben  Ebene  liegen,  so  darf  man  bei  der 
Berechnung  von  T^  einer  dieser  drei  Spannkräfte  einen  beliebigen  AVert  beilegen. 
"\tVir   setzen   Dj  =  0,    führen   in    Gleichung   (a)    den   aus   (b)    folgenden    Ausdruck 

100 

So  = v^-  Y^  ein,  und  finden  dann  aus  den  Gleichimgen : 


45 


den  Wert 


100         ,  ,    .n    ,    89      100 

-^A.3^/,+    4  +  ^.^^5.3 

100 

-^^Z,+  J,-  1,-0 


100  r,  =  — 100  A,  — 198  r„  —  57  z., . 
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Hieraus  folgt  auch 

100  7;  =■■  —  100  A'3  —  198  i;  —  57Z, . 
Nun   ergibt  sich  aus  Gleichung  (c)  die  nur  noch  die  Unbekannte  !>,,  enthält 
100  P,  =  +  90  (A'3  -  X)  4- 179  ( 1-3  -  Y,)  +  52  {Z,  +  Z,)  *) 
und  aus  Gleichung  (b): 

100  Si  =  54  (Xj  —  A'j)  —  1  u ):,  — 108 1;  —  31  (;^,  +  z.,). 

Ganz  ebenso  verfährt  man  am  Knotenpunkte  2'. 

3)  Die  in  Fig.  279  im  Orundriß  dargestellte,  oben  durch  acht  zu 
<'iner  Spitze  zusammenlaufende  Rippen  geschlossene  Kuppel  läßt  sich 
aus  der  offenen  Kuppel  wie  folgt  herleiten.  Man  schließt  die  Spitze 
durch  drei  Stäbe  an  den  obersten  Ring  an,  fügt  die  fünf  Stäbe  Z^, 
Zj.   Z3,   Z4.   Z5    hinzu    und    beseitigt    dafüi'    fünf    andere   Stäbe.     In 


"TF, 


Fig.  279  sind  Avir  von  einer  Kuppel  ausgegangen,  deren  Fußriug  in 
säratlicheu  acht  Knotenpunkten  in  geraden  Linien  geführt  wird.  Wir 
haben  drei  Führungen  und  zwei  Diagonalen  beseitigt.  Die  weg- 
genommenen Auflagerstäbe  und  Diagonalen  führen  wir  als  Ersatzstäbe 
wieder  ein  und  berechnen  die  Unbekannten  Zy  bis  Z5  aus  den  Be- 
dingungen 7?3'  —  L/=  0,  i?/—  Lg'=  0,  Fl  =:  0,  F^  =  0,  F^  =  0. 
Ganz  ähnlich  wird  die  in  Fig.  280  abgebildete  Kuppel  mit  einem 
durch  vier  Querriegel  versteiften  Schlußring  berechnet.     Die  Spann- 

*)  Infolge  der  Abrundungen  der  Werfe  H,  y),  ?  weichen  die  unter  2)  gefundenen 
Ziffern  von  den  jetzt  erhaltenen  etwas  ab.  Die  jetzt  auf  kürzerem  Wege  ge- 
wonnenen Werte  sind  die  genaueren. 
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Fiü.  280. 


kräfte  Zj,  Z^,  Zg,  Z^  der  Querriegel  ergeben  sich  aus  den  Gleichmigen 


—     334     — 

In  Fig.  281  ist  noch  gezeigt  worden,  daß  man  bei  Kuppeln  der 
hier  betrachteten  Art  in  gewissen  Sonderfällen  die  Anzahl  der  Z-Stäbe 
erniedrigen  kann.  Die  dargestellte  Achteckkuppel  hat  nur  zwei  Ge- 
schosse. Xur  an  drei  Knotenpunkten  des  Fußringes  greifen  wage- 
rechte Allflagerstäbe  (45,  48,  51)  an*).  Es  wurden  drei  Z-Stäbe  ein- 
geführt, denen  die  drei  wagerechten  Auflagerstäbe  44,  47  und  50  als 
Ersatzstäbe  entsprechen. 

4)  Es  möge  daran  erinnert  werden,  daß  die  ganze  hier  vor- 
getragene Berechnung  räumlicher  Fachwerke  an  die  Annahme  gelenk- 
artiger Knotenpunkte  gebunden  ist.  In  Wirklichkeit  aber  haben  wir 
es  stets  mit  steifen  Knotenpunkten  (Xiet-  oder  Schraubenverbind imgen) 
zu  tun,  deren  genaue  Berücksichtigung  auf  erhebliche  Schwierigkeiten 
stößt  und  praktisch  nicht  gut  durchführbar  ist.  Bei  den  bekannten 
Schwedlerkuppeln  mit  Bingen  von  größerer  Seitenzahl  ist  nun  die 
Steifigkeit  der  Knotenpunkte  von  so  großem  Einfluß,  daß  die  An- 
nahme von  Gelenken  unzulässig  ist;  sie  liefert  viel  zu  große  Spann- 
kräfte. Flache  Kuppeln  mit  niedriger  Laterne  werden  meistens  nach 
den  durch  die  Erfahrung  als  genügend  sicher  bestätigten  einfachen 
Schwedlerschen  Formeln,  die  man  u.  a.  in  dem  bekannten  Taschen- 
buche der  Hütte  findet,  bereclmet.  Für  eine  größere  Kuppel  mit 
hoher  Laterne  ist  aber  die  Schwe  dl  ersehe  Berechnungsweise  schon 
deshalb  unbrauchbar,  weil  sie  gar  keinen  Aufschluß  über  die  sehr  ins 
Gewicht  fallende  Wirkung  des  Winddrucks  gibt.  Soll  hier  die  Be- 
rechnung ohne  zu  große  Schwierigkeiten  durchführbar  sein,  so  ver- 
meide man  Einge  mit  größerer  Seitenzahl**). 


§  30. 
Die  elastischen  Verschiebungen  der  Knotenpunkte. 

1)  Die  allgemeine  Untersuchung  der  Formänderung  eines  statisch 
bestimmten,  räumlichen  Fachwerks  führen  wir  nach  einem  Verfahren 
aus,  welches  sich  eng  an  die  im  §  25  gezeigte  Ermittlung  der  Spann- 
kräfte anschließt.  Wie  dort,  fassen  wir  auch  hier  zunächst  ein  Fach- 
werk einfachster  Art  ins  Auge,  d.  h.  ein  Fachwerk,  dessen  Knoten 
sich  an  eine  Gruppe  ruhender  Stützpunkte  in  der  Weise  anschließen 
lassen,  daß  jeder  neu  hinzutretende  Knotenpunkt  durch  drei  Stäbe, 
deren   Achsen    nicht    in    einer    Ebene    liegen,    festgelegt   wird.     Die 


*)  Wir  haben  hier  dieselbe  Darstellungsweise  gewählt  wie  im  §  26. 
**)  Die  Ringe  der  vom  Verfasser  konstruierten,  35,65  m  weit  gespannten  Kuppel 
des  Berliner  Domes  sind  regelmäßige  Achtecke.  Siehe  Zeitschrift  des  Vereins  deutscher 
Ingenieure  1898,  Seite  1205. 
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Bestimmung  der  Spannkräfte  eines  solchen  Fachwerks  geschah  durch 
Lösung  der  einfachen  Aufgabe: 

Drei  in  einem  Punkte  angreifende  Kräfte  S^.  -Sg,  S^.  deren 
Richtungen  bekannt  sind,  so  zu  bestimmen,  daß  sie  einer  eben- 
falls in  jenem  Punkte  angreifenden  gegebenen  Kraft  das  Gleich- 
gewicht halten, 
und  die  Darstellung  der  Formänderungen  läßt  sich   auf    die    ebenso 
einfache  Grundaufgabe  zurückführen: 

Ein  Punkt  d  ist  mit  drei  Punkten  a,  b,  c  durch  elastische, 
nicht  in   ein  und   derselben  Ebene  liegende  Stäbe   verbunden. 
Die  Verschiebungen  der  Punkte  a,  6,  c  und  die  Änderungen  A.§i, 
A.Sg,  Asg  der  Stablängen  Sj,  «2,  s^  sind  bekannt;  gesucht  wird 
die  Verschiebung  des  Punktes  d. 
Ein    Stabgebilde    von    anderer    als    der    oben    angegebenen    Er- 
zeugungsweise verwandelten    wir    behufs  Berechnung    der  Stabkräfte 
durch  Wegnahme   von   Stäben  und  Hinzufügung  einer  gleichen  An- 
zahl neuer  Stäbe  in  ein  Fachwerk  einfachster  Art,  brachten  die  Spann- 
kräfte Z„,  Zft,  Z^  .  .  .  der  beseitigten  Stäbe  als  äußere  Kräfte  am  Fach- 
werk an,  drückten  hierauf  die  Spannkräfte  (Y)  der  Ersatzstäbe  durch 
die  gegebenen  Lasten  und   die  Kräfte  Z  aus  und  setzten  schließlich 
die  Spannkräfte  Y=  0.    AVir  gewannen  hierdurch  die  zur  Berechnung 
der  Z-Kräfte  erforderlichen  Gleichungen. 

Im  Anschluß  hieran  läßt  sich  auch  die  Darstellung  der  Form- 
änderungen für  den  Fall  verschwindend  kleiner  A«,  auf  den  wir  uns 
hier  beschränken,  verallgemeinern. 

Die  Längen  der  beseitigten  Stäbe  seien  x„.  x^.  x^  .  .  .,  die  Längen 
der  Ersatzstäbe  y\  y'\  y"  .  .  .  Schreibt  man  den  letzteren  zunächst 
die  willkürlichen  Änderungen  A?/',  A?/",  A?/'"  .  .  .  zu,  so  erhält  man 
für  die  Verschiebung  8„,  welche  irgend  ein  Knotenpunkt  ??i  nach 
einer  bestimmten  Richtung  erfährt  (d.  i.  die  Projektion  der  Verschiebung 
des  Punktes  m  auf  jene  Richtung),  einen  Ausdruck  von  der  Form: 

(40)  S„  =  S.o  +  h:^y'+  5,;ä.^"+  5„"'A/"+  .  .  ., 

worin  S„o  den  Wert  von  h„  für  den  Fall  bedeutet,  daß  die  Längen- 
änderungen A//  sämtlicher  Ersatzstäbe  gleich  Xull  angenommen  werden, 
während  b„\  h„"  ...  die  den  Zuständen  A?/'=  1,  A?/"=  1,  .  .  .  ent- 
sprechenden Werte  von  h„  vorstellen.  Und  in  gleicher  Weise  ergeben 
sich  für  die  Änderungen  Ar«,  A^6,  .  .  .  der  Knotenpunktentfernungen 
x„,  Xi  .  .  .  die  Ausdrücke 

r  A.^  =  Aoi„+A'^„A//+A"A„A?/"+A"XA?/"'+  .  .  . 

(41)  .    A^,  =  Ao',,  -f  A'^,A//+  A",^,A.v"+  A"'.r,A//"+  •  •  • 
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üa  nun  aber  die  Läng-enänderimgen  A.,^„,  A'.j  .  .  .  der  Stäbe 
;„,  '.j.  .  .  .  bekannt  sind,  so  lassen  sich  die  Ay  mit  Hilfe  der  vor- 
stehenden CTleichiingen  berechnen,  und  damit  sind  dann  auch  die  Ver- 
schiebungen 8„  bestimmt. 

Dabei  ist  zu  beachten,  daß  die  Verschiebungen  h„,\  8„",  .  .  . 
A'^o,  A'^j,  .  .  .  von  den  Lasten  und  Temperaturänderungen  unabhängig 
sind,  und  daß  nur  die  h^  und  A^  ;  für  jeden  neuen  Belastungs-  und 
Temperaturzustand  von  neuem  berechnet  werden  müssen. 

Wir  haben  in  der  vorstehenden  Darstellung  unseres  Verfahrens 
der  Kürze  wegen  nur  von  Stäben  gesprochen.  Stützen  widerstände 
müssen  also  in  der  bekannten  Weise  durch  Auflagerstäbe  ersetzt 
werden,  deren  Längenänderungen  gleich  den  Verschiebungen  der  Stütz- 
punkte sind.  Xach  festen  Punkten  führende  Ersatzstäbe  spielen  die 
Kolle  von  Auflagerstäben.  Anstatt  zu  sagen,  die  Länge  y  eines  Stabes, 
der  einen  Fachwerksknoten  a  mit  einem  festen  Punkt  f  verbindet, 
ändere  sich  um  A?/,  darf  man  natürlich  auch  sagen:  die  Projektion 
der  Verschiebung  des  Punktes  a  auf  die  feste  Kichtung  fa  ist  gleich  A//. 
Die  Auffassung  unbekannter  äußerer  Kräfte  als  Stabkräfte  und  der 
Verschiebungen  ihrer  Angriffspunkte  als  Längenänderungen  von  Stäben 
gestattet  aber  eine  sehr  kurze  Aussprache  der  allgemeinen  Gesetze, 
da  man  es  nur  mit  einer  Art  von  Unbekannten  zu  tun  hat. 

2)  Die  nächstliegende  und  älteste  Lösung  der  auf  Seite  335  an- 
geführten Grundaufgabe  ist  wohl  die  folgende. 

Sind  Xd,  fjdi  '^d  lind  x„,  ?/„,  2„  die  rechtwinkligen  Koordinaten 
zweier  durch  einen  starren  Stab  verbundenen  Punkte  d  und  «,  und  be- 
deutet .Vj  die  Länge  des  Stabes  da,  so  erhält  man  durch  Differenzieren 
der  Gleichung 

(42)  {x^ - x,y  +  uu -UäY^  (■.« -  ^^aY  =  sl 

die  Bedingung 

(43)  (x„  -  X,)  {^x„  —  ^x,)  +  {y„  —  //,)  (A^„  —  ^y,) 

+  (:v„-;r,)(A^„-A,v,)  =  ..,A.,. 
Ist  also  d  durch  drei  Stäbe  an  drei  Punkte  a,  6,  c  angeschlossen, 
deren  Verschiebungen  Aa:,  A?/,  A;y  bekannt  sind,  so  stehen  zur  Berech- 
nung der  Verschiebungen  Ax^,  A//<j,  Ai^  drei  lineare  Gleichungen  zur 
Verfügung. 

3)  Zweckmäßiger  ist  in  der  Regel  die  folgende  Lösung  der  Grund- 
aufgabe; sie  bestimmt  jede  Verschiebung  nach  einer  festen  Richtung 
mit  Hilfe  einer  einzigen  Gleichung. 

Wird  die  Projektion  5  der  Verschiebung  des  Punktes  d  auf  eine 
feste  Richtung  d  —  ;•  gesucht,  so  belaste  man  den  Punkt  d  mit  einer 
von  d  nach  ;•  gerichteten  Kraft  P=  1,  bringe  in  den  Punkten  a,  Z>,  c 
die  mit  den  Achsen  der  Stäbe^.Sj,  .§2,  «3  zusammenfallenden,  der  Kraft 


—     337     — 

P=  l  das  Gleichgewicht  haltenden  Kräfte  -S'^,  S^,  S^  (welche  nicht 
mit  den  wirklichen  Spannkräften  -Sj,  1^2,  S^  zu  verwechseln  sind)  an 
und  berechne  5  mit  Hilfe  des  Gesetzes  der  virtuellen  Yerrückungen. 
Bedeuten  5„,  S^,  §„  die  Projektionen  der  Verschiebungen  der  Punkte 
a,  6,  c  auf  die  Geraden  da,  db,  de,  so  ergibt  sich  die  Gleichung 
(44)  l.^^s',K-{-~S,h,-^'S^h,  =  S^^s,  -^S^_^s^-\r~S,^s,, 
welche  nur  die  Unbekannte  5  enthält. 

Ist  der  Stabbüschel  auf  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  x, 
y,   -.  bezogen,  und  sind  die  Seitenverschiebungen  der  Punkte  a,  6,  e,  d 
nach  der  Richtung  der  a:-Achse:  ^„,  ^5,  ^,,  ^^, 

"        //-         V  "^a,    %,  f\n   \l^ 

11  11  11  V  •"  V  ^o)     Qbl     ici     Qdi 

sind  ferner  S^.^,  /Si.^,  S^.^  die  den  Achsen  x,  y,  x,  parallelen  Seiten- 
kräfte von  S^   usw.,  so  ist 

und  in  gleicher  Weise  lassen  sich  auch  die  Glieder  S^h^,,  S^h^  um- 
formen. Indem  man  nun  Gleichung  (14)  der  Reihe  nach  für  eine  nach 
den  Richtungen  x,  y,  %  angreifende  Kraft  P  =  1  anschreibt,  findet 
man  die  gesuchten  Seitenverschiebungen  ^^,  if]^,  'i,a  des  Punktes  d.  Die 
Einführung  rechtwinkliger  Koordinaten  ist  aber  nicht  erforderlich; 
sie  ist  sogar  nicht  einmal  immer  zweckmäßig.  Man  kann  die  Ver- 
schiebung des  Punktes  d  auch  durch  drei  beliebig  gerichtete  Projek- 
tionen 5  bestimmen. 

§  31. 
Kinematische  Ermittlung  der  Stabkräfte. 

1)  Auf  ein  statisch  bestimmtes  Fachwerk  mögen  in  den  Punkten 
1,  2,  ...;«..  .  gegebene  äußere  Kräfte  Pj,  Pg,  .  .  .  P„  .  .  .  von 
beliebiger  Richtung  wirken.  Es  soll  die  Spannkraft  Si^,  irgend  eines 
Stabes  '^'Ä:,  dessen  Länge  =  Sa,  sei,  in  der  Form 

s..=ihP,  -{-i^P,  + .  •  •  -i-p^P,.  +  ■  .  • 

dargestellt  werden,  wo  7;^,  p^,  .  .  .  p,„  .  .  .  Zahlen  bedeuten,  welche 
von  den  Lasten  P  unabhängig  sind  und  den  Namen  Einflußzahlen 
führen. 

Zur  Lösung  dieser  Aufgabe  verwandeln  wir  das  steife  Fachwerk 
durch  Herausnahme  des  Stabes  ik  in  eine  zwangläufige  kinematische 
Kette,  bringen  in  den  Punkten  ^  und  k  zur  Wiederherstellung  des  ge- 
störten Gleichgewichts  die  Kräfte  Sik  als  äußere  Kräfte  an,  schreiben 
nun  dem  Punktepaare  //,•  eine  verschwindend  kleine  gegenseitige  Ver- 

Mttller-Breslau,  Festigkeitslehre,    i.  Aufl.  22 
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schiebim^  A\a.  zu.   ermitteln   die   hierdurch   bedingten   Verrückungen 
sämtlicher  Knotenpunkte  und  wenden  schließlich  auf  diesen  Bewegungs- 
zustand   das   Gesetz    der   virtuellen   Verrückungen   an.     Wir  erhalten 
dann  die  Gleichung 
(46)  ^.,A^.,  =  F,h,  +  F,K  +  .  . .  +  P„.K  +  .  .  ., 

in  welcher  h^,  b^,  ■  .  .  die  Projektionen  der  Verschiebungen  der  Punkte 
1,  2,  .  .  .  auf  die  Richtungen  von  P^,  Pg,  .  .  .  P„,  .  .  .  bedeuten  und 
finden  die  gesuchten  Einflußzahlen  mittels  der  Beziehung 

Die  Aufgabe  der  Berechnung  der  Einflußzahlen  ist  hiernach  nur 
ein  einfacher  Sonderfall  der  im  vorigen  Abschnitt  behandelten  Dar- 
stellung der  elastischen  Verschiebungen.  Dort  handelte  es  sich  um  die 
Ortsveränderung  der  Knotenpunkte  infolge  von  Längen  an  deruu  gen  sämt- 
licher Stäbe;  hier  wird  nach  dem  Einfluß  einer  einzigen  willkürlichen 
Längenänderung  A.sr.^  gefragt.     Setzt  man  A.s.;t  =  1,  so  erhält  man 

P„  =  K. 

2)  Das  kinematische  Verfahren  ist  besonders  vorteilhaft  für  die 
Berechnung  von  solchen  Fachwerken,  die  durch  Beseitigung  von  n  Stäben, 
deren  Längen  \i^  x^  ...  x„  seien,  und  durch  Einfügung  von  n  Ersatz- 
stäben in  Fachwerke  der  einfachsten  Art  verwandelt  Averden.  Man 
schreibe  den  Ersatzstäben  zunächst  willkürliche  Längenänderungen  Ay 
zu,  und  stelle  nach  §  29  die  Verschiebungen  sämtlicher  Knotenpunkte 
und  die  in  ihrem  Gefolge  auftretenden  Änderungen  As^,  ^-x^^  •  •  •  ^^» 
der  Knotenpunktentfernungen  x^^  %,  •  .  •  x„  als  Funktionen  der  Werte 
A?/  dar.  Zwischen  den  n  willkürlichen  Werten  A?/  und  den  n  Werten 
A/.  bestehen  n  lineare  Gleichungen. 

Wählt  man  nun 

A^,  =  1,  Aa2  =  Aa3  =  A  ;,  =  ...  =  A.^  =  0, 
so  lassen  sich  mit  Hilfe  dieser  Bedingungen  diejenigen  besonderen 
Werte  jener  n  Verschiebungen  A/y  berechnen,  welche  den  Bewegungs- 
zustand einer  kinematischen  Kette  bestimmen,  in  die  das  Fachwerk 
durch  die  Beseitigung  eines  einzigen  Stabes,  des  Stabes  Zj  verwandelt 
wird.  Zwischen  der  Spannkraft  Z^  des  Stabes  z^,  den  gegebenen 
äußeren  Kräften  K,  P,  <5,  •  •  ■  und  den  Projektionen  der  Verrückungen 
A:,  p,  q,  .  .  .  der  Angriffspunkte  dieser  Kräfte  auf  die  Riciitungen  dieser 
Kräfte  besteht  dann  die  Gleichung 

Z,  =  Kk  -^Pp-^Qq-^... 

Hat  man  auf  diese  Weise  die  Kräfte  Z  berechnet,  so  erfolgt  die 
Ermittlung  der  übrigen  Stabkräfte  und  der  Stützenwiderstände  in  der 
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Kegel  am  schnellsten  mit  Hilfe  der  Gleichgewichtsbedingungen  für  die 
einzelnen  Knotenpunkte. 

In  den  folgenden  Beispielen  werden  wir  die  Verschiebungen  nach 
dem  im  §  30  unter  3)  angegebenen  Verfahren  berechnen.  Für  die 
Knotenpunkte  der  ebenen  Fußringe  soll  von  dem  Satze  Gebrauch  ge- 
macht werden:  Stellt  man  die  verschwindend  kleinen  Verrückungen 
der  Endpunkte  a  und  h  eines  starren  Stabes  nach  Größe  und  Richtung 
durch  die  Sti-ahlen  Oa  und  Ob'  dar,  Fig.  247,  so  muß  ab'J_ab  sein, 
weil  die  Projektionen  von  Oa  und  Ob'  auf  die  Stabachse  gleich  groß 
sein  müssen.  Sind  also  die  Verschiebungen  Oa'  und  Oc  der  End- 
punkte zweier  im  Knoten  b  zusammenhängenden  Stäbe  bekannt,  so  findet 
man  die  Verschiebung  Ob'  des  Punktes  b  mit  Hilfe  von  a'b'  _\_ab  und 
c'b'_\_cb. 


3)  Erstes  Beispiel.  Es  liege  das  in  Fig.  283  im  Grundriß  dar- 
gestellte Fachwerk  (System  der  von  Zimmermann  konstruierten 
Reichstagskuppel)  vor.  Die  Stützen  (1),  (2),  (3),  (4)  sind  wagerecht 
nach  allen  Richtungen  beweglich,  an  ihnen  greifen  nur  senkrechte 
Widerstände  an.  Die  Punkte  1,  2,  3,  4  sind  in  der  in  Fig.  283  ange- 
deuteten Weise  geführt.  Außer  den  senkrechten  Stützenwiderständen 
wirken  noch  rechtwinklig  zu  den  Führungen  wagerechte  Widerstände. 
Die  Stützung  der  Reichstagskuppel  weicht  hiervon  etwas  ab;  es  werden 
die  Punkte  1,  (1),  2,  (2),  3,  (3),  4,  (4)  nur  senkrecht  gestützt  und 
die  festen  Stützen  liegen,  ähnlich  wie  bei  den  in  den  Figuren  237  und 
238  dargestellten  Kuppeln,  in  den  Mitten  der  Seiten  1— (2),  2— (3), 
3— (4),  4— (1).  In  den  Knotenpunkten  I,  H,  IH,  IV  greifen  loti'echte 
Lasten  P^,  Pg)  •  •  •  ^^^  wagerechte  Lasten  H^^  Q^^  H^^  Q^^  .  .  .  an, 
in  den  Knotenpunkten  des  Fußringes  waagerechte  Lasten  M\,  Z^,  W^, 
K^^  .  .  .     Die  Höhe  des  Fachwerks  sei  h. 

Es  werden  die  vier  Stäbe  des  oberen  Ringes  beseitigt  und  dafür 
vier  Bewegungsfreiheiten  eingetauscht.    Als  vorläufig  willkürliche  Ver- 
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Schiebungen  soUen  die  \'oiTückiini;en  h\,  /.o,  /.'a,  /"^  dor  in  Graden  ge- 
führten Fußpunkte  1,  2,  3,  4  im  Sinne  der  daselbst  angreifenden  ge- 
gebenen Lasten  A'^,  K^^  Aj,  A'^  eingeführt  werden. 
I 

k r---C, >} 


Fig.  283. 

Durch  h\  und  Ä^  ist  die  Verschiebung  des  Stützpunktes  (1)  be- 
stimmt. Stellt  man  ^,  und  k^  durch  die  Strecken  Ol'  und  04'  dar 
(Fig.  284),  so  ist  die  Verschiebung  u\  =  0(1)'  von  (1)  durch  die 
Bedingung  l'(l)'_[_  1(1)  gegeben. 

]\Ian  findet 


11] 


>o^ 


und  ist  nun  imstande,  die  Verschiebungen  der  dreistäbig  an  den  Fuß- 
ring angeschlosseneu  Knotenpunkte  I,  II,  III,  IV 
im  Sinne  der  in  diesen  Punkten  angreifenden 
senkrechten  Lasten  P  und  wagerechten  Lasten  Q 
und  H  anzugeben.  Es  möge  dies  hier  mit  Hilfe 
der  bereits  auf  Seite  301  und  302  benutzten  Gleich- 
gewichtsbedingungen (24)  und  (25)  geschehen;  sie 
lauten  für  den  Knotenpunkt  I  (mit  den  Bezeich- 
nungen Äi=  Hi-\-  Zj  und  i?i  =  Q^-^-  Z^) 

_      _I\        _B^ 

s,  -^       h  b, 

TJ,  P,    b^        B,    /y,  A. 


Fig.  284. 


m 


'S'i 


'2 

B,    b^ 
b,    a, 
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Da  nun  die  Projektionen  der  Stablängen  6^,  f/j,  r^  auf  die  Ver- 
schiebungen ^1,  k^,  ic\  ihrer  Faßpunkte  beziehungsweise  gleich  6^,  b^,  b^ 
sind,  so  sind  die  Projektionen  der  durch  P^=l  erzeugten  Kräfte  <S\, 
D^   und  i?j   auf  jene  Verschiebungen  gleich 

6j  b^    bi  bi    6, 

und  man  erhält  daher  für  die  der  Kraft  P^  zugeordnete  Verschiebung  pi 
des  Knotenpunktes  I  den  Ausdruck 


[3] 


h     ö,      ^ 


und   ebenso  findet  man  für  die  Verschiebungen  im  Sinne  der  Kräfte 
Qi   und  Hj^  die  Werte 


— t'--i'''+(^  +  |)-. 


[4J  q^ 

[5]  /.,  =  ->^/.,  +  ^..V 

Werden  die  ic  durch  die  A-  ausgedrückt,  so  ergeben  sich  die  fol- 
genden Formeln  [6],  aus  denen  die  Formeln  [7]  bis  [9]  durch  Ver- 
tauschung der  Zeiger  entstehen. 


|6] 


[7] 


[8] 


7^1  =  — 

b, 
h 

i'- 

40+^)^-. 

qi  =  - 

■'t- 

-1:(^+^)^. 

L 

-      i^' 

P2=  — 

^1 
h 

«2 

■n+'^h 

^2=  — 

a. 

¥M'^>^ 

h,  =  - 

('2 

■      ^  '•■' 

Pz  =  — 

^2 
h 

«1    - 

^0+1)^3 

(Js  =  — 

::(^+::>» 

h=- 

:;■  '.- 

4^*3. 

[9] 
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h.  =  ~ 


^3 


Av 


Die  Knotenpunktentfernungen  I  ll,    II  III,  III  IV  und  IV  I 
ändern  sich  infolge  dieser  Verschiebungen  um 


[10] 


—  Qi  —  h^,  A;3  = 


h^  ^■'A  =  —  %  —  fu^ 


A;,  =  -7,-Aj. 


und   es   ergeben  sich  daher  die  folgenden  Beziehungen  zwischen  den 
Größen  A.v  und  /.•: 


[11] 


'2    ^ 


^:.. 


IIa  (/i  ((■, 


Addiert  man  die  dritte  Gleichung  zur  ersten,  die  vierte  zur  zweiten. 
und  subtrahiert  man  die  dritte  von  der  ersten,  die  vierte  von  der 
zweiten,  so  entstehen  die  folgenden  beiden  Gruppen  von  Gleichungen 


[12] 


=  Ar2+A.., 


(/.•l  +  /.3)e 


+  (^-2  +  A-Jf  (2  +  £)  =  A.;3  +  A-., 


[13] 


=  A;. 


^■■4 


{h,-k,)t 


+  (^2-^4)^(2  +  e)  =  A.3-A;, 
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Für  die  Nennerdeterminanteu  der  Gleichungen  [12]  und  [13]  er- 
geben sich  mit  den  Bezeichnungen  c^  =  «^  +  b^  und  c^  =  a^  -\-  b.j 
die  einfachen  Ausdrücke 

(2  +  e)-'-s^^  =  4a^e)=AK^^^^xA) 


(2 +  s)^-£'^  =  (2  +  £  4-0(2  +  ^-0 


4CiC2 


und  man  gelangt  nach  einer  kurzen  Zwiscbenrechnung  zu  dem  folgen- 
den Ergebnis. 

Man  berechne  die  drei  Zahlen 


[14]      a 

_c,b,  —  c,b, 
8qc2 

ß  =  'i 

b,-\-c,b, 

a,b,^ 

«2^1 

bM 

und  aus 

diesen  die  vier 

Zahlen 

[15] 

Y  — a. 
7  +  a- 

V  = 

-ß- 

+  ß- 

-Y  +  0,5 

um  dann 

zu  erhalten 

[16] 


/.-,=  -  -J. A  ;,  -  X A  ■.,  +  1^  (v A  ■.,  +  ^A  -.3) 


,A-.,-.aA-.3-f-^(vA'.,+  ;A^J 


aA 


p.A^.  +  Y  (vAv,+  iA;J. 


Nach  dieser  einfachen  Untersuchung  kann  man  den  Einfluß  der 
einzelnen  Lasten  P,  Q,  H.  K.  TT'  auf  die  einzelnen  Stabkräfte  schnell 
angeben. 

"Wird  z.  B.  die  Spannkraft  Z^  des  Stabes  IT' 7  gesucht,  so  handelt 
es  sich  um  die  Verschiebungen  der  Knotenpunkte  einer  durch  Be- 
seitigung des  Stabes  x^  aus  dem  Fachwerk  abgeleiteten  zwangläufigen 
kinematischen  Kette.  AUe  Stäbe  dieser  Kette  sind  starr  anzunehmen, 
es  ist  also  A.r2  =  ^x^  =  A^4=  0  zu  setzen,  über  die  eine  Bewegungs- 
freiheit der  Kette  wird  durch  die  Festsetzung  A  '.  ^  =  1  verf  ü.gt,  um  Z^ 
in  der  Form 

Zi  =  2  Pjj  +  2  Qq  +  2  i7/^  -f-  2  TT'^r  +  2  Ä7.- 
darzustellen.     Man  findet  aus  [16] 


^1 


'-  /'i 
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und   kann  uuii   mit  Hilfe   von    [1]   und  [6]  bis  [9]  alle  übrigen  Ver- 
schiebungen  /<\.  y>j.  7i  .  .  .  berechnen. 

Ist  z.  B.  /y,  =  3.0"'.  />,r=5,0'".  «1  =  4,0"',  «2=6,0'".  /^=4,0'",  so 
ergibt  sich 

1        ,         17  19 


=  0,0734, 


308  "    '         154  "     '        248 
=  0,0799,         V  =  0,3130, 


/.-^  =  -}-  0,1878.   I:,  =  —  0,0734.  k,  =  +  0,0203,  /,-. 


0,0338, 
—  0,0799, 


und   man   erhält  die  in  dem  folgenden  Verzeichnis  angegebenen,  auf 
2  Stellen  abgerundeten  Verschiebungen  /.-,  u\,  p  .  .  .: 


P» 


m  =  1 
w  =  2 
m  =  3 

///  =  4 


—  0,07  I       +  0,04 
+  0,02  —  0,03 

—  0,08  +  0.05 
+  0.19  —0.31 


0,08  —  0,02 

0,00  —  0,03 

0.09  +  0,12 

0.38  —  0,82 


—  0,18 
+  0,02 
+  0,03 

—  0,12 


Danach  ergibt  sich 

Z^  =  —  0,07  K,  -f  0,02  K^  —  0,08  K^  +  0,19  /i^ 
+  0.04  II '1—  0,03  Ti;  +  0,05  W^—  0,31  Ti; 

—  0,08  Pi  —  0,00  P2  +  0,09  P3  —  0,38  P^ 

—  0,02  Q^  —  0,03  Q^  +  0,12  Q^  —  0,82  Q^ 

—  0,18  H^^  0.02  H^  +  0,03  H^  —  0,12  H^. 

Damit  sind  auch  die  Bildungsgesetze  für  Zg,  Z^  und  Z^  gegeben. 

]Sach  Berechnung  der  Spannkräfte  Z  in  den  vier  Stäben  des 
oberen  Ringes  lassen  sich  die  übrigen  Spannkräfte  und  die  Stützen- 
widerstände ohne  weiteres  mit  HiKe  der  Gleichungen  [2]  und  der  ein- 
fachen Gleichgewichtsbedingungen  für  die  Knotenpunkte  des  Fußringes 
angeben.  Es  bietet  aber  auch  keine  Schwierigkeit,  alle  diese  Un- 
bekannten kinematisch  zu  ermitteln. 

Handelt  es  sich  z.  B.  um  die  Spannkraft  D^.  so  müssen  die 
Knotenpunktverschiebungen   für  den   Bewegungszustand   A(/i=l   be- 


rechnet werden.     Da  nun   die  Kräfte   Pj  =: 
für  sich  allein,  im  Stabe  d^   die  Spannkräfte 


1,  Pi  =  1,  jede 


b,    d. 


h    d, 


hervorrufen,  so  erzeugt  Af/^  =  1  die  A^erschiebungen 


Ih  = 


A   ^1 


bi    d, 


1,       h,: 
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und  die  Formeln  [6]  «^ehen  über  in 


[6a] 


bo    b. 


lh  =  — 


h   \      '    a^/    ^       h     a^ 


K  = 


Aa- 


Die  Gleichungen  [7].  [8],  [9]  und  die  Gleichungen  [1]  bleiben 
ungeändert,  und  die  Bedingungen  [10]  liefern,  da  alle  A.y  gleich  Null 
gesetzt  werden,  vier  Gleichungen,  die  sich  von  den  Gleichungen  [11] 
nur  dadurch  unterscheiden,  daß  an  die  Stelle  von 

\x,,  A.^3,   Ar,.   A-., 
der  Reihe  nach  die  Werte  treten 

dl 


A  A  ,  0,  0. 


a, 


«, 


Daraus  folgt  aber,  daß  A^/j  =  1  die  Verschiebungen  erzeugt: 


(Ä 


x^-. 


(,"■ 


e^- 


k. 


A,. 


Es  sei  noch  darauf  hingewiesen,  daß  sich  auch  der  Einfluß  der 
elastischen  Längenänderungen  der  Stäbe  auf  die  elastischen  Verschie- 
bungen der  Knotenpunkte  mit  Hilfe  der  bei  der  Berechnung  der 
Spannkräfte  gewonnenen  Zahlenwerte  schnell  verfolgen  läßt. 

Zweites  Beispiel.  Der  obere  Ring  des  in  Fig.  285  dargestellten 
Fachwerks  sei  ein  regelmäßiges  »-Eck,  die  Seitenfache  bestehen  aus 
Rechtecken  und  gleichschenkligen  Dreiecken.  Es  genügt,  das  Bildungs- 
gesetz für  Zj  durch  Untersuchung  des  Bewegungszustandes  A;?!  =  1 
zu  ermitteln. 

Die  Beziehungen  zwischen  den  Spannkräften  .S^,  P^,  P^  und  den 
in  1  angreifenden  Kräften  Pj,  B^  =  Q^-{-  Z^^  A^^  H^-^  Z^  lassen 
sich  wieder  mit  Hilfe  der  Momentengleichungen  ohne  weiteres  hin- 
schreiben (siehe  Seite  300).  Die  Längen  der  drei  Stäbe  seien  .§,  .s,  d^ 
die  Höhe  des  Fachwerks  sei  h:  die  übrigen  Bezeichnungen  sind  aus 
der  Fig.  286  zu  ersehen.     Man  findet 


(a) 


.S',             P, 

b        B, 

•s   ""        h 

1         c 

S     ~~^     Ji 

A  +  Ä  +  ii 

f  ^   e   ^   a 

D,            P, 

b         P,  _  A, 

d             h 

m         a         a 
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Fig.  285. 


Da  nun  die  Projektionen  der  Stablängen  .s,  .s,  d  auf  die  Rich- 
tungen der  Verschiebungen  Ä^,  ii\^  k„  ihrer  Fußpunkte  gleich  b  sind, 
und    da    sich    u\  =  —  k^    ergibt,    vgl.    Formel    [1]    auf    Seite   340. 


Fi-   286. 
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so   erhält  man   für  die  Verschiebungen  jj^,  q^,  h^   des  Punktes  1  die 
Werte 


(b) 


\       c  e  a  / 

\  a  a  / 


und   damit  sind   auch  die  Verschiebungen  der  übrigen  Knotenpunkte 
des  oberen  Ringes  bestimmt.     Beispielsweise  wird 

\       a  a  J 

Nun  erhält  man 

Multipliziert  man  diese  Gleichung  mit  -r-  und  beachtet  daß 


a-\-  c 


ist,  so  erhält  man  die  Beziehung 


^•„  +  9^-,  +  ^,  =  — A^, 


2a 

e 


Der    Verschiebungszustand    A;^:^  =  1,    A:^2=Ai3 
wird  also  durch  die  Gleichungen  beschrieben*) 


A.%  =  0 


^•i  +  <P^-2+A-; 


0 


/.-„_2  +  9A-„_i  +  A-„ 
A-„_,  +  9A-„  +  ;,-, 


*)  Die  linken  Seiten  dieser  Gleichiungeu  haben  diese!  I)e  Form,  wie  die  von 
Zimmermann  in  seinem  Buche  über  Ramnfachwerke  auf  Seite  61  zur  Berechnung 
der  Werte  Z) :  d  eines  sechseckigen  Kreisfachwerks  gefundenen  Gleichungen  109. 


—     348 


Die  Autlösung  geht  stets  schuell  von  statten.     Für  // 
man  mit  den  Bezeichnungen 

1  r/         .  1  a 


erhält 


die  Werte ^) 


*       2(92  —  4)     b'     ^       2(9=^  —  2)    b 

k^  =  k,=  —  Oi  —  ^ 

2a 


''4  — 


.•2—9/.-,. 

Nach  Berechnung  der  Spannkräfte  Z  findet  man  die  übrigen 
Spannkräfte  und  die  Auflagerwiderstände  mit  Hilfe  der  Gleichungen 
(a)  und  der  leicht  zu  findenden  (lleichgewichtsbedingungen  für  die 
Knotenpunkte  des  Fußringes. 

4)  Als  lehrreiches  Übungsbeispiel  empfehle  ich  dem  Leser  auch 
die  Untersuchung  des  in  Fig.  287 
angegebenen  unregelmäßigen  Fach- 
Averks  mit  wagerechten  Ringen  und 
rate,  die  Verschiebungen  p^,  q^^  /^^, 
P21  I21  K  •  ■  ■  sowohl  auf  dem  in 
den  vorstehenden  Beispielen  einge- 
schlagenen Wege,  als  auch  nach 
einem  geometrischen  Verfahren  zu 
bestimmen,  das  auf  der  Lösung  der 
folgenden  Aufgabe  beruht. 

Ein  Knotenpunkt  4  sei  mit  drei 
in  einer  Ebene  liegenden  Knoten- 
punkten 1,  2,  3  durch  starre  Stäbe 
verbunden,  deren  Längen  s^,  s^,  Sg 
seien  (Fig.  288).  Die  Punkte  1,  2,  3 
bewegen  sich  in  der  Grundrißebene 
und  erfahren  gegebene,  durch  die 
Sti-ecken  O'l',  0'2'.  r/3'  dargestellte  verschwindend  kleine  Verschie- 
bungen; gesucht  ist  der  Grundriß  0'4'  der  Verschiebung  des  Punktes  4. 

*)  Um  die  acht  Gleichtmgen  aufzulösen,  addiere  man  die  5.  zur  1.,  die  6. 
zur  2.  usw.  und  subtrahiere  die  5.  von  der  1.,  die  6.  von  der  2.  usw.  Man  erhält 
dann  vier  Gleichungen  mit  den  Unbekannten  x^  =  k\  -\-  /r^,  x^  ==  k^  +  Ä-g,  «3  =  k^  -\-  A-„ 
x^  =  k^  -\-  Ä-g  und  vier  Gleichungen  mit  den  Unbekannten  y^  =  k^  —  i'5,  y^  =  k^  —  A:g, 
y^  =  A3  —  A-„  y^  =  k^  —  kf^.  Aus  der  ersten  Gruppe  von  Gleichungen  lassen  sich  nun. 
in  derselben  "Weise  zwei  neue  Gruppen  von  Gleichungen  mit  den  Unbekannten 
•^1  4"  ^3^  ^2  ~\~  ■'^41  ^^"^^  ■''1  —  -''ai  ^2  —  •'■4  bilden  und  in  derselben  Weise  wird  auch 
mit  den  y  verf^ren. 


Fig.  287 
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Man  lege  durch  die  Punkte  1',  2',  3'  des  Yerschiebungsplans  die  Ge- 
raden (.s/),  (s^'),  (sg'),  welche  senkrecht  auf  den  ihnen  entstprechenden 


Eichtungen  5/, 


,'  der  Stabgrundrisse  stehen,  und  bestimme  den 


Schnittpunkt  1  •  2  von  (s^')  und  (.So')  und  den  Schnittpunkt  2  •  3  von  (.s-,') 
und  (.s-3').     Zieht  man  dann  durch  1-2  und  2-3  die  Geraden  (n^.^) 


und   (;?2 . 3)  senkrecht  zu  den  Verbindungslinien 


und   ?^2  •  3   t^^r 


Knotenpunkte  1,  2,  3,  so  schneiden  sich  diese  beiden  Geraden  in  dem 
gesuchten  Punkte  4'.  Um  dies  zu  beweisen,  nehmen  wir  zunächst  an, 
4  liege  in  der  Grundrißebene  und  sei  nur  an  1  und  2  angeschlossen. 


^o  V» 


Seine  Geschwindigkeit  ist  dann  durch  die  in  1'  und  2'  auf  5/  und  s^' 
errichteten  Lote  bestimmt,  und  es  fällt  4'  mit  dem  Punkte  1  •  2  zu- 
sammen. Lassen  wir  nun  4  aus  der  Grundrißebene  heraustreten,  so 
bleibt  die  Projektion  der  Geschwindigkeit  0'4'  auf  die  Kichtung  der 
Geraden  ii^ .  ^  ungeändert,  weil  eine  in  4  parallel  zu  n^ .  ^  angreifende 
äußere  Kraft  Q  nur  in  den  beiden  Stäben  s^  und  s^  Spannkräfte  er- 
zeugt und  zwischen  diesen  Spannkräften  und  ihren  Projektionen  auf 


S,  _  5/ 


S,' 
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wo  /?,.3  die  Länge  der  Strecke  1—2  bedeutet.  Daraus  folgt  nun, 
daß  4'  in  der  Geraden  (/^i-g)  Hegt,  und  ebenso  Avird  bewiesen,  daß 
4'  auch  der  Geraden  {n^ .  3)  angehört.  Kennt  man  nun  den  Grundriß 
0'4'  der  Verschiebung  des  Punktes  4,  so  kann  man  auch  den  Aufriß 
0"4"  schnell  angeben.  In  Fig.  288  wurde  die  Aufrißebene  durch  den 
Stab  .s'a  gelegt  und  0"4"  mittels  der  Bedingung  2"4"_i_2  4  bestimmt 
Mit  Hilfe  dieses  Verfahrens  lassen  sich  die  Einflüsse  der  Verschiebungen 
Aj.  Ao.  Ä-3.  A-4  auf  die  Verschiebungen  p^,  7,,  1/^.  p^^  q^,  K  ■  •  •  sehr 


Fi«-.  289. 


schnell  feststellen.  Fig.  289  zeigt  die  Anwendung  unserer  Konstruk- 
tion auf  den  im  ersten  Beispiel  untersuchten  Sonderfall  der  Reichstags- 
kuppel; die  Verschiebungen  sind  in  der  Reihenfolge  u\^  h^^  q^,  Pi  mit 
Hilfe  von  (d')  _j_  d\  {n)  _\_  n  und  (7-)  _[_  r  im  Aufriß  bestimmt  worden. 
Die  beiden,  die  Einflüsse  von  A-^  und  A:^  gesondert  angebenden  ein- 
fachen Zeichnungen  können  auch  zur  schnellen  Herleitung  der 
Gleichungen  (12)  benutzt  werden. 


§  32. 
Das  statisch  unbestimmte  räumliche  Stabwerk. 

1.  Werden  die  Spannkräfte  der  Stäbe  eines  statisch  unbestimmten, 
räumlichen  Fachwerks  in  der  Form 

als  lineare  Funktionen  der  statisch  unbestimmten  Größen  X„,  X^,^  X^. . . 
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dargestellt,  so  stehen  zur  Berechnung  der  Größen  X  die  Gleichungen 
zur  Verfügung 

0  =  25<,Ä„?  +  25<.£/.s  —  X„:^SJg  —  X,:2S,S„g  —  A',26;6'„p  —  . . . 
0  =  25„5,p  -\-:ES,&t.^  —  A'„2 S^S,g  —  A,25,2p  —  X2Ä,5<.?  —  . . . 


^~  FF 

Dabei  wird  vorausgesetzt,  daß  die  von  der  Xachgiebigkeit  der 
AViderlager  herrührenden  Yerschiebungen  der  Stützpunkte  durch  Än- 
derungen der  Längen  von  Auflagerstäben  berücksichtigt  werden. 

Als  leicht  zu  behandelnde  Beispiele  sind  die  in  den  Fig.  279  und 
280  dargestellten  Schwedlerkuppeln  mit  Spitze  und  versteiftem  Schluß- 
ringe anzuführen,  die  aber  in  allen  Seitenflächen  die  Diagonalen  be- 
halten und  ebenso  an  allen  Fußpunkten  die  geradlinigen  Führungen. 
Die  Achteckkuppel  mit  Spitze  ist  dann  fünffach  statisch  unbestimmt  und 
die  Achteckkuppel  mit  einem  durch  vier  Querriegel  versteiften  Schluß- 
ring vierfach  statisch  unbestimmt. 

2.   Besonders  wichtig  ist   der  Fall    eines    räumlichen   Stabwerks, 

welches  teils  fach  werkartig,  teils  vollwandig  ausgebildet  ist.     Für  die 

auf  Biegung  beanspruchten  Stäbe  werden  die  Längskräfte  A  und  Bie- 

guugsmomente  31  ebenfalls  als  lineare  Funktionen  der  X  dargestellt: 

A=  A„  -  A„ A„  -  A, A,  -  A.A.  -  •  •  • 

M=  J/„  _  J/„A„  —  M,X,  —  Ji,A.  —  .  .  . 

und  zur  Berechnung  der  A    stehen    die    Elastizitätsgleichungen    zur 
Verfügung: 

0  =  So„  +  ?)„,  —  A„8,„  —  A,S,„  —  A.5..  —  .  .  . 

0  =  §0.  +  6.,  —  X^K,  —  A,S,,  —  XX,  —  .  .  . 

0  =   5o.  +   K,    —    XXr  —  XXr  —  ^rKr  —  •    •    • 


(47) 


wo  für  zwei  beliebige  Zeiger  7;  und  q 

y*°)  0P2         '     ^^    -t]       EF~^]        EJ 

Gleichung  (48)  gilt  für  alle  5  mit  Ausnahme  von 
K>^  S*o  Sc.  •  •  •  , 
welche  nach  der  Formel  zu  berechnen  sind 

(49)  h,,=  ^S,,t.s-{~lx,tf,ds+lM^,^ds. 

p  =  a.  b,  c  .  .  . 

der    Bed 

Seite  92,  Fig.  77. 
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An  Stelle  von  hop  (p  =  «,  />,  c  .  .  .)  darf  man  auch  schreiben 

Bei  stärker  gekrümmten  Stäben  ist  X  zu  ersetzen  durch 

)■ 
wo    ;•    den    Krümmungsradius    der    als    Kurve    einfacher   Krümmung 
gedacliten   Stabachse    bedeutet.     Auch    muß    dann    an   die  Stelle  des 
Trägheitsmomentes    J   des    Querschnitts    der    auf  Seite    213    erklärte 
Wert  Z  treten. 

Will  mau  den  Einfluß  der  von  Querkräften 

Q  =  Qo  -  a  A'„  -  Q,X,  -  X,X,  —  ... 


Fig.  290. 


/ 


erzeugten  Schubspannungen  berücksichtigen,  so  muß  man  zu  dem  oben 
angegebenen  Ausdruck  für  h^^  noch  das  Glied 

QpQ.ds 
OF 
hinzufügen. 

3)  Beispiel.  Da  die  Untersuchung  statisch  unbestimmter  räum- 
licher Stab  werke  meist  zu  recht  umfangreichen  Rechnungen  führt,  so 
begnügen  wir  uns  hier  mit  einem  einfachen  Beispiel,  das  aber  voll- 
ständig genügen  wird,  die  Art  und  Weise  der  Behandlung  derartiger 
Aufgaben  zu  erläutern. 
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Wir  wählen  die  Untersuchung  einer  offenen,  regelmäßigen  S ch wed- 
le rschen  Achteckkuppel  mit  biegungsfestem  ebenen  Schlußring.  Fig.  290. 
Die  Belastung  der  Kuppel  sei  symmetrisch  in  bezug  auf  die  Halbie- 
rungsebene AB  zweier  Ringseiten.  Die  in  Fig.  290  fortgelassenen  Dia- 
gonalen sind  dann  spannungslos. 

Zunächst  möge  der  Schlußring  für  sich  allein  betrachtet  werden. 
Fig.  291.  Das  Trägheitsmoment  J  seines  Querschnitts  sei  konstant. 
Von  den  drei  auf  Seite  125  abgeleiteten  Elastizitätsgleichungen  [9]  ist 
die  eine  infolge  der  Symmetrie  der  Belastung  überflüssig.  Die  beiden 
anderen  gehen  über  in 

fMds  =  0,     jM.rds  =  0. 


'^. 


0& 


' 

\\ 

A<^ 

/ 

m 

-7 

'^ 

''  9V 

:i(' 

X 

Fig.  291. 


Greifen  die  Lasten  nur  in  den  Knotenpunkten  an,  was  hier  vor- 
ausgesetzt werden  möge,  so  ist  die  Momentenfläche  jeder  Ringseite  ein 
Ti'apez.  Fr  den  Querschnitt  m  sei  das  Moment  gleich  M„\  sein  Bei- 
trag zum  Integral  /  Mds  ist  gleich  dem  Inhalte  der  beiden  in  Fig.  256 
schraffierten  Dreiecke,  d.  i.  gleich  M„a,  und  es  geht  daher  die  erste 
Bedingung  über  in 
[1]  2if„.  =  0. 

Der  Beitrag  von  i/„,  zum  Integrale  /  Mxds  ist  gleich  dem  auf 
di(!  //-Achse  bezogenen  statischen  Momente  der  in  den  Drittelpunkten 
d'  und  d"  der  an  m  grenzenden  Ringseiten  wirksam  gedachten  Gewichte 

— ^— •     Vereinigt  man  nun  diese  beiden  gleich  großen  Gewichte  im 

Mittelpunkte  m   der  Strecke  d'd'\  und  bezeichnet  man  die  Länge  der 


Müller -Breslau,  Festigkeitslehre.    4.  Aufl. 
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Strecke  Oni  mit  c.  so  wird  der  gesuchte  Beitrag  =  M^a  •  c  cos  9«,  und 
die  zweite  Bedingung  nimmt  die  einfache  Form  an 
[2]  2J/„cos9„  =  0. 

Wir  bezeichnen  nun  die  Biegungsmomente  für  die  Knotenpunkt- 
(^uerschnitte  c,  a.  6,  d  (Fig.  290)  mit  Y,.  X„.  X^,  Y^.  Zwischen 
diesen  Momenten  bestehen  nach  den  Gleichungen  [1]  und  [2]  die  Be- 
ziehungen 

1;  +  X  +  X,  -f  1;  =  0 

Y^  cos  e  -|-  X„  sin  e  —  J^j,  sin  e  —  Y^  cos  s  =  0, 

und    es  ergibt  sich  mit  tg£=y2  —  1   für  jeden  Belastungszustand 
der  Kuppel 

[3]  ^^'  =  -  Y  ^'^^''  -  Y  (2  -  V2)  X, 

[4]  i;  =  -2-V2A',-^(2-y2)AV 

Es  sollen  nun  diejenigen  Spannkräfte  D  und  S  in  den  am  frag- 
üchen  Ringe  angreifenden  Fachw^erkstäben  berechnet  werden,  die  nur 
von  den  Momenten  X^  und  Xf,  abhängen,  die  also  verschwinden,  v^enn 
A'„  und  Xt  gleich  Null  werden.  Wird  jede  Spannkraft  D  in  ihrem 
oberen  Endpunkte    zerlegt   in   eine  mit  der  Rippe  zusammenfallende 

Seitenkraft  aD,  wo  X  =  — ^  ist,  und  eine  mit  der  Ringseite  zusammen- 
fallende Seitenkraft  oD,  wo  w  = -^,  so  müssen  die  am  unbelasteten 

ebenen  Schlußringe  angreifenden  5  und  B  offenbar  den  Bedingungen 
genügen: 

I  .S'i-f  aZ)i=0 

52  +  aZ)2=0 
6'3+Xi)3=0 
S.  =0 


[5] 


denn  Gleichgewicht  kann  nur  bestehen,  wenn  die  am  Ring  angreifenden 
Kräfte  in  der  Ebene  des  Ringes  liegen. 

Außerdem  muß.  falls  sich  für  wDi«  der  Wert 

[6]  a)A«=  +  aA^a+ß-^* 

ergibt, 

[7]  «i;3a  =  — ßA„4-aA, 

sein,  und  (^D^a  muß  die  Form 

[8]  6>Z)2a  =  Y(A„  — AJ 

erhalten.  Aus  Gleichung  [6]  und  [7]  folgt 

ü  Z>i  a  +  (0  Z^g  a  =  (a  —  ß)  ( A„  —  A^). 


355 


Außerdem  besteht  die  Gleichgewichtsbediugun^ 
(w2),  +  o  D3)  sin  45°  +  w^a  =  0, 
weshalb  sich 

ß  — a 


[9] 


y2 


ergibt. 

Bezeichnet  man  nun   die  Längskraft  für  den  Ringquerschnitt  Ä 
mit  N  (Fig.  293),  so  lassen  sich  X„  und  X^  auch  wie  folgt  schreiben 

A^,  =  i^I),a  sin  45  °  —  Na  (1  +  sin  45°)  +  F., 
X,=  —  A^asin45°  +  F,, 


/z^Z>., 


Fig.  293. 


und  man  gelangt,  indem  man  N  aus  diesen  beiden  Gleichungen  elimi- 
niert und  Y,  mittels  Gleichung  [3]  durch  X^  und  X^  ausdrückt,  zu 
der  gesuchten  Beziehung  zwischen  Dj,  X^  und  X^,.  Damit  sind  aber 
auch  i>2  ^^d  Dg  als  Funktionen  von  X^  und  Aj  dargestellt.  Auf 
diesem  Wege  findet  man  die  Formeln 


[10] 


oD,«  =  _  2  (V2  +  1)  X^  -f  2  (y2 
a)I}2«  =  +  4(A„  — A,) 


1)^Y, 


[  oZ>3Ö  =  —  2  (V2  —  1)  A„  +  2  (y2  +  1)  X, 


Jetzt  kann  man  mittels  der  Gleichung  [5]  die  Spannkräfte  S 
finden  und  kennt  somit  die  Spannkräfte  in  sämtlichen  Stäben  der  oberen 
•Zone  der  Kuppel.  Die  Spannkräfte  in  den  übrigen  Teilen  der  Kuppel 
werden  nach  dem  im  §  28  angegebenen  Verfahren  berechnet,  und  da- 
mit ist  dann  die  Ermittlung  des  Einflusses  von  X„  und  A^  auf  alle 
Stabkräfte  erledigt. 

Der  Einfluß  der  in  den  Knotenpunkten  angreifenden  Lasten  auf 
das  statisch  bestimmte  Hauptsystem  wird  nunmehr  unter  der  Voraus- 
setzung berechnet,  daß  auch  in  den  Knotenpunkten  des  Schlußringes 

23* 
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Gelenke  angeordnet  sind  (Zustand  A'  =  0),  und  schließlich  werden 
die  beiden  statisch  unbestimmten  Größen  A'„  und  A',,  mit  Hilfe  der 
Gleichungen  berechnet 

r,,,  |c%„=A„6„„  +  AA,. 

Benutzen  wir  das  Zeichen  S  vorübergehend  für  alle  Stabkräfte,  so 
erhalten  wir 


^Sl^^^^JMl^ 


EF    '  J     "EJ 

EJ 


h„,  =  ^S^S,^^-\-JM„M,  ^' 


s       ,    C  -.^o  ds 


k.  =  ^si^+jm;^ 


Die  Summen  erstrecken  sich  über  die  Fachwerkstäbe,  die  Integrale  über 
den  biegungsfesten  Ring. 

Für  die  Ringseite  ca  ist  z.  B.  im  Abstände  x  vom  Knotenpunkte  a 


a 
und  dieser  Wert  geht  für  A„  =  —  1  über  in 

Die  Ringseite  liefert  also  zu  8„„  den  Beitrag 


^/[-^+^0+ivf)j 


EJ 

0 


2 

dx. 


Auf  diesem  Wege  findet  man  leicht  für  die  Ringhälfte*)  die  Werte 

Diese  Ausdrücke  sind  unabhängig  von  der  Anzahl  der  Geschosse  der 
Kuppel.  Die  Berechnung  der  über  die  Fachwerkstäbe  auszudehnenden 
Summen  wird  am  besten  sofort  mit  Zahlen  ausgeführt;  sie  bietet  keine 


*)  Es  genügt,    die  Summen  für  die  Hälfte  der   symmetrisch    belastet   ange- 
nommenen Kuppel  zu  berechnen. 
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Schwierigkeit  und  erfordert  nicht  einmal  besonders  großen  Zeitaufwand. 
Für  den  Fall  einer  eingeschossigen  Kuppel  wollen  wir  die  Buchstaben- 
berechnung hier  noch  etwas  weiter  durchführen.  Wählen  wir  für  die 
Spannkräfte  in  den  Diagonalen  wieder  das  Zeichen  D,  so  erhalten 
wir  für  die  Beiträge  der  Fachwerkstäbe  zu  den  Größen  §„„,  8„j,  Sjj. 
mit  Beachtung  der  Gleichung  [5]  die  "Werte 


~      EF.^"  ER 


^)2/AA. 


""      \EF,    '  EF, 

Avorin  F,  den  Querschnittsinhalt  für  eine  Rippe  und  F^  für  eine 
Diagonale  bedeutet.  Den  Diagonalen  D^,  Dg,  JD^  entsprechen  für 
X„  =  —  1  und  Xi,  =  —  1  der  Reihe  nach  die  Werte 

co«i)„  =  +  2(V2-f  1);     -4;     +2(V2  — 1) 

üaA  =  — 2(>2  — 1);     +4;     —  2(V¥+1), 

weshalb  sich  für  die  Hälfte  der  Kuppel  ergibt 

40 


Nehmen  wir  nun  an,  es  greife  am  Schlußringe  eine  sich  auf  die 
beiden  Knotenpunkte  d  verteilende  wagerechte  Last  H  an,  Fig.  290. 
In  diesem  Belastungsfalle,  Zustand  ^Y„  =  0,  Xf,  =  0  (Schlußring  mit 
Gelenken)  werden  nur  die  Stäbe  der  an  die  Knotenpunkte  d  grenzen- 
den Seitenfache  beansprucht.    Es  entsteht 

S3  =  —  >v  -D3 . 0 ; 
die  übrigen  <S'  und  D  werden  =  0,  und  es  ergibt  sich  daher 

~\EF,  ^EeJ^''-^'" 

_/X^g  d   \   gy2      2(V2  — 1) 

~\EF,  ^ EFJ      2o 


ao 
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und 


i/V2       2(V2-1-1) 


__/a2.s  d   \Hy^     20/2- 

^o*—       XEF^^EFj      2(0      ■  ao 

Setzt  man  zur  Abküi'zung 

F,a^     n  0)2 

'^   ^  s    F, 
(|-V2).  =  v, 

a/'2-i)}j.  =  v2, 

so  gehen  die  Gleichungen  [11]  über  in 

(v,  +  40)  X  +  (V2  -  24)  X,  =  (+  2  -  y2)  //« 

(v^  -  24)  X„  +  (V,  +  40)  A;  =  (-  2  - 1/2)  Ha ; 

4  1 

sie  liefern,  wegen  Vj  -|-  v^  =  -^  [x  und  v^  —  V2  =  rund  ^  pi 

y         Y  I    Ha  1 


X-f  A,= 


128 


14- J^ 


12 


Nun  folgt 


V2- 


6,i)3Ö  =  -  2  \'  2  (A„  -  AO  +  2  (A„  +  A,)  +  Ha    ^ 

o)i)2f^  =  +  4        (A„-A,) 

oZ>,a  =  —  2  V2'(A„  —  AV)  —  2  (A„  +  A,). 

Zahlenbeispiel.     Ist  fj.  =  0  (vollkommen  starrer  Ring  mit  J  =  oo),  so  findet 

TT  TT  TT 

wZ>2  =  -^,  0)7),  =  wZ>3  =  -ö-  1/^2  =  — sin  45° 


und  für  77=  10000  kg 

(0  A,  =  1770 ,   ü)  A,  =  2500 ,  uiD^  =  1770  kg. 
Es  sei  nun  o  =  2,6'",  .s  =  3,6'",  r/  =  4,7'",  a'  =  3,2'",   also 

0)  =  14  =  0,68.  X  =  M  ^  0.77,  -^  =  1.31,  ^  =  0,72. 

4,7  4,7  .s  s 

F. 

F,  z=  34  ricm .       Fd  =  l\  qcm .       also     ~  =  3. 


J 


—     359     — 

Der  Ring  bestehe  aus  einem  C-Eisen  N.  Pr.  14  mit  wagerecht  liegendem  Stege. 
Dann  ist 

und  es  ergibt  sich 

„        „         ,     10000-2,60  128  ,    .,.„, 

X.-X.  =  + ^g 276  +  128  ^  +  '^^-''g°^ 

^,    ,    „              10000-2,60        12/2"  ,.,  ., 

X.  +  X,  = g T76+I2-  =  -  ^^^^^  ^^'' 

und  hieraus  und  mittels  der  Gleichungen  [3]  und  [4] 

Xa  =  +  162  tgm,  Xb  =  —  353  kgm 

Yc  =  —    11  kgm,   r<i  ==  +  202  kgm. 

Das  Widerstandsmoment  des  Ringquerscknitts  ist  87  cm^,  imd  es  wird  daher 
die  Biegungsspannung  im  Ringe 

35300  ,  ,_^, 

ff  =  — ^- —  =  rund  400  kg/ijcm. 

Für  die  Diagonalen  erhält  mau  schließlich  die  Werte 

Z>3  =  9400,  Z».,  =  +  1200,  D^  =  —  610  kg. 

Ein  vollkommen  starrer  Ring  würde  liefern 

Z>3  =  +  2600,  -02  =  +  3700,  D^  =  +  2600. 

Sind  die  Knotenpunkte  des  Schlußringes  gelenkai-tig  ausgebildet  (A'o  ^  ü,  A'j,  =  0). 
30  entsteht 

Ds.Q=  ^J^    =  7250  /2  =  10250  kg.  Z>.  =  0.  I\  =  0. 
2ci) 

Der  Untei-schied  zwischen  D^.g  und  /-»g  =  9400  ist  nicht  sehr  gi-oß.  Trotzdem 
also  der  elastische  Schlußring  nur  die  geringe  Beanspruchung  a'ou  a  =  400  kg/qcm 
erfährt,  trägt  er  wenig  zur  Versteifung  der  Kuppel  bei. 
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VI.  Abschnitt. 


Über  Knickfestigkeit  und  einseitig  gedruckte   ein- 
teilige und  gegliederte  Stäbe. 


§  33. 

Der  einteilige  Stab. 

1.  Angenäherte  Gleichung  der  elastischen  Linie  und  Eulersche 
Formel.  Ein  ursprünglicli  gerader,  an  den  Enden  frei  drehbar  ge- 
lagerter Stab  habe  sich  unter  dem  Einfluß  eines  einseitigen  (exzen- 
trischen) Druckes  durchgebogen,  Fig.  293.  Bedeutet  a  den  zu  Anfang 
für  alle  Querschnitte  des  Stabes  gleich  großen  Hebelarm  von  P  und  8 
die  größte  Durchbiegung,  so  ist  das  ßiegungsmoment 
für  den  Querschnitt  im  Abstand  x  von  der  Stabmitte 
(1)  M=P{a-\-h-ij). 

Die  Gleichung  der  elastisclien  Linie  ist  nach  (69) 
Seite  185: 


C2) 


EJ 


=  —  P{a 


y) 


oder  mit  der  Bezeichnung 


'E£ 

P  ' 


Die  Integration  liefert 

y  =  C\  cos  - — \-  C^  sin  ~  -\-  a  -\- 


dx 


C\  sin  -77+  C^cos  — 

K  Kl 


Die  Konstanten  sind  durch  die  Bedingungen  gegeben,  daß  x 

Man  erhält 
0,      C,=-{a  +  h) 


-i-  =  0,  y  =  0  zusammengehörige  Werte  sind 

r 


und 


=  («.  +  8)  (1  —  cos  ^) 
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x  =  ^  liefert  ij  =  h.     Dies  führt  zu  der  Formel 
(3)  5=  « 


Pf 


V 

Das  größte  Biegungsmoment  ist 

Pa 

(4)  M=P{a-^h) 


PP 


und  die  gTößte  Spannung  in  dem  am  stärksten  beanspruchten  Quer- 
schnitte : 

Die  Druckspannung  haben  wir  liierbei  positiv  gesetzt. 
]S[ach  (3)  und  (5)  wird  6  =  oc  und  a  =^  oc  sobald 

I  /PI''       n   ■    1      1  /^Pf"         ^ 

wird.     Das  geschieht  für 

(6)  P=^- 

Diese  Eulersche  Knicklast  woUen  wir  mit  Pg  bezeichnen.  Die 
Belastung  P  muß  kleiner  als  Pj.  sein;  die  Zahl 

(7)  v  =  ^ 

heißt  Sicherheitszahl. 

Mit  dem  unmöglichen  Ergebnis  5  =  oc  und  a  =  cc  für  v  =  1 
werden  wir  uns  noch  zu  beschäftigen  haben.  Yorher  wollen  wir  für 
den  Ausdruck 

(8) 


1^ 


fjL^  COS : 


einen  einfachen  Näherungswert  ableiten. 

Wir  nehmen  das  in  Fig.  294   angegebene  Koordinatensystem  an, 
schreiben 
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und  führen  auf  der  rechten  Seite  den  einer  Sinuslinie  entsprechenden 
^Vert 

y  =  6  Sin  — - 

ein.    Die  zweimalige  Integration  und  die  Bestimmung  der  Konstanten 

mittels  der  ] 

liefert  dann 


mittels  der  Bedingungen     -  =  0  für  x  =       /  und  y  =  0  für  x  =  0 


Paxil  —  x)    ,    PhP   .    Tzx 


und  für  j-  =  — -  /: 


Hieraus  ergibt  sich 

^=  8  v^^l 
und  abgerundet 

(9)  *=4«7^- 

Diese  einfache  Formel  liefert  Werte,   die  recht  befriedigend  mit 
den  Ergebnissen  der  Gleichung  (8)  übereinstimmen. 
Das  größte  Biegungsmoment  wird 

V  —  1 


(10) 

M=P{a  +  h)  = 

■  Pa 

und  die 

größte 

Druckspannung 

(11) 

'-1  + 

Pa^, 
W 

wo 
(12) 

./  =  ■'+ 

V  — 

0,25 
-1 

2.  Die  genauere  Gleichung  der  elastischen  Linie.  Die  vorstehende 
Untersuchung  kann  aus  zwei  Gründen  nicht  befriedigen.  Einmal  weil 
das  Ergebnis  5  =  00  und  g  =  oc  für  v  ==  1  unmöglich  ist,  dann  aber 
auch,  weil  es  mit  Hilfe  der  Gleichung  (1)  nicht  gelingt,  die  nach  Über- 
schreitung einer  gewissen  Belastung  eintretende  Biegung  des  Stabes 
zu  bestimmen.  Die  Erfahrung  lehrt  aber,  daß  sehr  schlanke  Stäbe  sogar 
erhebliche  Durchbiegungen  erleiden,  bevor  sie  einknicken.  Es  ist  da- 
lier  wichtig,  zu  beweisen,  daß  die  Unbestimmtheit  verschwindet,  sobald 
die  genauere  Gleichung  der  elastischen  Linie 

(13)  ^^  =  J/, 

r 

in  der  r  den  Krümmungshalbmesser  bedeutet,  angewendet  wird. 
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Daß  die  Gleichung  (13)  in  der  Tat  zum  Ziele  führt,  läßt  sich  nun 
besonders  übersichtlich  durch  die  Untersuchung  eines  Stabes  zeigen, 
dessen  elastische  Linie  für  den  Fall  a  =  0 
ein  Kreisbogen  ist,  Fig.  294.  Damit  diese 
Bedingung  erfüllt  wird,  müssen  sich  die 
Trägheitsmomente  J  der  Querschnitte  zuein- 
ander verhalten,  wie  die  Biegungsmomente 
Py^  das  heißt  also  wie  die  Ordinaten  y  der 
elastischen  Linie.  Beschränii:en  wir  uns  auf 
sehr  kleine  Durchbiegungen,  so  genügen 
wir  dieser  Forderung  hinreichend  genau 
durch  die  Parabelgleichung 

J^ y        x{l  —  x) 

wo  J  und  8  sich  auf  die  Stabmitte  beziehen. 
Bezeichnet  dann  9  den  halben  Zentriwinkel 
des  Kreisbogens,  so  folgt  aus  Gleichung  (13) : 

EJ=  Mr  =  Phr  =  Pr\l  —  cos  9), 

wo 


und,  wenn  F  einen 


l  —  M 
2(p 

mittleren  Querschnitt  bedeutet, 
PI 


Fig.  294. 
genügend  genau 


A/  = 


AVird  der 
ergibt  sich 

(14) 

cp  ==  0  liefert 

Differenziert  n 


EF' 

ffanz   unwesentKche  Einfluß 


von  M  vernachlässigt,  so 


P=4 


EJ  _ 

P    1 


cos  9 

1  —  cos  9        0 
Zähler  und  jSTenner,  so  entsteht  wieder 
29  \        0 


(— ) 

\sm  9/ 


0 


Wiederholt  man  die  Differentiation,  so  folgt 


^cos9/ 


und  man  erhält  daher  für  9 
(15) 


=  0  den  Wert 
P-8^^- 

n  —  » -72- . 
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er  hat  dieselbe  Form  wie  die  Eulersche  Knicklast 

Erst  wenn  P  >>  J\  ist.  biegt  sich  der  Stab.  Einer  bestimmten 
Last  P>  Pfc  entspricht  aber  eine  bestimmte,  durch  die  Gleichung  (14) 
gegebene  Durchbiegung 

8  =  y(l  —  cos  9) 

und  eine  bestimmte  ßiegungsspannuug 

Eh        ^  h 

wo  h  die  Höhe  des  zur  Biegungsachse  symmetrisch   angenommenen 

Querschnitts  bezeichnet. 

Setzt  man  für  kleine  Winkel  9 

9"        9* 
l-COS,  =  ^-gj. 

so  läßt  sich  (14)  mit  Beachtung  von  (15)  umformen  in 

(16)  ^=^-12^- 

Die  abgeleiteten  Formeln  gelten  nur  innerhalb  der  Proportionalitäts- 
grenze. Bedeutet  Cp  die  Spannung  an  dieser  Grenze  und  führt  man 
die  Bezeichnung  ein 

_  P 

so  folgt  für  den  durch  die  Bedingung 

a  =  Of)  -\-  ah  =  Cp 
bestimmten  Winkel  9p  der  Wert 

Cp— Co      / 

^^  =  ~J^— T' 

Für  einen  Stab  aus  Flußeisen  sei  / :  Ä  ^  50,  £"=  2150  t/cm  2, 
Cp=2,4t/cm2,  Co=0,2t/cm2.  Dann  ergibt  sich  9p  =0,05116  und 
P=  1,0002  Pf  Es  genügt  also  eine  winzige  Erhöhung  des  Euler- 
schen  Wertes,  um  die  Beanspruchung  von  0,2  auf  2,4  t/cm^  zu  steigern, 
und  es  leuchtet  ein.  daß  eine  weitere  geringfügige  Erhöhung  von  P 
den  Bruch  herbeiführen  wird.     Zu  P=  1.01  P^  gehört 


V 


p p 

12^^^  =  0,345 


und 

1  =  -^-  9  =  337. 
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Im  Eisenbau  muß  schon  der  Stab  mit  l  •.k-=bO  als  außergewöhn- 
lich schlank  bezeichnet  werden.  Den  durch  die  Gleichung  (15)  ge- 
gebenen Wert  Pk  darf  man  daher  im  Falle  eines  nach  einem  Kreis- 
bogen sich  biegenden  Stabes  praktiscii  als  die  Knicklast  für  zentrischen 
Druck  ansehen.  Daß  für  den  Stab  mit  überall  gleichem  Querschnitt 
der  Eulersche  Grenzwert  P^  die  Knicklast  angibt,  wird  die  folgende 
Untersuchung  zeigen. 

3.  Genauere  Berechnung  der  Durchbiegung  S  eines  einseitig  ge- 
drückten Stabes  von  überall  gleichem  Querschnitt.  Die  ganz  un- 
wesentliche Verkürzung 

der  Stabachse  möge  von  vornherein  vernachlässigt  werden.    Die  Glei- 
chung der  elastischen  Linie  ist,  Fig.  293, 

oder  kürzer  geschrieben 

sie  geht  mit  den  Bezeichnungen 


über  in 


=  öl,     y  —  öi=  x,     p  =  1/  -^ 


=  —  ö'% 


V-. 


(l+;.'^)i 
und  erhält  durch  Multiplikation  mit  2  vV/.r  =  2dx  die  Form 

oder 

(i  +  '/r^r/(i  +  '.'^0  =  -ß^^(^^)- 

Die  Integration  liefert 

Den  zusammengehörigen  Werten  //  =  0,  y'  =  0   entsprechen  die 
Werte  z  =  —  5^,  %'  =  0;  daher  ist 


—     366 
und 


(14-".'r^=l-  2  ^'(^^-''l 


woraus  fol^ 


Diese  Gleichung  läßt  sich  umformen  in 

dx  =  —  —     d'X 

3  Länge  der  elastischen  Linie  der 
=  2ldx yi+Y'  =  2  fdx yi  +  x'^ 


und  liefert  für  die  Länge  der  elastischen  Linie  den  Ausdruck 

"      :  0  1/  =  0 

=  2  '•  -^^^ 


folfft 


y  =  0 

Mit  der  Bezeichnung 


-=5?-^;   d.=         ^^ 


J.2 '  2%ß2 

Da  nun  x  =  y  —  h^  negativ  ist,  muß 


ß;;  =  _yß2;v,2  ^_yß252_^ 

gesetzt  werden,  weshalb 

du 
dx  = — 


2ßyß^Si-M 

und 

^_  1    n'-^  du 


^j|/«(ß^S!-'0(l 


Setzt  man  '■'^^ 


) 


1 =  ('i_^V' 
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und  beachtet  die  zusammengehörigen  Werte 
y  =  0,  z  =  —  61 ,  u  =  0, 

so  erhält  man  mit  der  Bezeichnung 


u  =  0 

Nun  ist 


-f^b+ii+hm'^-\ 


rudu  ^  _    r-~      ^^  r  du 
J^/W  ^       '^     2    jylT' 

ru'du_       fu        3ß^5!\  ^       ^{^'}^:f  c  du 

J  yu  ~     V2  "^    4  }^''  ^  2.^  Jy-[r 

usw. 

An  der  unteren  Grenze  ist   f7=0,  an  der  oberen: 

U=^'a\h\  —  a'). 
Weiter  ist: 

'du         TZ    ^  .    /,        2a^\ 

^-kay^+a4y(^^9v---]-[i+arcsm(.-^-^^ 

Mit  a  =  0  geht  diese  Grleichung  in  die  von  G-rashof  gegebene 
(rleichung  über*).     Setzt  mau  auch  8  =  0,  so  entsteht 

PP 
ßZ  =  x,  also  — —  =x^, 

d.  i.  die  Eulersche  Formel. 

Bei  kleinen  Hebelarmen  und  kleinen  Durchbiegungen,  und  nur 
von  solchen  soll  hier  die  Rede  sein,  darf  man  die  vierten  und  höheren 
Potenzen  von  5j   und  a  streichen.     Man  findet  dann 


*)  Grasliof,  Theorie  der  Elastizität  und  Festigkeit,  Berlin  1878,  Seite  171. 
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und  hieraus 

"^16 
oder,  wenn  mau  den  Wert 

einführt,  


24l=.l-sin'^^ 


8?                      \              1    ,     ^> 
"^  16vF 
Das  Glied  

8  P 

darf   bei  kleinen   Durchbiegungen  gegen  ^=.  gestrichen  werden.     Es 


wird  dann 


1/v 


2  -^;r-  =1  —  sin 


yv"4  "' 


16 /'V7 


oder  auch 

(18)  2^  =  1  — cos  ■:?, 


wo 


(19)  ^  =  TT   /  1 ~ 


Uns  möge  hier  besonders  der  Fall  eines  in  der  Nähe  von  1  liegen- 
den V  beschäftigen.  Soll  dann  die  Beanspruchung  des  Stabes  sich  inner- 
halb der  Proportionalitätsgrenze  —  die  ja  auch  die  Grenze  für  die  Gültig- 
keit der  vorstehenden  Rechnung  bildet  —  liegen,  so  ist  'j'  stets  eine 
so  kleine  Zahl,  daß  man 

^       -,        ^' 
cos  ^  =  1 ^ 

setzen  darf.     Dann  wird  sehr  einfach 

a   'S- 
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also 

(20)  ^  =  f/l 


^le/^/v 

Für  den  Sonderfall  v  =  1  setzen  wir 


1             _1 

TZ'61 

und  erhalten 
(21) 

^  +    16/'^ 

IQl' 

Ein  Zahlenbeispiel  möge  die  Anwendung  der  abgeleiteten  Formeln 
erläutern. 

Der  Stab  habe  die  Länge  /  =  600  cm;  sem  Querschnitt  (T-Xormal- 
profil  Nr.  24)  besitze 

J„,„  =  221  cm^   W,„,„  =  41,7  cm 3,  F=  46,1  cm-'. 
Es  sei  £'  =  2150000  kg/cm  2  und  ap=  2450  kg/cm  l 
Die  Eulersche  Knicklast  ist 

z^- 2150000 -221        .0097^0. 

sie  erzeugt  im  Falle  a  =  0 

ö  =  ^|g^-  =  282,6  kg/cm^  <  c,. 

Greift  Pg  am  Hebelarm  a  an,  so  entsteht 

P,       P,\  13027 

^  =  -^  +   W  =  ^^^^^  +  ^.7    '^- 
Wird   a  =  Cp  gesetzt,   so  folgt  aus  der  vorstehenden   Gleichung 
8j  =  6,94  cm,  und  es  darf  sein  nach  Gleichung  (21): 

"  =  ä2'lK)^  =  °'°»«''«^">- 

Einem   endlichen  Werte  a  entspricht    also  im  Falle  v  ^=  1    eine  be- 
stimmte endliche  Durchbiegung  8  =  6j  —  a  ==  6,94  cm. 

Man  kann  sogar,  ohne  die  Proportionalitätsgrenze  zu  überschreiten, 
P  noch  etwas  über  P^  hinaus  steigern  und  trotzdem  noch  ein  posi- 
tives a  erhalten.  Erhöhen  wir  z.  ß.  die  Last  auf  P=:  13029  kg,  so 
wird  v  =  0,9995  und  nach  Gleichung  (20):  «  =  0,00001  cm. 

Wir  wollen  jetzt  Pe  durch  die  kleinere  Last  P=  12950  kg  er- 
setzen.    Dann  ist 

13097 
v  = -4—^  =  1,005946,    Vv  =  1,002969 

Müll  er- Breslau,  Festigkeitslehre.    4.  Aufl.  24 
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und  die  Gleichung 

12950         129505,   _ 

°-     461     +      41,7       -"^^^^ 
gibt  6^  =  6,98  cm. 

Gleichung  (20)  liefert  den  zugehörigen  Hebelarm 

a  =  0,0334  cm. 
Aus  Formel  (8),  Seite  361,  folgt 

a  =  h,  cos  -^  =  6,98  •  cos  89°  44'=  0,0325  cm 

2yv 

und  aus  der  einfachen  Formel  (9),  Seite  362,  mit  5  =  5,  —  a: 

a  =  h,     '~c.-  =  0,0330  cm. 
^  V  +  0,2o 

Die  Formeln  (8)  und  (9)  geben  also  selbst  für  wenig  von  1  ab- 
weichende Zahlen  v  noch  brauchbare  Werte. 

Die  vorstehenden  Rechnungen  haben  nur  theoretischen  Wert, 
denn  so  kleine  Hebelarme  wie  die  für  v  =  1  und  ein  nur  wenig  von  1 
abweichendes  v  gefundenen  lassen  sich  in  Wirklichkeit  weder  erzielen 
noch  vermeiden.  Wohl  aber  lehren  diese  Rechnungen,  daß  man  aus 
der  Gleichung 

8= "  .  —  1 

durch  Xullsetzen  des  Xenners  eine  brauchbare  Formel  für  die  Knick- 
last herleiten  kann,  ohne  den  sinnlosen  Schluß  ziehen  zu  müssen,  daß 
für  P=Ps  selbst  bei  sehr  kleinem  Hebelarm  a  die  Durchbiegung  5 
unendlich  groß  wird*). 

4.  Kflickfestigkeit  außerhalb  der  Proportionalitätsgrenze.  Bedeutet 

T 

den  Ti'ägheitshalbmesser  des  Querschnittes,  so  lautet  die  Bedingung  für 
die  Gültigkeit  der  Eulerschen  Formel 
(22)  P,  _rJEJ_  ^'E 

Die  Formel  ist  brauchbar  für 

*)  Dieser  törichte  Schluß  ist  in  der  Tat  noch  in  einer  neuen  Schrift  gezogen 
und  sogar  „als  sehr  natürlich  und  zutreffend"  bezeichnet  worden.  Siehe  Elwitz, 
„Über  die  Knickfestigkeit  zentrisch  und  exzentrisch  gedrückter,  auch  durch  Quer- 
kräfte belasteter  Stäbe-',  Seite  10,  Fuß'-ote. 


V. 


-i/; 
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Wird  diese  Bedingung  niclit  erfüllt,  so  begegnet  die  Berechnung 
der  Knicklast  selbst  dann  großen  Schwierigkeiten,  wenn  man  die  An- 
nahme eben  bleibender  Querschnitte  aufrecht  erhält  und  für  den 
Krümmungsradius  der  elastischen  Linie  die  Näherungsformel 

r  dx^ 

benutzt.  Wird  an  der  Stelle  x  das  Element  dx  der  Stabachse  auf  der 
am  stärksten  gedrückten  Seite  des  Querschnittes  um  z^dx  verkürzt 
und  auf  der  am  schwächsten  gedrückten  Seite  um  t^dx^  so  drehen 
sich  die  beiden  im  Abstände  dx  geführten  Querschnitte  gegeneinander 

um  den  Winkel    ^      "^  dx,  wo  h  die  Höhe  des  Querschnittes  bedeutet, 

und  es  lautet  daher  die  Gleichung  der  elastischen  Linie 

dx"^  h 

Bezeichnet  c  die  Spannung  im  Abstände  v  von  der  Schwerachse 
des  Querschnittes,  so  muß  sein 

jcidF=P 
jövdF=iM=P{a-{-i/). 

Die  Integrale  erstrecken  sich  über  den  ganzen  Querschnitt. 
Ist  nun  a  eine  bekannte  Funktion  von  e,  so  kann  man,  da 

5  =  Y  (si  +  h)  —  y  (si  —  h) 

ist,  mit  Hilfe  der  beiden  vorstehenden  Bedingungen  s^  und  Sg  berech- 
nen und  hierauf  die  Gleichung  der  elastischen  Linie  integrieren. 

Praktisch  brauchbare  Formeln  sind  aber  auf  diesem  Wege  für 
die  im  Eisenbau  gebräuchlichen  Querschnitte  kaum  zu  erwarten.  Man 
behilft  sich  deshalb  in  der  Praxis  mit  empirischen,  aus  Yersuchen 
gefolgerten  Formeln. 

Die  weiteste  Verbreitung  haben  die  Vorschläge  von  Tetmajer 
gefunden.  Auf  dem  Wege  der  Ausgleichung  einer  großen  Zahl  von 
Versuchsergebnissen  hat  dieser  Forscher  die  Knickspannung,  die  wir 
fortan  mit 

-  ^fe 

<?.— -jr 

bezeichnen  wollen,  außerhalb  des  Geltungsbereichs  der  Eul ersehen 
Formel  als  geradlinige  Funktion  von  / :  i  dargestellt.     Er  setzt 

(24)  a,=  a-ß| 
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und  iusbesouderc  für  das  im  Eisenbau  haiiptsächlicli  in  Betmclit 
kommende  gewöhnliche  Flußeisen  und  für  —  <  105 

(25)  a,  =  3.1  —  0.0114  [  t/cm  2. 

Aviihrend  er  für  schlankere  Stäbe  die  Eul ersehe  Gleichung  als  zu- 
lässig erklärt. 

Gegen  die  Gleichung  (25)  lassen  sich  nun  vom  theoretischen  Stand- 
punkte aus  zwei  Einwendungen  erheben.  Die  erste  ist,  daß  diese 
Gleichung  an  der  Grenze  /  :  /  =  105  nicht  den  für  den  benutzten 
Yersuchsstoff  gefundenen  Wert  ap=  2,44  t/cm  2*),  sondern  den  erheb- 
lich kleineren  Wert  Ct=l,90  liefert,  die  zweite:  daß  sie  für  sehr 
kleine  Werte  / :  /  nicht  zur  sogenannten  Würfelfestigkeit  führt.  Das 
letztere  dai-f  nicht  überraschen,  da  es  wohl  ausgeschlossen  ist,  ein  so 
verwickeltes  Gesetz  wie  das  der  wirklichen  Knickspannung  außerhall^ 
der  ProportionaKtätsgrenze  vollständig  durch  eine  Gerade  darzustellen. 

Wohl  aber  ist  es  wünschenswert,  den  ersten  Einwand  zu  besei- 
tigen.    Soll  cji  für  ^  /^ 


¥■ 


den  Wert  Or  annehmen,  so  muß  der  Ausdruck  für  a,.  die  Form  haben 


(26) 


^■(^|/|-4> 


Den  Wert  c'  muß  man  aus  Versuchsergebnisseu  so  bestimmen, 
daß  Gleichung  (26)  ein  möglichst  großes  an  das  Gebiet  ö^  ^  a^  sich 
anschließendes  Gebiet  gut  deckt.  Wir  woUen  dies  an  der  Hand  der 
sorgfältigen  Versuche  zeigen,  die  v.  K  arm  an  im  Institute  für  an- 
gewandte Mechanik  der  Universität  Göttingen  mit  Stäben  aus  Martin- 
stahl von  6,8  t/cm2  Zugfestigkeit  angestellt  hat.  Es  war  E=  2170  t/cm 2, 
ö/.  =  2,6  t/cm  2.     Die  Bedingung  (23)  lautet  mit  diesen  Werten 

Die  Zahlentafel  I  zeigt  die  gute  Übereinstimmung  der  von  Kär- 
män  beobachteten  mit  den  nach  der  Eul  ersehen  Formel 

Tz^E          21417  ,,      „ 
«-  — — 2-  t/cm  2 


(I)       & 


berechneten  Knickspannungen  für  das  Gebiet  —  >>  91. 

*)  Dies  ist  der  Mittelwert  aus  den  für  6  Probestäbe  gefundenen  "Werten  2. .30. 
2,35,  2,42,  2,44,  2,51,  2,63. 
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Ok  beobachtet 

üic  berechnet 

Unterschied 

i 

tg/cm^ 

kg/cm^ 

V.  H. 

175,8 

690 

693 

-0,4 

146,0 

1000 

1005          1 

-0,5 

116,2 

1595 

1586          1 

+  0.6 

103,0 

2030 

2019 

+  0.5 

95.3 

2305 

2358 

-2,3 

91.3 

2500 

2569 

—  2.8 

Auf  die  Einzelheiten  dieser  wertvollen  Versuche  wollen  wir 
hier  nicht  eingehen,  verweisen  vielmehr  auf  die  vom  Verein  deutscher 
Ingenieure  herausgegebene  Kärmänsche  Schrift  ,,Untersuchimgen  über 
die  Knickfestigkeit",  Berlin  1900*).  In  dieser  Arbeit  entwickelt 
Karmän  für  den  Fall  CkZ> '^p  ©ine  der  Eulerschen  Gleichung  ähn- 
liche Formel 


(27) 


C7i  = 


in  welcher  E'  einen  Wert  bedeutet,  der  von  der  Spannuugs-Dehnungs- 
linie  des  Versuchsstoffes  und  —  allerdings  im  minderen  Grade  —  von 
der  Form  des  Querschnittes  abhängt. 


beobachtet 


berechnet  nach 

Gleichung  27 

kg/cm-^ 


Unterscl 
V.  H. 


berechnet  nach 

Gleichung  28 

kg/cm'^ 


Unterschied 
v.  H. 


88,0 

2720 

2690 

+  1,0 

2638 

1        +3,0 

82,0    ! 

2740 

2900 

—  5,0 

2720 

+  0,7 

''3,1    II 

2950 

3050 

—  3.0 

2841 

+  3,7 

58,6    ! 

3130 

3150 

-0.5 

3039 

+  2,9 

53,6    j 

3165 

3175 

—  0.5 

3107 

+  1.8 

48,2    i 

3020**)      ' 

3210 

1        -6.0 

3181 

-5.3 

47,3    ii 

3060**) 

3215 

!        -5.0 

3193 

—  4.3 

38,2 

3250 

3320 

-  2.5 

3317 

-2.1 

28,8 

3445 

3560 

—  3.5 

3445 

0 

24.8   li  3900 

22.0  4330 


4100 
etwa  4600 


5.0 
6.0 


3500 
3538 


+  10 

+  18 


Die  Zahlentafel  II  gibt  für  -- <;  91   die  von  Karmän   beobach- 
teten   und    die  nach   seiner  Formel  berechneten  AVerte   c*  an.      Wir 


*)  Die  Abmessungen  der  Stäbe  lagen  z^\-ischen  /  =  925  mni^  F=  18.2x30.1 
=  548  mm"-  und  /  =  159  mm,  F=  40,0  X  25,0  =  1000  mm-. 

**)  Die   beobachteten  "Werte   für  48.2   und   47.2  erscheinen  imsicher.   weil  mit 
abnehmendem  / :  ?  die  Knickspannung  zunehmen  muß. 
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ti-euneii  die  beobachteten  "Werte  iu  zwei  Gruppen,  deren  erste  die 
^Verte  a^.  für  -.  ^  28,8  (rund  30)  entliält.  Diese  wollen  wir  durch 
einen  geradlinigen  Ausdruck  wiedergeben.  AYir  setzen  in  Gleichung  (26) 

'2110 


vi-r- 


2,6 


90,7597, 


bestimmen   c'  mittels  der  Bedingung,  daß  -^=28,8  den  beobachteten 

"Wert  Ck  =  3,445  liefern  muß  und  finden 

(28)  a,  =  3,838  —  0,01364  {  t/cm  l 

Die  hiernach  ermittelten,  ebenfalls  in  die  Zahlentafel  II  auf- 
genommenen "Werte  schließen  sicli  den  beobachteten  Knickspannungen 
ebensogut  au  wie  die  von  Kärmän  berechneten.    Wendet  man  aber 

den  linearen  Ausdruck  (28)  auf  die  zweite  Gruppe  -^  <I  28.8  an ,  so 

ergeben  sich  sofort  größere  Unterschiede.  Die  zweite  Gruppe  ist  aller- 
dings für  die  Praxis  von  untergeordneter  Bedeutung.  Bei  so  kurzen 
Stäben  kann  von  einer  Kuickgefahr  wegen  der  hohen  "Werte  a^  kaum 
die  Rede  sein.  Man  wird  also  bei  sorgfältigen  Versuchen  in  der 
Praxis  mit  der  Eul  er  sehen  Formel  und  einem  Ausdrucke  ersten 
Grades  auskommen,  der  dann  für  kurze  Stäbe  ein  Übermaß  von 
Sicherheit  bietet.  Erwünscht  sind  allerdings  umfangreiche  Versuche 
nicht  nur  mit  verschiedenen  Baustoffen,  sondern  auch  mit  ver- 
schiedenen Querschnittsformen. 

Bei  der  Berechnung  von  Druckstäben  sollte  stets  darauf  geachtet 
werden,  daß  es  in  der  Praxis  nicht  einmal  annähernd  möglich  ist, 
Druckrichtung  und  Stabachse  zur  Deckung  zu  bringen.  In  "Wirklich- 
keit hat  man  es  immer  mit  einseitigem  Druck  zu  tun.  Allerdings  wird 
es  in  den  meisten  Fällen  nicht  möglich  sein,  den  wirklichen  Hebelarm  a 
sicher  zu  bestimmen,  doch  darf  hieraus  nicht  die  Berechtigung  gefolgert 
werden,  einzig  und  allein  mit  «  =  0  zu  rechnen.  Der  Stab  muß  nicht  nur 
eine  Erhöhung  der  Gebrauchslast  ertragen  können;  er  darf  auch  nicht  ver- 
sagen, wenn  die  Last  nicht  genau  mit  der  Stabachse  zusammenfällt. 
Man  sollte  daher  jeden  Stab  für  einseitigen  Druck  berechnen  und 
hierbei  den  Hebelarm  a  möglichst  ungünstig  schätzen. 

5)  "Wir  wenden  uns  jetzt  zu  einer  Untersuchung,  Avelche  die  iu 
den  §§  34  und  35  durchgeführte  Berechnung  gegliederter  Druckstäbe 
vorbereiten  soU. 

Ein  ursprünglich  gerader,  mit  Ji  gedrückter  Stab  sei  an  den 
Enden  A  und  B  unter  den  "Winkeln  t^  und  -Zs  eingespannt.    Gesucht 
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sind  die  Beziehungen  zwischen  diesen  Winkeln  und  den  Einspannungs- 
momenten  M^  und  Jf^,  Fig.  295.     Im  Abstände  x  von  A  ist 


Die  Differentialgleichung 
EJ 


d'y 


dx"' 


M 


der  elastischen  Linie  geht  mit  der  Bezeichnung 


über  in 


=)/ 


B 


7.2  d^y 

dx' 


1    /  M^  —  M^     \ 


Fig.  295. 
Die  Integration  liefert 

^  =  C,  cos  y  +  Q  SlUy  — -^  (^J/^H -^ x). 


und 


dij 
dx 


=  —  Cj  sin  ^  +  Q  cos  — 


M.  —  M. 


RJ 


/.■ 


Cj  cos  ^ C^  sin  —  • 


Das  gibt 

i/=  _  E-J-^  =  -p    (^C,  cos  -^-  -f  C,  sin  ^-) 

M  =b{c\co^^-\-C\  sin  y)- 


Nun  ist 


für.r=/      M=Ms. 
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Daraus  folgt 


C  -  l'^^ 


M^ 


0  liefert 


3Iau  erhält 


dl 
dx 


(29  a) 


7?  sin  j 


-'-   El  ^ 


El 


El 


(30) 
(31) 


^'  ==  1  —  a  cutg  a 
a 


Ebenso  folgt 


/        1  /El 


EP 
EJ 


(29  b) 


7?/ 


]ilan  kann  die  Ausdrücke  für  z^  und  t^  auch  umformen  in 
/ 


(32) 

wo 
(33) 

(34) 


6EJ 

l 
QEJ 


(2[x'14+ix"JU 


3  3 

.a  =  —  r  =  ^  (1  —  a  cotg  a) 


Setzt  mau  nun 

a  cotg  a  ^  1  — 


32.5 


33.5-7 


a 
sin  a 


a^         a 
1 ^^  4_  ^i_ 


1  + 


5! 

14a 


62. 


\\^\     I      S '  7 ! 


3!5! 
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so  erhält  man 


(35) 


tx'  =  l  + 


3.5 


^  +  1^'"^    315 


32.5.7 
2 


a^  +  .. 


1  + 
1  + 


62  a^ 


öf    "^"  7!     "^■■' 
4  ■  15  ^^  ^  16  ■  315  "^  "^ 


Die  sechsten  und  höheren  Potenzen  von  a  dürfen  vernachlässigt 
■werden.     Nach  Berechnung  von  ij.'  findet  man  hinreichend  genau 
[x"  =  l  +  l,8(p.'-l). 
Meistens  genügt  es,  mit 

1       „ 


(36) 


y.'  =  l 


15 


.,,71, 


zu  rechnen. 

Bei  steifen  Stäben  ist  a  eine  so  kleine  Zahl,  daß  man  jx'  =  jj."  =  1 
setzen  darf. 

Dann  ergibt  sich 

was  sich  übrigens  schneller  aus  der  Gleichung 


(37) 


EJ 


dhj 


M. 


M.  —  M, 


folgern  läßt. 

Wir  werden  auch  dem  Falle  begegnen,  wo  die  Querkraft 

einen  wesentlichen  Einfluß  auf  die  Formänderung  besitzt.  Wir  be- 
trachten dann  den  Stab  als  einen  bei  B  unter  t^  eingespannten  Frei- 
träger und  bestimmen  die  Durchbiegung  Zx^  am  freien  Ende  mittels 
der  Formel 


wo  nach  Seite  278: 


/t«  = 


.=./ 


QHx^ 
2GF 
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die  Formäuderungsarbeit  infolge  der  Schubkräfte  bedeutet.  Wir  erhalten, 
da   Q  konstant  ist, 

(38,  ^^  =  11- 

ß  ist  eine  von  der  Querschnittsform  abhängige  Zahl.    Für  den  Recht- 
eckquerschnitt  ist  ß  =  — ,  also 

0 


(39) 


T.  = 


1,2^ 


GF 


Kennt  man  il/^  und  J/g.   so  findet  man   für  den   Querschnitt  x  das 
Moment 

-^  cotg 


M  =  M,  cos  ^  +  l^j  -  M,  cotg  ^\ 


sm 


und  in  Stabmitte 


(41)  M  =  ~  {M,  +  M^  sec  2^  =  -^  (3/,  +  M,)  sec  |^ 

M  Avird  ein  Maximum  für 

X        Ms       1  .     l 


und  zwar  ergibt  sich  für  0<C3'.<CI: 


3L 


M^  sec 


Mit  Hilfe  der  Formehi  (29)  und  (37)  behandeln  wir  jetzt  die 
folgende  wichtige  Aufgabe. 

Die  elastische  Linie  eines  ursprünglich  geraden  Stabes  habe  in 
den  Punkten  0,  1,  2,  .  .  .  ?>^,  .  .  .  n  die  vorgeschriebenen  Ordinaten 
2/0,  2/1,  ?/2  •  •  •  ^m  .  .  .  lln.  Die  Stabstücke  l,,  l,,  .  .  .l„  ■  •  ■  k  (Fig.  296) 
werden  gedrückt  mit  i?o,  Z^,  .  .  .  B„  .  .  .  R„.  An  den  Enden  0  und 
71  sei  der  Stab  unter  gegebenen  Winkeln  t^,  und  z„  gegen  die  Geraden 
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0 — 1  und  {ii  —  1) — n  eini^'espaunt.    Gesucht  sind  die  Biegungsmomeute 
für  die  Querschnitte  0.  1,  2,  .  .  .  m.  .  .  .  n. 

Mit  den  in  die  Figur  297  eingetragenen  Bezeichnungen  ergibt  sich 


also 

(42) 


RJ. 


iL 


'^m 


9m  —  ?».+  !   = 


^m+^L  +  l 

yr^  —  Vm-X 


L 


3/„.-.£^+.k(^^+^;^) 


Im 


ym-J 

m-i 

V: 

_ 

j<fm 

Um 

Vm^l 

-^^5 

jn 

//m+l 


u, 


IJm-X  ?/„.  +  l  —  //„ 


/.-., 


Es  lassen  sich  n  —  1  Gleichungen  dieser  Art  aufstellen.   Für  das  linke 
Endfeld  besteht  die  Bedingung 


(43) 


und  eine  Bedingung  dieser  Art  besteht  auch  für  das  rechte  Endfeld. 
Wir  haben  also  ?i  -J-  1  Gleichungen  zur  Berechnung  der  7i  -\-l  Momente. 

Ist  der  Stab  an  den  Enden  frei  drehbar  gelagert,  so  ist  M^  =  0 
"und  M„  =  0.     Es  genügen  dann  die  Gleichungen  (42). 

Bei  genügend  steifen  Stäben  dürfen  die  Winkel  t^  und  -r^  mit 
Hilfe  der  Gleichungen  37  berechnet  werden.     Dann  ergibt  sich 


(44) 


(45) 


L  'm  'm+l  J 

_  2J/o4-3/,    ; 


6EJ, 
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§34. 
Der  Rahmenstab. 

1.  Allgemeine  Darstellmig  der  Formänderungen.  Der  Rahmenstab 
besteht  aus  zwei  durch  Querbleche  verbundenen  Gurtungen.  Die  Ab- 
messungen dieser  Bleche  müssen  stets  so  gewählt  werden,  daß  ihre 
Nachgiebigkeit    die   Formänderungen    der   Gurtungen    und    die   Trag- 


'•m  1  ,,,      <T./7t 


Po       O 


m-1  jn  n-i m  ,      Po 


p  _«ir . 


\^_p 


Pu        0 


m-1  jn  n-7         n\         P/. 


Fig.  298. 

fähigkeit  des  Rahmenstabes  nur  wenig  beeinflußt.  Es  ist  dann  zu- 
lässig, zur  Vereinfachung  der  Rechnung  die  Querbleche  als  Stäbe 
aufzufassen. 

Es  bezeichne  für  den  in  wagerechter  Lage  gezeichneten  Rahmen - 
Stab,  Fig.  298.  299,  302 : 

P  den  im  Abstände  a  von  der  Stabachse  wirkenden  Druck, 

/  die  Stablänge,  X  die  Feldweite, 

n=~  die  Anzahl  der  Felder, 

h  den  Abstand  der  Schwerachsen  der  Gurtquerschnitte, 


299. 


//  den  Abstand   der  zur  Befestigung  der  Bindebleche  dienenden 

Xietreihen, 
b  die  Breite  des  Bindebleches, 
F  den  Inhalt  des  Gurtquerschnitts, 
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J  das  Trägheitsmoment    des  Gurtquersclmitts,    bezogen    auf    die 

wagerechte  Schwerachse, 
F^  und  Jft  die  entsprechenden  Werte  für  den  Querschnitt  eines 

Querstabes, 

/=  [/—  den  Ti'ägheitshalbmesser  des  Gurtquerschnitts, 

0„  den  Druck  im  oberen  Gurtstück  );,„, 

U,„  den  Druck  im  unteren  Gurtstück  X„, 

S„,  die  Querkraft  für  das  Gurtstück  X„, 

Q„,  die  Querkraft  für  den  Querstab, 

Ml^  und  Ml,  die  Biegungsmomente  am  linken  und  rechten  Ende 

des  oberen  Gurtstücks  X„, 
Ml,  und  M"^  die   entsprechenden  Werte  für  die  untere  Gurtung, 


Flg.  300. 

Ml^  und  M;;^  die  Biegungsmomente  am  oberen  und  unteren  Ende 
des  Querstabes  mm, 

y„  die  Durchbiegung  des  Rahmenstabes  an  der  Stelle  /;?, 

A  ij„,  =  //,„  —  .?/»_i,     A  2  ii„,  =  A  ?/„+!  —  A  y^ , 

8  die  größte  Durchbiegung, 

9°„  9^  die  Neigungswinkel  der  elastischen  Linie  der  oberen  und 
unteren  Gurtung  im  Punkte  m^ 

a^,  a^  die  Drehungswinkel  der  Enden  des  Querstabes  m^n^ 

E  den  Elastizitätsmodul, 

G  den  Gleitmodul. 

Durch  zwei  Schnitte,  rechts  vom  Querstabe  m  —  1  und  links  vom 
Querstabe  «^  +  1,  beide  dicht  neben  den  Querstäben  geführt,  trennen 
wir  ein  Stück  von  der  Länge  a„  +  X„+i  heraus  und  bringen  an  den 
Stabenden  die  in  Fig.  300  angegebenen  Kräfte  und  Momente  als  Ersatz 
der  in  den  Schnittflächen  wirkenden  inneren  Kräfte  an.  Die  unwesent- 
lichen Änderungen  der  Längen  der  Querstäbe  vernachlässigen  wir  von 
vornherein;  wir  nehmen  also  die  Durchbiegungen  dei-  Gurtungen  an 
den  Verbindunffsstellen  gleich  groß  an. 
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Setzt  man  die  Summe  der  Momente  der  am  Stück  0  —  m  —  1 
(Fig-.  301)  angreifenden  Kräfte  in  bezug  auf  den  unteren  Punkt  m — 1 
gleich  Null,  so  erhält  man.  da  sich  dieser  Punkt  um  //„_i  senkt: 


OJi 


^  (t  + ''  +  «"•)  +  ^^-  +  ^^-  =  ^■ 


dis; 


Sm, 


Y\s.  301. 


Es  ist  also 


(1) 


Zwischen  den  Momenten  J/,  Jf,  Mj,  bestehen  die  Beziehungen: 

(2) 


(3) 


Fig.  302. 


f  Ml  =  Ml  +  0„  {y^  —  /y^_0  —  S„\„ 

I  ^Il.  =  Ml,-MU, 

\^n,n  =  Ml-Ml^,. 
Aus  den  ]\Iomenten  Mt,„  folgt  für  die  Querkraft  Q„ 
(Fig.  302)  der  Wert 

(4)  Q^^Ml„^M'L 

Ferner  besteht  die  Beziehung 

(5)  Q^  =  0^^,  -  0^  =  U„  -  f7-„+r 

Aus  den  Momenten  J/j  und  Querkräften  Q  er- 
geben sich  nach  Gleichung  (37)  und  (39),  Seite  377 
u.  378,  für  die  Drehungswinkel  a°  und  a"  der  Enden 
des  Querstabes  mm^  dessen  Querschnitt  ein  Rechteck 
ist.  die  Werte 


(6) 


^Ml, 


Ml, 


6EF, 
2Ml„  —  MU 


GEF, 


1.2  Q„ 


GF, 

1,2^. 
GF, 
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Die  Stablänge  haben  wir  hierbei  gleich  dem  Abstände  h'  der 
Xietreihen  gesetzt. 

Wären  die  Querverbindungen  vollkommen  starr,  so  würden  sich 
die  Querschnitte  m  beider  Gurtungen  um  .gleiche  Winkel  drehen,  und 
die  Drehung  des  Querschnittes  m  —  1  g&gQw  den  Querschnitt  m  würde 
betragen : 

^^^  ^"'~  h  ~         EFh 

Das  gibt  mit  Beachtung  von  (1): 

(8)  ..  =  ^-^;",  (a  +  ,,..)  -  ^^-  (M:  +  Ml). 

Zwischen  den  Neigungswinkeln  der  elastischen  Linie  in  den 
Punkten  m  —  1  und  m  würde  die  Beziehung  bestehen 

9.«-i  =  9-  +  ^".; 

an  ihre  Stelle  tritt  für  die  obere  und  die  untere  Gurtung: 

(9)  9°^-i  =  9-  +  ^-"  +  a--i  —  < 

(10)  9«-i  =  9-  +  ^».  +  a:;.i  — «:. 

Für  die  elastische  Linie  einer  Gurtung  darf  die  Gleichung 

f/^Tj    _  M 

benutzt  werden. 

Für  die  obere  Gurtung  ergibt  sich 

und  mit  der  Bezeichnung  , 

(11)  ^—J/W 

Integriert  man  diese  Gleichung  und  bestimmt  die  beiden  Kon- 
stanten mittels  der  Bedingungen: 

7)  =  0  für  X  =  0, 

iq  =  y„  —  ;?/„_,  =  Av/„  für  X  =  \„, 
so  erhält  man 

sinßl.     ,    JfJ^^^^-(¥-") 
\        cos-^ 


jS^/  X^sinß:.c  \ 

+   0„  V-^         sinß^X«    >'' 
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und  hieraus 

d.r        ^'"    ■'"'  sin  ß:.X„  "^       0„  ß:X, 

cos  "^     "^ 


2 


_l         "^m      /-.  ßmA,„  COS  ß^X"  \ 


(!) 


Die  "Werte  von  ^     an  den  Stellen  w  —  1  und  m  sind 
(Ix 


sin  f>°„\„ 


+  P.    0.  'S     2     +  0,  V      sin  ß'.X.  / 


(II)  9»  =  ß^  A//„  cotg  ß^A,,.  -  ß"„  ^  tg  -P^ 

Ä^  /      ßr„x„,  cos  ßr„x„  \ 

"^   O^V  sinß^X      ^ 

Zieht  man  (II)  von  (I)  ab,  so  erhält  man  mit  Beachtung  von  (9) 

(III)    7.,  +  <_,-<  =  p:  A.V.,  tg  -^  +  2K  ^-  tg  ^ 


Die  Zusammenzählung  von  (I)  und  (II)  liefert 

(12)  ,%  =  O:  [9,,.  +  "-  +  1  (a^,  +  a:.)  - 
mit  den  Bezeichnungen 

(13)  Y;=^^cotg^^ 

(14)  0-^-^. 

(15)  9».  =  9m  —  a:,  =  9^  —  a;;,. 

9„  bedeutet  den  Drehungswinkel  der  Yerbindungslinie  m^n  und 
für  einen  vollkommen  starren  Querstab  den  Drehungswinkel  dieses 
Stabes. 

Ganz  ebenso  findet  man  für  die  untere  Gurtung 

(i2'j     -  Ä'.  =  v:  [f.  +  '■•  + 1 «_,  +  «:)  -  ^^  t:]  , 

(13)  Yi;  =  ü^  cotg  »^ 


(11')  ..  .  ^J 


(14')  U, 

(16) 
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E 


1-t: 

Addiert  man  12  und  12'  so  folgt 


mit  den  Bezeichnungen 

(17)  ,_I^^H^^  =  X 


In  derselben  Weise  ergibt  sich  für  das  Feld  a„  +  ,: 


(16') 


'^m  +  l  ^m+1  2vp„  +  i 


^^^^  '"''=  2U>.,.(O'„..+  tr'„,0 

(16)  4-  (16')  gibt  wenn  die  kleine  Zahl  -p- p-^  vernachlässigt  wird, 

N'un  liefert  (III)  mit  0,„  =  ^''JEJ: 

<0  jr  T 

(20)  2Ml  =  ~     y:(t,„  +  <-.  +  a:,)  -  0^^y,„  +  •5,„a„, 

und  ebenso  erhält  man 

9  W  T 
(20')         2i¥:  =  ~  y:(t.  +  a;;,_,  +  a"J  -  U„^l/„.  -  S.„\„. 

A„ 

Daher  ist 

(21)       2  {Ml,  +  j/:)  =  ^^"'  (yi  +  -rj  -  PA^„.  +  ^1. 

A„ 

und,  ganz  ähnlich  gewonnen: 

2EJx„+, 


(21')  2(j/:^.  +  jf:^0 

wo 


(22) 


'^^    =  -^-  Tm   «-1  —  <„)  +  ", —  y:   (a:_i  —  a:) 

A„  A„ 

^1,„  +  ,  =  T Tm  +  i(a"„  — a:  +  i)  +  ^ T«  +  i(am  — a:  +  i)- 


Müller-Breslau,  Festigkeitslehre.    4.  Aufl.  25 
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Aus  (8)  folgt 


EFli' 


Setzt  man  diese  Werte  in  (21)  und  (21')  ein,  so  erhält  man 


(23) 

nnd 
(24) 


_  P(2aH 

^y„-^  +  ^J„)\„-A 

J^n, 

2E 

^  +  ^/(r.  +  T:) 

P{2a  +  y„^,  +  y„)  a„  +  ,  -  A„.^,\„^, 

2E 


Fh' 


+  '/(Y:+i  +  Tr„^.) 


und  kann  jetzt  (19)  umformen  in 
(25)-^\l  +  x„.)  +  |^(l-xJ- 


(1-x. 


wo 
(26) 

(27) 


PX„ 
4£'T„ 


PX„  +  i 


-+P. 


^.  =  ^™[^'  +  '/(t:.  +  t:)]. 


Bevor    wir    uns  weiter   mit   den   Gleichungen  (25)  beschäftigen, 
nehmen  wir  mit  den   Momenten  M„  und  M„  eine  Umformung  vor. 
Aus  (12)  folgt  mit  Beachtung  der  Gleichung  (16)  und  der  Beziehung 
OJrn,=  0„'—0„: 
1 


S„l„ 


0„^y„  =  -Oj:{l  —  ^\>„)^y^ 


0Ja„{2  ^„g„  —  oC-i  —  oC)' 


Setzt  man  diesen  Wert  in  (20),  so  erhält  man 


(28)    M:,= 


2 
EJ 


o:(i 


4^ J  A /y,„  —  ^  OJ \„  (2 ^„.g„—(x.l. 


•y:  (t^  +  a:_i  —  a:) 


und  nun  folgt  aus  (2) 
(29)      M'„  = 


Y  ^-'(1  -  4^-)  ^y- + T  ^-'^'"  ^^'^"p" 


a:) 


+  ^--Tm(-„  +  a:.,  — <). 
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Für  die  untere  Gurtung  erhält  man: 
(28')      1/:  =  — y  C/'J(1— ^J  A^/„—  ^   r„'X^(2U;^?„  — a;.i  — a:) 
,    ^^       .       , 

(29')       ^  =  +  y  U:{1  -  ^^)  ^y„  +  -^  C/VX.  (24>„.p„  -  a^.,  -  <) 

+  ^^  T™  (t„.  +  a^.i  —  aj. 

Die  aufgestellten  Beziehungen  erscheinen  auf  den  ersten  Blick 
als  so  vermckelte  transzendente  Funktionen  der  Unbekannten  y,  daß 
es  scheint,  als  könne  man  wenig  damit  anfangen,     Ist  doch  allein 

in  unbequemer  Weise  abhängig  von  den  ?/,  da  ja  die  Momente  wieder 
transzendente  Funktionen  der  y  sind.  Nun  führen  aber  Zahlenrech- 
nungen zu  dem  erfreulichen  Ergebnis,  daß  gerade  die  wichtigsten 
Größen  feste,  leicht  zu  berechnende  Werte  annehmen,  für  die  sogar 
die  Anwendung  einfacher  Näherungsformeln  ausreicht.  Das  Ergebnis 
einer  solchen  Kechnung  möge  vor  der  weiteren  Behandlung  der 
Gleichungen  (25)  hier  eingeschaltet  werden,  weil  es  von  Einfluß  auf 
den  Gang  unserer  Entwicklung  ist. 

Der  Stab  bestehe  aus  zwei  [-Eisen,  Normalprofil  Nr.  14,  mit 
./=62,7cm*  und  i^=20,4cm2.  Es  sei  Ä  =  15  cm,  Z  =  600  cm, 
A  =  100  cm.  Material:  Flußeisen  mit  £"=  2150 t/cm 2,  wofür  wir 
nur  £"=2000  in  Kechnung  stellen.  Dafür  vernachlässigen  wir  vor- 
läufig den  Einfluß  der  Verformung  der  Bindebleche.  Eine  weitere 
Maßnahme  zugunsten  der  Sicherheit  ist  noch  darin  zu  erblicken,  daß 
den  Gurtquerschnitten  auf  der  ganzen  Strecke  X  die  Werte  J  und  F 
zugeschrieben  werden;  auch  ist  in  Wirklichkeit  wegen  der  an  den 
Enden  angeordneten  Bindebleche  der  Abstand  von  Mitte  zu  Mitte 
Bindeblech  kleiner  als  100  cm.  Wir  werden  später  sehen,  daß  schon 
die  Herabsetzung  von  JE  im  vorliegenden  Fall  den  geringen  Einfluß 
der  Bindebleche  üblicher  Abmessungen  ausgleicht.  Die  Belastung  sei 
40  t  und  liege  im  Abstände 

l  o  ^^ 

0  cm 


200  5 

von   der  Stabachse.     Die  Biegung   erfolge  um  die  Achse  1,  Fig.  299. 
Ohne  Rücksicht  auf  die  y  und  M  ergibt  sich 

0=p(^-f~^)=28t,     ?7=12t, 

25* 
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■wofür  wir  ,„„0  =  34 1,  „„„?^"=6t  annehmen  wollen,  was  für  die 
Stabmitte  einer  Vergrößerung  des  Hebels  a  um  etwa  5  =  2  cm  ent- 
spricht. 

Um  den  Einfluß  der  Verhältniszahl  0  :  U  zn  prüfen,   berechnen 
wir  die  maßgebenden  Größen 

T°,  T"-   0',   U\  4^,  T 
für  die  folgenden  drei  Fälle: 

(I)  0  =  20t,     (II)  0  =  28  t,     (111)0  =  34  1, 
6^=  20  t,  C7=12t,  U=6t 

"Wir  erhalten: 


Fall 


ß'X* 


< 


ßn 


< 


I  0.631446  0,631446 

n  0.7471:37  0.489116 

m  0.823305  0,345857 


36°  10' 24"  36°  10' 24" 
42°  48' 28"  28°1'28" 
47°  10' 19"        19"  48' 58' 


Fall 

yO 

7" 

r+r 

0' 

U' 

^ 

T 

I 
11 

m 

0,86331 
0,80662 
0,76314 

0,86331 
0,91893 
0,95981 

1,727 
1,726 
1,723 

146,32 
144,79 
143,54 

t 

146,32 
148,02 
149,29 

t 

0,863 
0,863 
0.863 

2074 
2074 
2074 

cm* 

Die  Werte  vb  und  T  sind  nach  der  schließlich  vorgenommenen 
Abrundung  für  alle  drei  Fälle  gleich  groß;  daher  wird  auch  der 
wichtige  Wert  /.  konstant.  Infolge  der  Vernachlässigung  der  Verfor- 
mung der  Bindebleche  verschwinden  die  a  und  damit  auch  die  Ä 
und  p,  und  die  Gleichungen  (25)  nehmen  die  einfache  Form  an 

,    „       1  —  y.  4ax 

sie  liefern  mit 


1+x' 


4:  ET 


0,024108 


für  a  =  3  cm  die  Durchbiegungen 

z/i  =  1,0639        y,  =  1,7451         u,  =  1,9796  cm 
^JJ^  =  1,0639      ^y,  =  0,6812      ^y^  =  0,2345  cm. 

Nun  findet  man  die  r  mittels  Formel  (23),  sodann  die   0  mit  Hilfe 
der  aus  (7)  folgenden  Gleichung 


0„  = 


EFh 


*)  Es  handelt  sich  hier  im  Grunde  genommen,  um  eine  mögUchst  sorgfältige 
Vergleichung  wichtiger  mathematischer  Ausdrücke,  daher  die  vielen  Dezimalstellen. 


—     389     — 

ferner  die  Momente 

Ml,  Ml,  Ml,  Ml 

aus  (28)  bis  (29')  und  if^,  Jf,".  aus  (3). 

Man  erhält  die  folgenden  Werte 


Feld 

0 

U            M- 

Mo 

Jf« 

1/« 

Ml 

Mt*) 

1 
2 
3 

29,00 
31,21 
32,39 

t 

11,00 
8,79 
7,61 

t 

—  7,584 

—  3,127 
+  1,612 

tcm 

+  13,488 

+  10,323 

+  6,234 

tcm 

—  7,389 

—  2,618 
+  2.423 

tcm 

+  14,223 

+  11,260 

+   7,209 
tcm 

7,6 
16,6 

8,7 
tcm 

7,4 

16,8 

8,9 

tcm 

rechten  Ende  des  ersten  Feldes  am  stärksten 
beansprucht.  M\  ist  etwas  größer  als  Ml.  Von  den  Momenten  M^ 
ist  i¥ji  das  größte. 

Um  den  Einfluß   des  Elastizitätsmoduls   auf  die  Durchbiegungen 
zu  zeigen,  geben  wir  noch  für  .27=  2150  t/cm  ^  die  Werte  an 
v[j  =  0,873       T=  2100  cm*      x  =  0,022 148 
v/j  =  0,9398    «/2  =  1,5362  y^  =  1,7415  cm. 

Die  Zunahme  von  E  um  7,5  v.  H.  bewirkt  eine  Abnahme  von  y.^  um 
12  V.  H. 

Mit  HiUe  der  Momente  ifj  und  der  durch  die  Gleichung  (5)  ge- 
gebenen Querkräfte  Q  kann  man  jetzt  die  Winkel  a  berechnen,  hierauf 
die  in  den  Gleichungen  (25)  vorkommenden  Größen  A  und  p  aus- 
werten und  die  Berechnung  der  y  wiederholen.  Wir  werden  noch  zu 
einer  sehr  einfachen  Darstellung  des  Einflusses  der  Winkel  a  kommen. 
Zunächst  noch  einiges  über  die  wichtigen  Größen  ^,  0'  und   U'. 

Der  Wert  1  —  y",  wo 

^"X       .      ß^X        1  /  OV        .     1  /  0X2 


cotg 


1/^7 -^y- 


AEJ 


über  in 

1       9cotg9  =  -^+j5 

i-r  =  o?  +  i-o^^2^ 

wo 

Ebenso 

erhält 

^~  12  EJ 
man 

^)  Die  Moraente  Mb  gehören  der  Eeilie  nach  zu  den  Knotenpunkten  0,  1,  2. 
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Nun  wird 


(30) 


1-r 

Ki+I^^) 

TJ'  — 

u 

1 

1-7" 

K^+i^^) 

0 

''4-  ir  = 

1  ^+h'' 

I+^IP 


Bei  der  Ausrechnung  des  letzten  Wertes  wurde  im  Nenner  das  kleine 
Glied  (^^)  0Z7  vernachlässigt. 

Für  ,        ,  P 

ergibt  sich  mit  der  Bezeichnung 

der  Wert 

(32)  ^  =  1-0)    ^"^^ 


10  +  «  ' 
wofür  man  meistens  setzen  darf 

1  p\  2 

(32a)  ^  =  i_„,  =  !___. 

Weiter  darf  man  setzen 

(33)  y„4_^„  =  24j, 

(34)  T={-^~  +  2J^)^. 

Bei  der  Berechnung  der  Momente  M  und  if  nach   (28)  bis  (29') 

nehme  man  0'  und  U'  gleich  groß  an.    Aus 

P  P 

^  =  1-77+17'  =^--W 
folgt  dann 

und  das   erste  Glied  der  Gleichungen  (28)  bis  (29')   nimmt  die   ein- 
fache Form  an: 

+4-  ^^v«. 


I 
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Die  Berücksichtigimg  der  Winkel  a  wird  dadurch  erheblich  er- 
leichtert, daß  die  Momente  Ml  und  Ml  gleich  groß  gesetzt  werden 
dürfen.  Das  gibt  dann  auch  a"  =  a",  und  man  erhält  mit  y"  -|-  7"  =  24» 
nach  (18)  und  (22) 

(36)  P-  =  ^Hy^ 

(37)  ^„  =  Ma(a..,_a.). 

Hieraus  folgt  zunächst,   daß  in   den  Ausdrücken  für  M  und  M^ 
Gleichung  (28)  bis  (29'),  die  zweiten  Glieder  gleich  N'ull  sind. 
Wir  erhalten  mit  dem  aus  (23)  und  (27)  folgenden  Werte 

P(2«  +  lj„,_,  +  lj„)  A^  —  ÄJ.„  , 


(38) 


2ET 


und  mit  der  Bezeichnung  A  Jf  für  die  von  den  Winkeln  a  abhängigen 
Bestandteile  der  Momente  die  Formeln: 

M"  \  P  P     T 

(39)    _:  I  =  +  —  (y.  -  //._0  +  --  -^r^  {2a  +  ,/,„+.^,„.0  +  A  .1/". 

(40)  ^:}=+^(//.-^/».-o+4-T'^"^^^''+-'^'"+^'"-^+'^-^^"- 

Das  obere  Vorzeichen  gilt  für  i¥,  das  untere  für  M. 
Weiter  ist 

mi„  =  m:„-m:„^, 

Ml^  =  M:„  —  Ml^, 
(41)       Ml„  =  ^(l-2'^r^){yr.,.-ij„..)  +  ^Ml-^Ml^, 

(42)    Mi„ = ^  (1  -  2  ^  r^)  (//.+!  -  Ihn-;)  +  A 17:  -  a  j/:;;. 

Es   empfiehlt  sich,   mit  der  auf  der  Vereinfachung  -y"  =  7"  =  1 
beruhenden  Näherungsformel 

(43)  M,„  =  Ml„  =  Ml„  =  ^  (//„.^,  -  .y,„.0  (1  -  2  j^) 


dem  etwas  zu  großen  Werte 

(44)  M,„  =  ^(y„^,-y„,_,). 
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Für  das  vorgeführte  Zahlenbeispiel  ergibt  sich  aus  (31)  die  Zahl 
ü  =  0,266,  und  es  liefern  dann  (32),  (34),  (40)  und  (43)  mit  a  =  0 
die  folgenden  Werte,  denen  wir  die  früher  gefundenen  in  Klammern 
beigefügt  haben: 

^  =  0.864  (0.863).       T  =  2076  (2074) 
Jl",  ==  14.33  (14.22),  .¥,1  =  16,7  (16,8). 

Gleichung  (44)  gibt  3/^  =  17,5.  Das  sind  sehr  gute  Über- 
einstimmungen. 

Der  von  den  AVinkeln  a  abhängige  Bestandteil  des  AVertes  t„  ist 
nach  (23)  und  (38) 

Ä„^J.„  _       2J 


""~         2ET    ~ 
weshalb 

A3/1  =  ^^  (t.„  -f  a_,  -  aj  = 

und 

-o(i-^,.). 

Setzen  wir,  ungünstig  rechnend, 

Y°  =  Y"  =  1,  so  erhalten  wir 

^Ml  =  ^Ml=~^~(oL„_ 

,    =<..)(i    '^r)- 

Xach  (6)  ergibt  sich  wegen  Ml  = 

-  Ml  =  J/j  mit  Beachtung  von  (4), 

2 
wenn   fi  =  -—  E  =^  OAE  gesetzt  "«drd. 
5 


^  JI,„h-  1,2         2M,„  _  2M,^  (  F,hh\ 

°'"'        ^EJ,  "*~  OAEF,        h  EFJi  \   ^   12 J,  / 

und  wegen  J^  =  F^^^: 

_  2M,„   /         hh'\ 
'"'-'EiViV^l^)' 


Nun  folgt  aus  Gleichung  (43) 


und 


a„_i  — a„  =  : 


2EFj,h 

Da  die  a  von   untergeordneter  Bedeutung  sind,   berechnen    wir 
den  vorstehenden  Ausdruck,   von   dem  die  Aikf  und    Aitf  abhängen. 
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unter  der  der  Wirklichkeit  sehr  nahe  kommenden  Voraussetzung,  daß 
die  Knotenpunkte  der  verbogenen  Gurtung  in  einer  Parabel  liegen, 
deren  Pfeilliöhe  gleich  der  größten  Durchbiegung  5  ist.  Bei  den 
fortan  angenommenen  gleichen  Feldweiten  \  ist  mit  1  =  n\ 

und 

—  l/.>.-2  +  U,n-l   +  //».  —  ^.«+  1   =         ~^Y-  ' 

Es  nimmt  also  a,„_i  —  a,„  und  damit  auch  Ailf  einen  festen  Wert 
Dabei  ist  ^M''  =  ^^M",  ^ 
haben.     Mit  den  Bezeichnungen 

(46)  K^ =^4"^  ^^"  +  y-  -  .^•"-)' 

gelangt  man  nach  (39)  und  (40)  mit  y"  =  y"  =  1  zu  dem  folgenden 
einfachen  Ansatz  für  die  Momente: 

(48)  M:„  =  Ml  =  -^  (//„  -  y^_,)  +  K^  +  K' 

(49)  Ml  =  Ml  =  +  ^  Oa«  -  y,n-.)  +  /C  +  K' 

Wir    machen    noch    darauf    aufmerksam,    daß    für    den    ersten 
Knotenpunkt 

—  lim-i  +  ^.-1  +  y,n  —  y,n+i  =  —  {ij2  —  yi) 

ist;  hier  tidtt  also  durch  die  a  eine  Entlastung  ein,  die  wir  in  der 
Folge  vernachlässigen  wollen. 

Zur  Berechnung  der  Drucke  0  benutzen  wir  (1)  und  erhalten 

O,.=|(A  +  «  +  ,.„_.)  +  Z(^^-rA,  +  A-0(l  +  ^)l. 
Das  gibt 

(50)  0„  =  4  +  ^  +  i:(i-g,+M-(A'„  +  A-')(l  +  *)|- 

Das  letzte  Glied  ist  unwesentlich.     Man  rechne  mit  dem  etwas 
zu  großen  Werte 
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Dif  «ileichuniren  (25)  werden  durch  Gleiclisetzung  von  a°  und  a" 
ebenfalls  sehr  vereinfacht  und  gehen  mit  den  durch  (36)  und  (37) 
bestimmten  "Werten  p  und  A  über  in 

(52)       //..,  (1  +  X.)  +  2//„,  (1  -  •/.)  -  //„^,  (1  +  X.)  =  4x.  (r/  -h  a:) 

wo 

Setzt  man  nach  (26)  und  (27)  mit  7° -]- y"  =:  2 vb : 

so  folgt 

(o3a)  r/„  =  (a„_,  _  a,„+0  '^p.— 

und  nach  (45) 

(53b)  a:=  8^V(3  +  ^)  (-/y.-.  +  2.//.-.y,„^.)  (l-2-^  J;^)- 
Mit  der  Bezeichnung 

(54,  .;=.._^L(3  +  i^)(l_24,^) 

geht  (52)  über  in 

(55)     ^„_oX.'-?/„.i(l+x.)+2?/„(l—x—x/)   -//„+! (l+x)+.y„+2X.'=4xcr. 

Es  steht  uns  jetzt  ein  verhältnismäßig  einfaches  System  linearer 
Gleichungen  zur  Berechnung  der  Unbekannten  y  zur  Verfügung. 
Knickgefahr  liegt  vor.  sobald  die  Xennerdeterminate  dieser  Gleichungen 
gleich  Xull  ist. 

Bei  kleiner  Felderzahl  ist  die  Anzahl  der  Unbekannten  so  gering, 
daß  die  Berechnung  der  y  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (55)  schnell 
vonstatten  geht.  Auch  bei  größerer  Felderzahl  bietet  die  allgemeine 
Integration  der  linearen  Differenzengleichung  (55)  keine  grundsätzlichen 
Schwierigkeiten:  sie  führt  aber  zu  unbequemen  Formeln.  Zu  einer 
erheblichen  Vereinfachung  der  allgemeinen  Lösung  gelangt  man,  wenn 
man  die  von  den  Winkeln  a  herrührenden  Größen  a„',  deren  Einfluß 
sehr  klein  ist.  auf  Grund  der  schon  vorhin  benutzten  Annahme  be- 
rechnet, daß  die  Knotenpunkte  der  verbogenen  Gurtung  in  einer 
Parabel  liegen.     Setzt  man  nämlich 

48  w  (n  —  m) 

"-  = n' 

SO  wird 

,    9  325 
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und  man  erhält  für  r/J  den  konstauten  Ausdruck 

Die  Gleichung  (52)  nimmt  dann  die  einfache  Form  an 
(57)  -  y^_,  -  2u„  \^  -  },„,,  =  ^_  (a  -f  eS). 

Auf  der  rechten  Seite  von  (57)  steht  ein  unveränderlicher  "^ert. 
Nur  für  f/i  =  1  ergibt  sich  eine  Abweichung  in  negativem  Sinne,  weil 

^''  ,    ,  ,      ^         ^32S 

—  //„,.,  —  2f/„  — 1/„^,  =  2  ?/,  —  yz<~-^ 

ist  "Wenn  wir  der  Einfachheit  wegen  hierauf  keine  Rücksicht  nehmen, 
so  bewegen  wir  uns  auf  der  sicheren  Seite.  Es  wird  sich  ohne- 
hin zeigen,  daß  der  Einfluß  von  a  bei  den  üblichen  Abmessungen 
der  Bindebleche  von  untergeordneter  Bedeutung  ist  Die  Integration 
der  Differeuzengleichung  (57)  liefert,  wegen  der  aus  der  Symmetrie 
folgenden  Bedingung 

Vm  =    'In-m 

den  "Wert 

Um  =  Ccos  ([^ m)  t  —  {a  ^  £§). 

wo 

(59)  '^'^=r^/ 

Fül"  /// =  0  muß  ^/o  =  0  sein:  daher  ist 
a  —  zb 


C: 

n 
cos- 


und 

sec^ 


(60)  y„  =  (a-t  5)  [cos  (-^  —  m  ) 

Bei  gerader  Felderzahl  entsteht  füi-  m  = 

h  =  ia-ih)(sec^T  —  l) 
und  hieraus  folgt 

a  (sec  ^  r  —  l) 


—     396     — 
Bei  ungerader  Felderzahl  ist  für  den  der  Mitte  zunächst  ge- 
legenen Knotenpunkt:  di  =  •     Man  erhält  zur  Berechnung  von 
8  die  Bedingung 

T^  (-7-0  ( -t-) = (« + ^^)  (-  ^  - 1 .  - 1) 

und  hieraus 

a  (cos^sec      "i-  —  ij  j 


(62) 


--1 s(cos^sec-2-^-lj 


Setzt  mau  in  (61)  und  (62)  den  N^enner  gleich  0,  so  erhält  man 
eine  Gleichung  zur  Berechnung  der  Knicklast. 
Ist  n  eine  gerade  Zahl,  so  folgt  aus 


^0<=<=T-0  = 


die  Knickbedinguug 

i63)  '''-2=r+-^ 


(64) 


Hat  man  hieraus  "i^  gefunden,  so  liefert  (59)  den  Wert 
1  —  cos  'ä" 


1  +  cos  ^ 
und  nun  folgt  aus  Gleichung  (26)  für  die  Knicklast  die  Formel 

(65)  p.=^^ 

sie  hat  für  den  Rahmenstab   dieselbe  Bedeutung  wie  die  Eulersche 
Formel  für  den  einteiligen  Stab. 
Ist  n  ungerade,  so  setzen  wir 

e(cos^sec^-lj=     -^^ 

und  finden 

,r.a\  ''J'  £  cos  ^ 

(ob)  cos  = 


2        n^  —  1    . 

— r-  +  6 


Hieraus  muß  ^  durch  Probieren  berechnet  werden.  Man  bestimmt 
^  zuerst  mittels  (63)  und  verbessert  diesen  Wert  mit  Hufe  von  (66). 
Der  Unterschied  zwischen  den  Ergebnissen  von  (63)  und  (66)  ist  so 
unwesentlich,  daß  es  zulässig  ist,  Gleichung  (63)  auch  bei  ungerader 
Felderzahl  anzuwenden. 
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Bei   der  Berechnung  des  in   die  Gleichung  (65)  einzuführenden 
Wertes  T  darf  man  stets  nach  (32  a)  setzen 

Man  erhält  dann  nach  (34) 

streicht  man  das  P^  enthaltende  Glied,  so  findet  man 


p\  2 

wo 

(68)  J,=^  +  2J 

das  Trägheitsmoment  des  Gesamtquerschnittes  des  Kahmenstabes,  be- 
zogen  auf  die  in  Fig.  299  mit  1  bezeichnete   Schwerachse   bedeutet. 
Setzt  man  T  aus  (67)  in  (65)  ein  und  löst  diese  Gleichung  nach 
P  auf,  so  erhält  man  für  die  Knicklast  die  Formel 

X  "^       6J 

Sehr  einfach  gestaltet  sich    die  Rechnung   für  den   Fall  starrer 
Bindebleche.     Dann  wird  s  =  0  und  man  erhält 


also  n'ts  =  TC.     Das  gibt 
und  hieraus  folgt 


cos  -—  =  1, 


cos  ^  =  ^ — , —  =  cos  — 

1  -^x  n 


-=^'^. 


Die  Knicklast  ist  also  durch  die  Gleichung  bestimmt 
Es  folgt  mit  A  =  — : 


(70)  P,  =  (2r.^)tg2(^)^ 

Mit  der  Bezeichnung 

(^1)  ^-(t)^'=-(Ä) 
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nimmt  der  Ausdruck  für  1\  die  Eulersche  Form  an: 

(72)  P,  =  ^^!^. 

Der  Rahmenstab  verhält  sicli  also  wie  ein  einteiliger  Stab,  dessen 
Querschnitt  das  Trägheitsmoment 

(73)  ^T=^Q^^f-^2^j)r) 
besitzt.     Die  Zahl  jx  ist: 

für  n  =  2  3  4  5  6  7  8  9oü 

fx=- 1.621     1,216     1,113     1,070     1,048    1,035    1,026    1,021    1. 
AVird  für  T  die  Näherungsformel  (67)  benutzt,  so  führt  (72)  zu 

Der  AVert  ^~-~jy ^  S^^^  ^ie  Eulersche  Knicklast  für  den  Fall  an, 

daß  der  Rahmenstab  wie  ein  einteiliger  behandelt  wird. 

Wir  werden  sogleich  zeigen,  wie  man  aus  (72)  eine  einfache  und 
zuverlässige  Formel  finden  kann,  welche  die  Nachgiebigkeit  der  Binde- 
bleche berücksichtigt.  Die  Ableitung  einer  Näherungsformel  für  die 
Durchbiegung  5  Avird  uns  zu  dieser  Erweiterung  der  Formel  (72) 
führen.  Wir  beginnen  mit  dem  Fall  s  =  0,  formen  die  Gleichung  (57) 
um  in 

_       yn,  +  X—Jln.  ,      Vm  —  Vm-^    ^        4x        «  +  y». 

\^  "^        X2  1  +  x      r' 

und  ersetzen  die  Differenzengleichung 

_     ^"•^"■+1     ^     4'^     a  +  Um 
V  1-fx       \' 

durch  die  Differentialgleichung 

d'^//    4x      a,-\-y 


*)  In  der  Arbeit:  „Statische  Berechnung  steifer  Yierecknetze",  Zeitschrift  für 
Bauwesen,  1909,  Heft  3,  untersucht  L.  Mann  den  zentrisch  gedrückten  Rahmenstab 
auf  anderem  "^ege  unter  der  Annahme,  daß  unabhängig  von  den  Durchbiegungen, 

0=  U=--P  gesetzt  werden  darf  und  findet,  mit  unseren  Bezeichnungen, 


.^=.(^  +  2.,) 


Aus  un.serer  Untersuchung  folgt,  daß  die  Annahme  0  =  ?7  bei  der  Berechnung  von 
Pk  zulässig  ist. 
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Die  Gleichung  der  elastischen  Linie  eines  exzentrisch   belasteten 
einteiligen  Stabes,   dessen  Querschnitt  das  Trägheitsmoment  J,  hat 

Der  Rahmenstab   verhält  sich   hiernach  annähernd  wie   ein   ein- 
teihger  Stab,  dessen  J^  der  Gleichung  genügt: 

P   _        4x 

Mit  e       y    -r    ; 

folgt  nun  nach  §  33,  Seite  361 

P^       TZ'EJ,        7c2(l-f-x) 


(75) 
und, 
(76) 


P         PI'  4.n'>i 

und,  nach  unten  abgerundet 

2,45  (1  +  x) 


Der  gesuchte  Näherungswert  lautet  nunmehr  nach  Gleichung  (9) 
Seite  362: 

(77)  s  =  |«.;^- 

Die  übrigen  Durchbiegungen  dürfen  hieraus  nach   der  Parabel- 
gleichung 

4:hm(n  —  m) 

berechnet  werden. 

Die  genaueren  Formeln  lauten  für  s  =  0 

(78)  6  =  a  (sec  y  ^  —  l) 

(79)  ?,-^  =  a    cos  f -„ mj  '^  sec  -^  'ä-  —  1    • 

Um  nun  die  Nachgiebigkeit  der  Bindebleche  in  einfacher  Weise 
zu  berücksichtigen,  schließen  wir  aus  (77)  und  (78)  auf 

(80)  sec  1-^-1  =  A^, 
setzen  diesen  Wert  in  (61)  und  finden 


(81) 


5  1 


a 


4    "  .5 

v-l--e 
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Aus   dieser  Formel  köimen  wir  nun  einen  anderen  wichtigen  Schluß 
ziehen. 

Rechnerisch  wird  bei  starreu  Bindeblechcn  h  ^  oc  für  v  =  1. 
Bei  elastischen  Bindebleclien  genügt  schon  v  =  1  +  1,25  e.  Wir  ge- 
langen also  zu  einer  Xäherungsformel  für  die  Knicklast  P^  eines  Stabes 
mit  nachgiebigen  Bindebleclien,  wenn  wir  den  für  starre  Bindebleche 
berechneten  Wert  P^.  durch  1  -|-  1,25  s  dividieren.  Wir  ändern  also 
(74)  um  in 

und  setzen  für  e  den  etwas  zu  großen,  von  P  unabhängigen  Wert 

Die  vorstehenden  Rechnungen  sind  an  die  Voraussetzung  ge- 
bunden, daß  die  Beanspruchung  innerhalb  der  Proportionalitätsgrenze 
liegt.     Die   für  P^.  abgeleiteten  Formeln   werden  unbrauchbar  sobald 

ist. 

Außerhalb  der  Proportionalitätsgrenze  sind  die  Schwierigkeiten 
einer  zuverlässigen  Berechnung  der  Spannungen  und  der  Knicklast 
noch  erheblich  größer  als  beim  einteiligen  Stabe.  Die  ohnehin  ver- 
wickelten Rechnungen  werden  sehr  erschwert,  weil  E  von  c  abhängt 
und  die  Spannungen  innerhalb  der  einzelnen  Querschnitte  und  Stab- 
teile sehr  schwanken,  auch  keineswegs  einfachen  Gesetzen  folgen. 
Ganz  ausgeschlossen  ist  hier  die  Beschränkung  auf  den  Fall  zentrischen 
Druckes.  Die  im  §  33  für  jeden  einteiligen  Stab  empfohlene  Prüfung 
der  Wirkung  eines  einseitigen  Druckes  ist  für  einen  gegliederten  Stab 
von  noch  größerer  Bedeutung. 

Wir  lassen  zwei  Zahlenbeispiele  folgen,  in  denen  auch  die  Nähe- 
rungsformeln geprüft  werden. 

2.  Erstes  Zahlenbeispiel.  Wir  wählen  das  bereits  bei  der  Her- 
ieitung  der  Formeln  benutzte  Beispiel:  /  =  600  cm,  a  =  100  cm,  n  =  6, 
h  =  15  cm,  k'=  19,5  cm,  J=  62,7  cm*,  F=  20,4  cm^,  «  =  y62,7  :  20,4 
=  1,75  cm,  Tr=  62.7  :  4,25  =  14,75  cm^.  Wir  ordnen  14  cm  breite, 
1,0  cm  starke  Bindebleche  an,  jedes  mit  vier  1,8  cm  starken  Nieten 
befestigt.  Nietweite  c  =  8,0  cm  (Fig.  295).  Material  Flußeisen, 
E"^  2150  t/cm 2,  Cp=2,4t/cm^  Da  zu  jedem  Knotenpunkt  zwei 
Bindebleche  gehören,  ist  F^  =  28  cm  -  und 


_    4P/^    / 


hh' 


0.0545. 
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Aus  der  Knickbedingiing 
folgt 


cos  — -  =  cos  3  ^  =  -  -       =  ,7^/-  =  0,0517 
2  1  +  £       1.054O 


3^  =  87° 2',  ^  =  29°1'.  cos  ^  =  0,8745. 
1         1  +  cos 


X         1  —  cos  "ä- 
S\m  ergibt  sich 


=  14.936. 


j-^  =  ^  _|_  2J=  ^^■'^^^  ^^'  +  2  .  62.7  =  2420.4  cm^ 

_  4^^  1 

A^       1        Ji  +  2J 

y.  "^       6J 

4.2150-2420  1 

-fit  — 


100^'  .  _..   ,     2546 

96 


l^'93ß  +  6-62  7 


"      2  •  20,4 
Die  einfachere  Rechnung 


=  2.35  t/cm-  <C  «Jp. 


P. 


liefert  mit  (x  =  1,05  (Seite  398)  und  tc2£'=  21220  t/cm ^ 
_  21220-2420  1,05  ^ 

'  ~      360000      '  0,4  -  2546  •  1.05  —  ^ ^  " 

+        36  -  62.7 

Wir  wollen  nun  die  Beanspruchung  des  Stabes  für  eine  am  Hebel- 
arm a  =  l :  200  =  3  cm  angreifende  Last  P  =  40  t  untersuchen  und 
berechnen:  2 

T=  (^'  4-  2  Jo)  ^1,  =  2100  cm^ 

^^    2.45(1 +  x)   ^3^^^ 
n  -  X 

Müller-Breslau,  Festigkeitslehre.    4.  Aufl.  26 
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Die  Durchbiegung  in  der  Mitte  ist 
1,25a 

•'^^=^  =  7^r-T257- 

Die  Parabelgleichung 

45;??  ()i  —  m) 


1,804  cm*). 


//" 


?f 


liefert  y^  =  1,002  cm,  tj^  =  1,604  cm. 
Nun  berechnen  wir  der  Reihe,  nach 
8PhJ    /.    .    hh'\        PJh 

P    J 


8PbJ    (o.Mi\       PJh  ^_^ 


108  tcm. 


2     T 


rb  (2a  +  y„  -  !U-^)  =  0,5213  (6  +  y„  -  //„.,), 


^L  =  m:,  =  Jf:  =  ^{y„-  lu-O  +  ii-.  +  A" 

und  erhalten  die  folgenden  Werte  in  tcm. 


P{y„-y„.,) 


1  I    3,650    I  10,02 

2  I    3,442    I  6,02 

3  3,232    I  2,00 


13,8 

I     9,6 

5,3 


Die  Momente  für  die  Gurtquerschnitte  zwischen  den  Knoten- 
punkten findet  man  mittels  Gleichung  (40)  auf  Seite  378.  Für  die 
Glitte  des  Gurtstückes  (m  —  1)  —  m  ist  z.  B.  nach  Gleichung  (41), 
Seite  378, 

wo 


A- 


Die  Gleichung  ist  besonders  wichtig  für  das  Mittelstück  der 
Gurtung  eines  Rahmenstabes  mit  ungerader  Felderzahl.  Dann  ist 
M^  =  M„  und  für  die  Feldmitte 


M. 


3f„sec-2^-- 


*)  Für  e  =  0  wird  S  =  1,747,  was  mit  dem  auf  Seite  389  erhaltenen  Ergebnis 
8  =  1,742  gut  übereinstimmt.  Beachtenswert  ist,  daß  sich  mit  e  =  0  und  £"=  2000 
die  Durchbiegung  8=1,980  ergeben  hatte,  daß  also  die  Herabsetzung  von  E  eine 
größere  Wirkung  ausübt,  als  die  Nachgiebigkeit  der  Bindebleche.  Gleichung  (61) 
liefert  8  =  1.798  cm. 
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Der  Druck   0  in  der  oberen  Gurtung  beträgt 

^P    .    Pa   ,    PQy.-x  +  Z/J       (A;.  +  A-)  (1  +  £) 
2  ^   /?    "^  2h  h 

Das  gibt 

Ol  =  29  t,    02=  31t,    03  =  32  t. 

Für  das  am   stärksten  beanspruchte  Bindeblech   (bei  in  =  1)  ist 

P  P 

^Ib  =  ^  (l/m  +  i  —  Vr^-i)  =  ^  y^  =  16  tcm . 

Die  Vergleichung  der  vorstehenden  Zahlen  mit  den  Ergebnissen 
der  früheren  Rechnung  beweist,  daß  die  dort  vorgenommene  Herab- 
setzung des  Elastizitätsmoduls  von  2150  auf  2000  die  Xachgiebigkeit 
der  Bindebleche  auch  hinsichtlich  der  Biegungsmomente  vollkommen 
ausgleicht.  Der  geringe  Einfluß  von  s  drückt  sich  in  dem  kleinen 
AVerte  K'  aus.  Wir  erhalten  jetzt  sogar  etwas  kleinere  Werte  für 
alle  Momente.     Die  Gurtkräfte  haben  sich  nicht  geändert. 

Für  die  größte  Gurtbeanspruchung  finden  wir  am  rechten  Ende 
des  ersten  Feldes  der  oberen  Gurtung  den  in  der  iSTähe  von  Op  liegen- 
den Wert 

0    .M         29     ,    13,8        „  _  ^,      ^ 

'=F  +  W=2öJ-^ü;7b  =  ^^^^'l''^- 

Sehen  wir  den  Abstand  >/  (Fig.  295)  der  äußersten  Mete  benach- 
barter Bindebleche  als  Knicklänge  der  Gui-tung  an  und  berechnen 
wir  die  Knickkraft  0^  nach  der  Tetmaj ersehen  Formel  (Seite  372), 
so  erhalten  wir 

I        1,75 

0,  =  (3,1  —  0,0114  .  51)  20,4  =  51 1  >  „.^O  =  32  t. 

Wird  mit  der  Knicklänge  a  =  100  cm  gerechnet,  so  folgt  \:  i  =  bl 
und  Oi  =  50 1,  also  fast  derselbe  Wert. 

Die    Anschlußniete    im    Bindeblech  werden    durch    das  Moment 

2  1/ 

i¥j  =  16  tcm  und  die  Querkraft  Q  =  —7-^  beansprucht.    Da  zu  jedem 

Knotenpunkt  zwei  Bindebleche  gehören,  setzt  sich  die  Belastung  JV 
eines  Niets  zusammen  aus  dem  rechtwinklig  zur  Stabachse  gerichteten 

^"^^  1    21 

N.=^  —^  (c  =  Xietweite  =  8  cm) 

und  dem  in  der  Richtung  der  Stabachse  wirkenden  Teil 

26* 
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Es  entstellt  also 


N=  y.v;  +:vi  =  f;  j/i  +  '■  =1.13  n 


.2 

Das  i^ibt  bei  1,8  cm  Nietstärke  eine  Sclmbspanuuiig-  s^on  1,13  :  2,54 
=  0,44  t/cm^  und  einen  Lochleibungsdruck  1.13  :  1,8  •  1,0  =  0,63  t/cm 2. 
Die  Nietverbindung  wird  also  erheblich  schwächer  beansprucht  als  die 
Gurtung.  Dasselbe  gilt  auch  von  den  Bindeblechen,  denn  zwei  zu- 
sammengehörigen Blechen  entspricht  nach  Abzug  der  Nietlöcher 
J,  =  327,    U;  =  327  :  7  =  49  und  c,^  16  :  49  =  0,33  t/cm  2. 

Wir  haben  hier  alle  Momente  M  und  Gurtkräfte  0  angegeben. 
Man  braucht  aber  nur  J/i,  Oj  für  das  Endfeld  und  O3  für  die  Mitte. 
Das  unwesentliche  Glied  K'  darf  bei  den  üblichen  Abmessungen  der 
Bindebleche  gestrichen  werden.  Ein  Kennzeichen  für  hinlänglich  starke 
Bindebleche  ist  die  Kleinheit  von  e.  Wenn  man  dann  noch  in 
Gleichung  (46)  zur  Erhöhung  der  Sicherheit  vjj  =  1  setzt,  erhält  man 
den  folgenden  einfachen  Ansatz: 

^"  =  4  y^  +  2  4  (^^'  +  y^^  =  ^^•'^  *^"^- 


+  t("  +  y-'^0  = 


P       P 

2  ^  h 


29  t, 


p 

Mi  =  —  ii^r=  16  tcm. 

Es  soll  noch  geprüft  werden,  wie  sich  der  Stab  unter  der  Last 
80  t  verhält.  Insbesondere  fragt  es  sich,  an  welchem  Hebel  a  darf 
die  Last  angreifen,  ohne  daß  die  Proportionalitätsgrenze  übersclu'itten 
■wird.     Wir  finden 

o  =  0,4945.    •]>  =  0,741.    7'=  1770,    /.  =  0,0526. 

Bei  so  hoher  Belastung  ziehen  wir  es  vor,  die  Durchbiegung  5 
mit  den  genaueren  Formeln  zu  rechnen: 

cos  t  =  \^  =  0,9001 ,    ^  =  25^  50', 

1  +  X 


")  Werden  nach  Fig.  290  die  Bindebleche  dtu'ch  je  6  Niete  befestigt,  so  erhält  man 
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^^  =  S^  =  17°30\    sec  3  ^  —  1  =  3,6202, 
a(  sec-^ II 

l_e(sec-2--l) 

Die  Parabelgleichung-  liefert 

//i  =  2,506«,    //2  =  4,009«. 
Nach  Ermittlung  von  K'=  0,538«  erhalten  wir  aus  den  Gleichungen 
(46)  (48)  (50)  _ 

Jfr  =  54.02«  tcm, 

0,  =  40  +  12,4«  t,      O3  =  40  +  27,7  t. 
Xun  wird  für  die  Gurtung 

40  +  12,4«   ,  54,02«       ,  „^   ,    ,  ^n 

Die  Spannuug  (jp=  2,4  t/cm  ^  wird  bereits  bei  «  =  0,10  cm  er- 
reicht. Würde  unsere  Eechnung  auch  noch  über  Cp  hinaus  brauch- 
bar sein,  so  würde  «  =  0,2  cm  den  bereits  jenseits  der  Streckgrenze 
liegenden  Wert  a  =  2,82  t/cm-  ergeben.  So  kleine  Hebelarme  sind 
unvermeidbar;  die  erheblich  unter  Pj,  =  96  t  liegende  Last  80  t  muß 
daher  bereits  als  gefahrdrohend  bezeichnet  werden. 

Für  das  Bindeblech  erhält  man 

M,  =  ^  P^2  =  80  « .    X  =5,67  « 

und  kann  wie  vorhin  nachweisen,  daß  Yernietung  und  Bindebleche 
sicherer  sind  als  die  Gurtungen. 

Bei  der  Untersuchung  der  elastischen  Linie  der  Gurtungen  haben 
wir  den  Einfluß  der  Scherkräfte  S  und  der  Verkürzung  der  Quer- 
stäbe vernachlässigt.  Die  Zulässigkeit  dieser  Annahmen,  die  erheblich 
zur  Vereinfachung  der  ganzen  Entwicklung  beigetragen  haben,  kann 
wie  folgt  geprüft  werden. 

Aus  (12),  (16)  und  (36)  ergibt  sich 

'S',„  =  0:  (.J;.  -  r„,)  ^  -  |-  0:  (a„.,  -  a,„). 

Das  zweite  Glied  streichen  wir,  rechnen  also  mit  etwas  zu  großen 
Kräften  S.     Nach  (17)  und  (14)  ist 

*)  Die  Näherangsformel  (81)  gibt  den  immer  noch  brauchbaren  Wert  S  =  4,28a. 
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Da  nun  nahezu  0^z=  r,^'  ist,  entsteht 

Auf  den  Querstab  tmif  wirkt  in  seiner  Längsrichtung  der  Druck 

Bm  =  S,„  —  S„+i. 
Die  Scherkraft  S,„  bewirkt  eine  Drehung  der  Mittellinie  (m — 1)  — m 
des  wten  Gurtstücks  um  den  Winkel 

,_    S„ 

WO  F'    genügend    genau    die    Summe    der    Querschnitte    der    beiden 
Flanschen  des  |[]-Eisens  bedeutet. 

Die  Biegungslinie  der  Gurtung  infolge  der  Scherkräfte  läßt  sich 
als  Momentenlinie  der  Gewichte 

S,„  —  S„^,        B„ 

deuten.     Im  vorliegenden  Falle  erhält  man  für  7^  =  40  t  in  tcm : 

5Va  =  (29  —  20)  1,002  =9,0 

Si/.  =  (31  —  20)  (1,604  —  1,002)  =  6,6 
Ä'gX  =  (32  —  20)  (1,804  —  1,604)  =  2,4 
S^\  =  —  2.4 
B^  A  =  2.4,     B.,  X  =  4,2,     ^3  A  =  4,8. 

Die  GeAvichte  /(„  =  B„,  erzeugen  an  der  Stelle  m  =  3  das  Moment 

31^  =  (i5,  +  2^2  +  3  ^2^ )  A  =  18,0 

und  es  wächst  also  infolge  der  Scherkräfte  S  die  Durchbiegung  um 
.         iC  18,0  „„„_ 

Dieser  Wert  ist  unAvesentlich.  Das  gleiche  gilt  von  der  Ver- 
kürzung der  Querstäbe  infolge  der  kleinen  Drucke 

B^  =  0,024  t,    B^  =  0,042  t,    B^  =  0,048  t. 

3.  Zweites  ZaMenbeisplel.  Fig.  303  und  304.  ßahmenstab 
aus  zwei  ^-Eisen,  Normalprofü  Nr.  26  mit  7^=48,3,  .7=317, 
Ä  =  25cm,  /  =  455cm,  A=:65cm,  n  =  l.  Es  sollen  verhältnis- 
mäßig schmale  Bindebleche  mit  den  Abmessungen  16 -1,0  cm,  die 
mit  2  cm  starken  Xieten  befestigt  sind,  angeordnet  werden.  1i=  29,3  cm, 
jE'=2150t/cm2. 
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Die   durch   einen   einseitigen  Druck  P=  180  t  erzeugten  Durch- 
biegungen //  sollen  zunächst  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (55)  berechnet 
werden.    Sie  nehmen,  da  y^  =i/3,  Vs  '^^  l/zi  !h  ^  Vi  ^^^i  ^^^  Form  an 
2^1  (1  —  y-  —  y')  —  ?/2  (1  +  x)  -f  //gx'  =  4xa 

—  yxi^  +  >«)  +  2 z/2 (1  —  y  —  y)  —  ^3  (i  +  >'0  +  y^y  =^ya 

yiy  —  ^2  (1  +  y)  +  2.^3  (l  —  y.  —  -/)  —  i/^  (l  +  x)  +  y^/  =  4>ca. 


Z=  7?.  =  it55U 


p 

0 

r 

7 

'^ 

5 

ff 
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Fig.  303. 


Das  gibt 

1  X  —  x' 

•'^^ — 2>r— 

1+x 


1  +  x 
•^^     4x 


+  2/3 


4x 


1  —  X  —  x'  1  +  x  —  x' 

+  ^3  2x ^-^ lyT^ 


—  y^ 


1  +  x  — x' 


\-y% 


1  — 3x  — 2x' 


Nun  ist 


1  1 

\ 

^-r 

1 

1 

>5! 

10 

1  ^- 

e-  -e- 

1 

KÄ^ 

/V.P26 


F 

g.  304. 

PV^ 

180-65- 

12  EJ 

12 

■2150.317 

=  1  —  (0 

5  + 
10  + 

-  ^  0,977 

_lFh^ 

4-2JvL 

U  =  15352  c 
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^;  =0,0057 


=  0.005V^4(3  +  ^-)  =  0,009, 

und  wir  erhalten  die  Gleichungen 

86,4/7,-44,1/72+    0,4y,  =  a 

—  44,1  //,  +  86,4  //2  —  43,7  u,  =  a 

0,4 //,- 43,7 //2  + 42,3 //3  =  a; 
sie  liefern 

//i  =  0,078«,     //2:=  0,132«,     2/3  =  0,160«. 

Damit  soUen  die  Ergebnisse  der  auf  der  sicheren  Seite  liegenden 
Xäherungsformeln  verglichen  werden. 
Wir  berechnen 

cos  ^  =  i^— =  0.98867 

l+x 

^  =  8°38';        2  "^  =  3,5  ^  =  30°  13' 
secy^  =  1,15724 

«(sec^^ l) 

(84)  S  =   -  ^         \^^      '  .   =  0,164  «**) 

1  — -(sec-^-  — 1) 

^hmCu  —  m)       4-0,164         ^_  , 

//i  =  0,080«;     2/2=0,134«;     2/3  =  0,161«. 

Wir  priifen  schließlich  noch  den  einfachen  Ansatz: 

2,45  (1 +  >'.)_  2,45- 1,010  _ 

'  -  ii^^K         ~  ^9  .  0,010    ~  ^'^^ 

1,25  «  ^  .  „„ 

0,167  « 


V  —  1  —  1,25  £ 
,j^  =  0,082  (L     //2  =  0,136  «,     //3  =  0,164  «. 

*)  Die  Zahl  1  —  ^  4^^  _  9.999  darf  man  bei  weitgestellten  ]]-Eisen  stets  =:  1  setzen. 

**)  Die  Gleichung  (62).  die,   der  ungeraden  Felderzahl   wegen,   hier  am  Platze 
wäre,  liefert  8  =  0,163  a. 
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Mit  den  zuletzt  gewonnenen  Zahlen  möge  weiter  gerechnet  werden. 
Es  folgt 

O.=^  +  ^{a-^f)  =  ^0  +  1.6a 


und  für  die  Gurtung  mit   11'=  47.7  cm^ 
90  +  7,5  «    ,    7,5  a 


1.863  -f  0,313  a. 


48.3  '     47,7 

Die  Grenze  a  =  2,4  t/cm^  wird  schon  erreicht  bei  a  ==  1,7  cm.  Aus 

M,  =  ^'  =  ^-?-  0,136  •  1,7  =  10,4  tcm 
4  4 


folgt  für  ein  Niet  mit  c  =:  8  cm 


nur 


-v=4^l/ 


2,r    l+|;  =  O.Vt. 


Die  Knickkraft  für  ein  Gurtstück  ist  nach  der  Tetmaj ersehen 
Formel 

0,  =  (3,1  — 0.0114  yj  F=136t. 

4.  Nachreclinuiig  eines  wichtigen  Versuches.  Am  7.  Dezember  1909 
stürzte  am  Großen  Grasbrook  in  Hamburg  die  den  Bassinboden  eines 
großen  Gasbehälters  tragende  Eisenkonstruktion  ein.  Als  Ursache  wurde 
die  ungenügende  Knickfestigkeit  auf  Druck  beanspruchter  Rahmenstäbe 
erkannt.  Die  Schwere  des  Unfalls,  dem  zahlreiche  Menschenleben  zum 
Opfer  fielen,  hat  zu  lebhaften  Erörterungen  in  Fachzeitschriften  geführt 
und  schließlich  den  Verein  Deutscher  Brücken-  und  Eisenbaufabriken 
veranlaßt,  im  Königlichen  Materialprüfiingsamt  zu  Berlin-Lichterfeldo 
drei  Rahmenstäbe  auf  Knickfestigkeit  prüfen  zu  lassen,  die  einem  der 
Stäbe  nachgebildet  waren,  deren  Versagen  das  Unglück  verschuldet 
liatte. 

Über  den  Einsturz  wurden  damals  zwei  Gutachten  erstattet,  die 
zwar  beide  übereinstimmend  aussagten,  daß  die  Knickfestigkeit  der 
Druckstäbe  unzulänglich  gewesen  war,  in  ihren  Rechnungsergebnissen 
aber  erheblich  voneinander  abwichen.  Eine  Gegenüberstellung  der 
beiden  Gutachten  findet  der  Leser  in  der  Zeitschrift  „Der  Eisenbau'', 
1911,  Seite  181. 


—     410     — 

Der  eine  Gutachter  berechnete  die  Knicklast  zu  73,0  t  und  erliielt 
für  die  Bindebleche  eine  Beanspruchung  von  4258  kg/cm  ^  (d.  i.  Bruch- 
spannung), während  ich  für  die  Knicklast  den  Wert  88  t  fand  und 
die  Biudebleche  unbeanstandet  ließ. 

Die  im  ^Materialprüfungsanit  erzielten  Knicklasten  beti'ugen  für 
die  drei  Versuchsstäbe  81  t,  89.4  t.  83,5  t*).  Der  höchste  dieser  Werte, 
der  zweifelsohne  darauf  zurückzuführen  ist,  daß  bei  diesem  Versuch 
die  Bedingungen  der  Knicktheorie  (vollkommen  gerade  Stabachse, 
genaues  Zusammenfallen  von  Druckrichtung  und  Stabaclise,  Fehlen 
innerer  Anfangsspannungen)  am  besten  erfüllt  waren,  weicht  von  dem 
von  mir  gefundenen  nur  unerheblich  ab.  Die  Bindebleche  und  Niete 
sind  unversehrt  geblieben.  Das  Ergebnis  meines  im  Januar  1910 
erstatteten  Gutachtens  wird  also  durch  die  Versuche  bestätigt. 


roo-65 
!JJlä3 


Wir  wollen  den  Versuch  mit  Hilfe  unserer  genaueren  Formeln 
nachrechnen.  Die  Anzahl  der  Felder  ist  drei.  Es  ist  also  nur  eine 
Dm^chbiegung  ?/  zu  bestimmen.  Der  Stab  besteht  aus  zwei  nur  2,5  cm 
voneinander  abliegenden  ^-Eisen,  deren  Stege  an  den  Enden  durch 
Platten  miteinander  verbunden  sind,  Fig.  305.  Man  darf  deshalb  a«  =  0 
setzen  und  erhält  aus  (52)  und  (53  a)  (Seite  394)  die  Gleichung 


2/y(l-x)-^(l  +  x) 

wo  nach  (53  b) 

Pf/ 


EFh- 


4  a  y,  —  a,  — ^ 


PY-'- 


EOig 


Ah'm-m 


Für  //  ergibt  sich  hieraus  der  Wert 

4ax. 


(85) 


1  — 3x 


ÄK^)(' 


2J^''\ 


*)  Wir  verweisen  auf  den  in  den  Verhandlungen  des  Vereins  zui-  Förderung 
des  Gewerbfleißes,  1912,  Heft  10,  erschienenen  Beliebt  von  Rudeloff,  unterdessen 
Leitung  die  Versuche  ausgeführt  worden  sind. 
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Knickgefahr  liegt  vor,  sobald  der  Nenner  dieses  Ausdrucks  sich 
der  Grenze  Xull  nähert.     Dies  geschieht  für 

Die  Knicklast  ist  nun  .  _,,^ 

4^Tx 

>^' 
Bedingung  ist 

Für  den  Yersuchsstab  ist  l  =  340  cm,  X  =  113,3  cm,  li  =  6,28  cm, 
/j'  =  9,60cm,  ö  =  14cm,  i^=24,0cm^  J=  85,3  cm*.  Den  bei- 
den zusammengehörigen  0.8  cm  starken  Bindeblechen  entspricht 
i^j  =  2  •  14  •  0,8  =  22,4  cm  2.  Durch  Versuche  wurde  E  =  2027  t/cm- 
gefunden.     Mithin  ist 

T=  ^  (^-  +  2J^\  =  ^  (473,26  +  170,6  ^\ 
Da  4»  und  T  von  P  abhängig  sind,  setzen  wir  zunächst 

J,  =  ^  + 2,7=643,86, 

bestimmen  den  etwas  zu  kleinen  Wert 

p_^EJ,  1  _ 

y.  +       QJ 
und  berechnen  hierfür 

,       2J4>2  1  1 


4J    ,        1-1-0,3605  4; 


=  0,79 


Sodann  finden  wir  den  verbesserten  Wert 

1 


=  0,325. 


3  +  0,098  .  0,79 

Da  nun  T  nahezu  eine  lineare  Funktion  von  P  ist,  berechnen  wir 
für  P=  85  t,     4>  =  0,737,     7=  441,5 
„    P=95t,     J;  =  0,706,     T=  419,2 
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und  setzen  ^p_  g^^  ^^^^^^  _  ^^g  3) 

^  =  ^-^^"^ 95:=85 

r=  631,0  — 2,23  P. 
Aus  der  Gleiclmng 

F=  ^-^?5^^^^^-  =  0,2053  (631  -  2,23  P) 

ergibt  sich  der  verbesserte  Wert  P=  88,9  t;  er  stimmt  mit  dem  durch 
die  Versuche  gefundenen  Höchstwerte  gut  überein.  /^=  2027  t/cm  ^ 
ist  der  Mittelwert  aus  drei  Werten,  deren  größter  gleich  2045  ist. 
Rechnet  man  mit  diesem  letzteren,  so  erhält  man  P=  89,7  t.  Der 
kleinste  Wert  i<;=2010  liefert  P=  88,2  t. 

Setzt  man  nicht  a^  =  0,  sondern  nimmt  man  an,  daß  die  Stab- 
enden nur  durch  Bindebleche  von  den  Abmessungen  14  •  0,8  cm  ver- 
bunden sind,  so  gilt  zunächst  für  starre  Bindebleche  die  Formel 

'  —       p       ' 
wo  [K  =  1,22  für  H  ^=  3.    Den  Einfluß  der  Nachgiebigkeit  der  Binde- 
bleche   berücksichtigen  wir    in    der  Weise,    daß   wir  diesen  Wert  P 

5 
durch  1  -\-  —  z   dividieren,  wo 

^  ^    4tFh    (^   ,    hh'  \  (\        2J^\>^ 


1+4^6  =  1,086. 

4 


Aus  der  Gleichung 

7:2-2150  71,22 


1,086-340 
folgt  P=  85,6  t. 

Am  schnellsten  führt  die  Formel  (82) 

l 


=  0,1944(631  — 2,23  P) 


"    Kl^)(^  +  «^*^^^^) 


zum  Ziele;  sie  liefert  wenn  s  nach  (83)  berechnet  wird  P=  85,7  t. 
Da  nun  der  eine  der  drei  Vei-suchsstäbe  schon  bei  P=81  t  versagt 
hatte,  so  erkennt  man  deutlich  die  Zweckmäßigkeit  von  auf  der 
sicheren  Seite  sich  bewegenden  Vereinfachungen  der  Rechnung. 

Für  den  Stab  der  eingestürzten  Eisenkonstruktion,  dem  die  Ver- 
suchsstäbe  nachgebildet  worden   waren,  fand  ich   eine  Belastung  von 


—     413     — 

61,5  t.  Die  Sicherheitszahl  war  also  nur  89:61,5  =  1,45,  und  das 
genügt  nicht,  um  dies  einzusehen,  braucht  man  nur  den  Stab  für 
einseitigen  Druck  zu  berechnen. 

5.  Näherungsformeln  für  die  Knlcklast.  Das  Yerdieust,  die  Theorie 
der  Knickfestigkeit  der  Eahmenstäbe  zuerst  in  Angriff  genommen  zu 
haben,  gebührt  Engesser.  Seine  ersten  im  Zentralblatt  der  Bauver- 
"waltung  1891  erschienenen  Arbeiten  hat  er  später  weiter  ausgebaut. 
Wir  folgen  seiner  neuesten,  in  der  Zeitschrift  Eisenbau  1911,  Seite  391 
gegebenen  Darstellung,  behalten  aber  unsere  Bezeichnungen  bei.  Da- 
nach ist 

(87)  A  =  -^-^-^^, 

wo 

(88)  "^-Tr  +  7^+  ';^- '  '^-^F' 

Gleichung  (87)  wird  empfohlen  für  m  ^  105  (Flußeisen).  Für  m  <C  105 

wird  gesetzt 

(89)  P,  =  (3.1  —  0,0114  m)  1,8  F. 

Wir  wollen  diese  Formeln  auf  den  in  Nr.  3  behandelten  Yersuchsstab 
anwenden.    Es  ist  /  =  340  cm. 

J^  =  643,86  (Seite  411).   i\  =  ~^  =  13,4,   ^  =  8627, 
.,       -r        85,3        3^^^^    41^/1  =  3618, 


F  24  '     '     ^■2         9/^ 

m^  =  8627  +  3618  +  31  =  12276,  m  =  111  >  105. 
Es  gilt  also  Gleichung  (87);  sie  liefert  mit  ^7=2150 
l,8-21220-24  _ 
^'-  12276         -^4,^t, 

Die  Versuche  ergaben  für  die  drei  Stcäbe  die  Knicklasten  81,0  t,  89,4  t, 
84,6  t. 

Eine  einfache  Formel  hat  Krohn  für  Rahmenstäbe  und  Gitter- 
stäbe aus  der  Annahme  hergeleitet,  daß  das  zweite  Glied  des  Ausdruckes 

a,  =  3,1— 0,01 14  i 

die  im   Augenblick  des  Knickens   entstehende  Biegungsspannung  ist. 
Er  bestimmt  die  zugehörige  Durchbiegung  mittels  der  Formel 

-^  =  a  =  0.0114i, 
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die  iUlerdings  nur  für  voUwaiuliixe  Stäbe  und  auch  \üov  nur  innerhalb 

der  Proportionalitätsgrenze  gilt,  und  findet  schließlich  mit  f\  =  -^,  für 
die  stärker  belastete  Gurtung  den  Druck 

ISQh  —  l 

Aus  der  Bedingung 

0=  (3,1— 0,0114  ^W^ 
ergibt  sich  die  Knicklast 

Vor  kurzem  hat  Krohn   für  enger  gestellte  D-Eisen   den  Wert    ^ 
durch  i\  =  1  /    '  L,    ersetzt.    Das  gibt**) 

272 ~ 

(91)  n= ^3^  (3,1-0,0114:;:)^. 

Für    den    in    Xr.  3    behandelten  Versuchsstab    liefert    diese    Formel 
I\  =  77  t. 

Verfasser  macht  für  die  erste  Schätzung  der  Knicklast  die  An- 
nahme 6-|-ff=  — — .  Dann  kommt  auf  die  stärkst  belastete  Gurtung 

und  es  folgt 

Für  den  Versuchsstab  liefert  diese  Formel  P^  =  77  t. 

Wir  wollen  die  vorstehenden  Formeln  noch  auf  einen  Versuchs- 
stab anwenden,  über  den  Krohn  im  Zentralblatt  der  Bauverwaltung 
1908  berichtet  hat.  Der  Stab  bestand  aus  zwei  durch  0,8  cm  starke, 
13  cm  breite  Bindebleche  verbundenen  Jj-Eisen  mit  -7=190  cm*, 
F  =  47,4  cm 2.  /  =  ^JJVF  =  2,0  cm.  Es  war  /  =  625  cm,  a  =  104,2  cm, 
)/  =  97,2  cm.  h  =  23.38  cm.  Die  in  Nr.  1  abgeleiteten  Formeln  geben 
Pfc>(;p2F.    Nun  ist 

_  i7,4- 23.38^  +  2  •  190  =  13335,  H  =  ^ir=  141, 


*)  Zentral  blatt  der  Bauverwaltung,  1908,  Seite  559. 
'*)  Der  Eisenbau,  1913,  Seite  44. 
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/2  \2 

-^  =  2770,  Ar  =  1132 


0,8.133^^^^3^    ^^^788 


12  """'        J, 

m2  =  2770  +  1732  +  788  =  5290,  m  =  73  <  105 
und  nach  Gleicliuug  (89) 

P,  =  (3,1  —  0,0114  .  73)  1,8  •  47,3  =  193  t. 
Streicht  man  in  m^  das  von  der  Nachgiebigkeit  der  Bindebleche  ab- 
hängige  Glied   788,    so    erhält    man  den    nur  wenig    größeren  Wert 
P,  =  199  t. 

Die  Knicklast  des  Gurtstückes  X'  =  97,2  cm  ist 


Q7  9  ^ 
0,  =  13,1  -  0,0114^^)  47,4  =  120,7  t, 


2XJ*^'*  = 


daher  nach  Gleichung  (90) 


^36^^3,38-625^ 
^*~         68.23,38  l^",^-iy4t 

und  nach  Gleichung  (92) 

P_ 200.23,38         ioo7_i9ot 

^'  -  100  .  23,38  +  625  ^'^^'  ^  "  ^^"  ^• 

Der  Stab  versagte  bei  184  t. 

Die  Ergebnisse  der  Näherungsformeln  liegen  bald  auf  der  sicheren, 
bald  auf  der  unsicheren  Seite.  Verfasser  vertritt  die  Forderung,  daß 
jeder  Druckstab  für  einseitigen  Druck  untersucht  werden  muß  und 
benutzt  die  Näherungsformeln  nur  zu  einer  ersten  Abschätzung  der 
Tragfähigkeit*).  Besonders  wichtig  aber  dürften  die  in  Nr.  1  bis  4 
vorgetragenen  Untersuchungen  für  die  zahlreichen  Fälle  der  Praxis 
sein,  in  denen  man  es  nicht  mit  sogenannten  kleinen  Fehlerhebeln  a, 
sondern  mit  ausgesprochenem  einseitigen  Drucke  zu  tun  hat. 


§35. 
Der  Gitterstab  ohne  Querriegel. 

1.  Wir  beschränken  uns  hier  auf  die  Untersuchung  der  in  den 
Figuren  306  und  315  dargestellten  Yergitterungen ;  die  zweite  Art 
unterscheidet    sich    von    der    ersten    durch    die   rechtwinklig  zu  den 


*)  In  der  Abhandlung  im  „Eisenbau  1911"  habe  ich  auf  Seite  483  noch  eine 
Näherangsformel  für  P^  angegeben,  die  für  den  zuletzt  behandelten  Versuchsstab 
zufälhg  die  beobachtete  Knicklast  P^  =  184  t  gibt.  Ich  ziehe  aber,  da  es  sich  nur 
um  eine  Schätzung  handelt,  die  einfachere  Gleichung  (92)  vor. 
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Gurtungeii   angeordneten  Querriegel.     Es   bezeichne  für   den   (^itter- 
stab  ohne  Querriegel: 

0„  den  Druck  in  dem  dem  Knotenpunkte  ui  gegenüberliegenden  Felde 

der  oberen  Gurtung, 
f'm+i  den  Druck  in  dem  dem  Knotenpunkte  ni  -{-  1  gegenüberliegen- 
den Felde  der  unteren  Gurtung, 


Fig.  306. 

I)„  die  als  Zug  positiv  angenommene  Spannkraft  in  der  Diago- 
nale m  —  1  —  m, 

F  und  J  den  Inhalt  und  das  Trägheitsmoment  des  Gurtquerschnittes, 
letzteres  bezogen  auf  die  zur  Bildebene  senkrechte  Schwerachse, 

Fa  und  Ja  den  Inhalt  und  das  Trägheitsmoment  des  Querschnittes 
einer  Diagonale, 


t 


^ 


r 

Fijr.  307. 


^_ 


Fig.  308. 


h  den  Abstand  der  Gurtschwerpunkte, 
d  die  Länge  einer  Diagonale, 

Ji  =  F  ~--\-  2J  das  Trägheitsmoment  des  Gesamtquerschnittes  des 

Gitterstabes, 
2  a  die  Feldweite, 

9  den  Neigungswinkel  der  Diagonale  gegen  die  Stabachse, 
a  den  Hebelarm  des  einseitig  wirkenden  Druckes  P, 
y„  die  Durchbiegung  des  Gitterstabes  an  der  Stelle  m, 
M„  das  den  Gurtquerschnitt  m  beanspruchende  Biegungsmoment. 
Die  Diagonalen   seien   mit  den    Gurtungen    gelenkartig    befestigt 
gedacht. 

Führt   man  durch   den  Knotenpunkt  m  einen   Schnitt  senkrecht 
zur  Gurtung  und  bezeichnet  das  Biegungsmoment  für  den  Querschnitt 
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in    der  Mitte  des   Gurtstabes    0„.  mit  M„,    so   lautet  die  Momenten- 
gleichung für  den  Knotenpunkt  m  (Fig.  308) 


OJl  -  P(^  +  r/.  +  ,y.„|  +  J4  +  J/,„  :=  0 


und  ganz  ebenso  erhält  man  für  einen  durch  m —  1  geführten  Schnitt: 
Hieraus  folgt 


(2)  ?7_, 


2     '     /?     '      Ä  h 

P        Pa         Py„_,     ,     M„_,-\-JL. 


2  k  h         '  h 

Dabei  ist  nach  Gleichung  41,  Seite  378: 

(3)  M„  =  ~{M„.,  +  J/,,.^0  sec  "^ 

(4)  .¥_,  =  ^  (i¥„_,  +  J4)  sec -^'«-l^, 
wo  nach  Gleichung  31,  Seite  376: 

(o)     «»^==|//^^j--'  -^o^-=y   Ej 

Ausnahmefall: 

P    .    Pa     ^    Py,        M,+M, 


Nach  Berechnung  der  0  und   U  findet  man  die  Spannkräfte  D 
mittels  der  Gleichgewichtsbedingung: 

P+D„  cos  9„  =  0„  +  r„_i 

Z)„  cos  9„  =  o„  -f  c/;„_i  —  P. 
Zwischen  den  Längenänderungen  Ao,  Az<,  t^d  der  Stäbe  und  den 
Durchbiegungen  y  bestehen  nach  Seite  44  die  Beziehungen*): 

(^^  y--y-._j/-^.-.'/- 

A  Ä 

Ao„  +  i^dm  -f-  AfZ„+i)  sec  9 

_  _ 

/0\  ^m+l  y«    __    ym  +  2  ym  +  \ 

A  A 

—  A?f„,  +  i  —  (Ac?„  +  i  -|-  Ar/„  +  2)  sec  9 

"~  li 

*)  Da  wir  0  iind  CT"  als  Drucke  positiv  gesetzt  haben,  müssen  in  den  auf  Seite  44 
abgeleiteten  Formeln  die  Vorzeichen  von  Ao  und  ^ii  umgekehrt  werden. 
Müller-Breslau,  Festigkeitslehre.    4.  Aufl.  27 
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Dd        D  cos  9    - 

und  mit  der  Bezeichnung 

F     d 

(9)  ^^   F^  Ysec2  9 

gehen  die  Gleichungen  (7)  und  (8)  über  in 

F  Fh 

(10)  -g-^,    (-//.-i  +  2//„.-//.  +  i) 

=  +  0„  +  ^  (A..  +  ^.fOcos9 

(11)  4Y^(-//.  +  2/y„.,,-/y„,.) 

=  -  r„^,  -  -|-  (!>.+  .  +  I>„.  +  ..0  cos  9. 

An  den  Enden  sei  eine  nahezu  starre  Verbindung  der  beiden 
fxurtungen  durch  kräftige  Platten  und  —  wenn  es  sich  um  die 
rechnerische  Vorbereitung  oder  die  Nachrechnung  von  Versuchen 
handelt  —  durch  steife  Gußstücke  zur  Aufnahme  der  den  Druck  P 
übertragenden  Spitzen  oder  Schneiden  angenommen.  Dann  kommt  bei 
der  Aufstellung  der  ersten  Gleichung  nur  eine  Diagonale  und  ein 
Gurtstück  von  der  Länge  a  in  Betracht  und  es  folgt 

(12)  ^  {2y,  -  //,)  =  +  ^>i  +  T  A  cos  9. 

Die  Gurtungen  werden  auch  auf  Biegung  beansprucht.  Für  den 
Gurtquerschnitt  m  sei  das  Biegungsmoment  gleich  M„.  Zwischen  den 
Momenten  für  drei  aufeinander  folgende  Knotenpunkte  einer  Gurtung 
bestehen  die  im  §  33  auf  Seite  379  abgeleiteten  Beziehungen  (42) 
oder  (44)  je  nachdem  man  die  verbiegende  Wirkung  der  Drucke  0 
und  U  berücksichtigen  will  oder  nicht.  Im  ersten  Falle  erhält  man 
z.  B.  für  die  Knotenpunkte  m  —  1,  m  -\-  1,  m  +3  der  oberen  Gurtung: 


'  0„+3 

WO 

( 14)  Z^  =\  —  a^  cotg  a„, 

a„,  ,  1  /ar(2XV 

sin  a„  y 


y„-,  +  2y„  +  ,  —  tj„ 


EF 
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Erheblich  einfacher  ist  die  aus  Gleichung  44,  Seite  379,  gefolgerte 
Beziehung 

(16)       J4-,  +  4J/.^,  +  l/„^3  =  ^2Xp(-//„._x  +  2^„^,-yy.^3); 

sie  gibt  —  von  außergewöhnlich  schlanken  Gurtungen   abgesehen  — 
ganz  brauchbare  Werte. 

Die  genaueren  Gleichungen  (13)  enthalten  die  von  den  Durch- 
biegungen y  und  den  Momenten  abhängigen  Drucke  0;  sie  sind  daher 
transzendent  und  können  nur  durch  umständliches  Probieren  aufgelöst 
werden.  Nun  liegt  aber  ein  ähnlicher  Fall  vor  wie  bei  den  Eahmen- 
stäben.  Dort  waren  die  wichtigen  Werte  4»  und  T  praktisch  genommen 
unabhängig  von  der  Zerlegung  des  Druckes  P  in  0  und  CT,  und  ganz 
ähnlich  verhält  es  sich  mit  den  Gleichungen  (13).    Es  genügt,   0  =  Z7 

=  —  P  zu  setzen,  oder,  falls  P  an  einem  größeren  Hebelarm  a  angreift. 

^       2  ^      h  2  h 

Dann  nehmen  a,  ?'  und  ^"  für  gleichlange  Felder  einer  Gurtung 
konstante  Werte  an  und  es  geht  (13)  über  in 

(17)  -U„_i  +  2J/,„^,|,  +  Jf„^3  =  ^(-/y.-x  +  2//„.,,-i/„^3). 

Am  linken  Ende  der  oberen  Gurtung  bestehen  zwei  Aus- 
nahmefälle. 

Ist  a'  die  Länge  des  starr  angenommenen  Endfeldes,  Fig.  306, 
so  besteht  zwischen  den  Momenten  M^  und  M^  nach  Gleichung  (43), 
Seite  379.  die  Beziehung 

(18)  J/o?/  +  M,  zr  =  0\T,  =  0  l^j,  ^-i^  -  y/,), 
wo  ^i'  und  L,^"  die  aus 

(19)  "■  =  i/S 

mittels  (14)  und  (15)  berechneten  Zahlen  sind. 

Ferner  besteht  zwischen  den  Momenten  J/^,  M^  und  3f^  nach 
(42),  Seite  379,  die  Beziehung 

^^4^i"    ,    xr  /_?il  I   _Jl   \    ,     ^V^  ^  Jh  —  Ui  _  !Ja  —  //2 
0\      '^     ^\0\'^  r)2\  1^  02\  X  2X 

Das  gibt 

(20)  -?^  M,  +  ^Ü^  M,  +  M,  =  ^^,  (-  2//,  +  3//,  -  ij,). 

27* 


—     420 


Für  die  untere  Guiiung  besteht  der  der  Gleichung  (18)  ähnliche 

Ausnahmefall: 

2X  +  a' 
!lx .7' //3 


(21) 


starr    an2:enommene  Feld 


folgt    ein  Feld  von   der 


denn    auf    das 
Länge  2X. 

Benutzt  man  die  Gleichungen  (16),  so  erhält  man  die  folgenden 
Ausnahmefälle.     Gleichung  (45),  Seite  379,  liefert 


(23)  2  J/,  +  M, 

fenier  ist  nach  (44) 

J/oX  +  2 J/o  (X  +  2X)  +  Jf42X  =  ^Ej(-^^~ 
6EJ 

J2\y 


ih 


!U  —  Jh 


(24)  J/„  +  6.14  +2J/, 
schließlich 

(25)  2M,  +  M 


X  2X 

(-4//, +6//, -2//J, 


//3 


6EJ  1      2X-f^X^ 
(2X)^'  l-'^^        X' 

ürückt  man  mit  Hilfe  der  Formeln  (17)  bis  (25)  die  Momente  M 
durch  die  Durchbiegungen  //  aus,  so  läßt  sich  mittels  (10)  (11)  (12) 
ein  System  linearer  Gleichungen  aufstellen,  in  denen  nur  die  Un- 
beicannten  //  vorkommen.  Nähert  sich  die  Nennerdeterminante  dieser 
Gleichungen  der  Grenze  Null,  so  liegt  Knickgefahr  vor.  Die  Eechnung 
wird   ungültig,   sobald    die   Proportionalitätsgrenze   überschritten  Avird. 

2.  Zahlenbeispiel.  Fig.  309,  310,  311.  Es  sei  /  =  400  cm,  h  =  25  cm. 
Die  Gurtungen  bestellen  aus  U-Eisen,  Normalprofil  Nr.  26  mit  J=  317  cm^, 
iT"  ==  48,3  cm 2,  die  Diagonalen  aus  Winkeleisen  60  •  40  •  7  mm  mit 
6,55  cm  2  Querschnitt.  Den  beiden  zusammengehörigen  Diagonalen 
entspricht  also  Fa=^2  •  6,55  =  13,1  qcm. 


500     ,     500 


n 

,ö  «    ^ 

0, 

\'t 

G 

8 

p 

4- 

^^^ 

^^ 

-<\^ 

^4 

^WM- 

-■"^- 

^         '         u. 

3 

f; 

7 

Fig.  309. 

Bei  der  Berechnung  des  Wertes  y  muß,  soweit  die  Längenände- 
rungen der  Diagonalen  in  Frage  kommen,  mit  der  wirklichen  Länge  <1 
gerechnet  werden,  und  soweit  es  sich  um  die  Kräftezerlegung  handelt, 
mit  dem  wirklichen  Neigungswinkel  9.  Da  es  nun  nicht  möglich  ist, 
die  Knotenpunkte  zentrisch  auszubilden,  so  ist  9  größer  als  der  durch 
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tg  9  ^  /? :  A   bestimmte  AYert.     Die   Länge  d  ist  dagegen    kleiner  als 
bei  zentrischen  Knoten. 

Man  erhält  f/=  45.93 cm.  tg9=  —^  =  0,504878,  sec  o  =  1.12022, 

F    d 
y  =  -F^  -— -  sec^  o  =  4.25. 

Es  soll  die  Beanspruchung  des  Stabes  für  einen  an  einem  kleinen 
slarm  a  angreifenden  Druck  P  = 
Elastizitätsmodul  sei  £"=  2150  t/cm-. 

I  h 1 


Fiff.  310. 


Die  Zahlen  t,'  und  ^"  berechnen  wir  für  0  =  ü 
ist  für  das  Feld  2X: 


100  t.    Dann 


|/I00(2X)^'_|/ 


1000000 


1,21130 


2150-317 

a  =  69°  24'  8",     cotg  a  =  0,375  831 0,     sin  a  =  0,936  073 1 
t  =  1  —  a  cotg  a  =  0,544  76 
a 


sm  a 


1=0,29402 


--  =  3,7056,      ^  =  ^ 


340  t, 


und  für  das  Feld  \ 

a  =  34°42'4",     cotg  a  =  1,4441236,     sin  a  =  0,5692954 
?/  =  0,12537,     ?/'  =  0.06386, 


^|V  =  0,43, 


0,43, 


W 


t 


=  0,22. 


2,71 


Aus  den  Gleichungen  (18),  (20)  und  (17)  folgen  für  die  oberen 
(rurtungen  mit 

A  =  a'  und  //ß  =  ^2 
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die  Beziehiingon: 

23/o  %-,  +  '^"'^^  M,  +  M,  =  ~{-  2//,  +  3//,  -  //,) 

SS  ^ 

M^+^M^  =  -^  («/4  —  !h) 

s  s 

und  nach  Einsetzen  der  Zahlen  werte 

0,43  J/o  +  0,22  J/g  =  340  (+  2  //,  —  //,) 

0,4334  +  2,7134  +         34  =  340  (-  2//,  +  ^!l,  -  U.) 
34  +  1,8534  =  340  0/4  —  !i,). 
Hieraus  ergibt  sich 

J4  =  +  1938.32//1  —  1195,86//,  +  137.46/y, 
34  =  —    697,63 //i  +    791,90 //o  —  268,68 //^ 
34  =  +    377,10//i—    611,84/72  + 329,02  z/^. 
Für  die  untere  Gurtung  folgt  aus  (21)  und  (17)  niit  //-  =  11^: 

34|.  +  34  =  ^(3//,-//3) 

S  's 

M,  +  234  |,  +  34  =  ^  (//3  -  //J. 

l,853f,  +  34         =340(3//, -.^3) 

34  +  4,713f3  =  340(//3-//J. 
und  hieraus: 

il4  =  -f  666,91 //i  —  251,69 //3 

J4  =  —  213,78//^  -I-  125,62 //3. 

AVerden  die  Momente  mittels  der  Gleichungen  (16),  (23),  (24),  (25) 

berechnet  so  erhält  man  für  die  obere  Gurtung 

234+     34=^(2/7,-.//^) 

A 

M„  +  6  JI4  +  2  J/.  =  ^-  (-  .V,  +  1,5//,  -  0,5;/,) 

woraus 

34  =  ^  (+  22//,  -  13,5/A,  +  1,5//J 

V  T 

3^2  =  3^2  (- 8//1  +  9//2        -3/74) 

^4  =  f^^(+4//i-6,75//2   +3,75//,) 
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und  für  die  untere  Gurtung 

er*/ 

2-U,  +    3/s  =  ^(3j/,-;/3) 

77"   T 

^^i  =  6y^a6//i-6//3) 
EJ       2150-317       272,62 


Mit 

folgt: 


3X'^  3-502  3 


L  14  =  +  1999  ?/i  —  1227^0  +  136^^ 


obere  Gurtung      M,  =  —    727?/,  +    818?/2  —  273//^ 
l-^Ä  =  -f    363?/,—    613//2  +  341//, 

U^4=—    227?/, +  136?/3. 

untere  Gurtung       ;  -'^  -^^ 

l-^A  =  +    i^^Ux  —  273//3 

In  der  Regel  wird  diese  einfachere  Rechnung  genügen.  Wir 
bleiben  in  diesem  Beispiel  bei  den  zuerst  gefundenen  Zahlen. 

1  n 

Der  Feldlänge  2  a  entspricht  ^sec^  =  0.608.  Das  Biegungs- 
moment für  die  Mitte  eines  von  zwei  Knotenpunkten  A  und  B  be- 
grenzten Feldes  ist  also 

J/=0,608(J/,J-3/^) 
und  man  erhält  nach  Gleichung  (1)  und  Gleichung  (2).  Seite  417: 

^'-~  2^  h  +   ;?  h 

2         h  h  li  li 


2    '     h     '      h  h 

P       Pa       P?y          V  2J/3 

Das  gibt  für  P=  200  t  und  h  =  25  cm: 

0,  =  100  4-  8«  —  96.21//,  +  47.83 //2  -f  10.07 //g  —  5.50//^ 

U^  =  100  —  8rt  —  16.89//,  -f  23.68 //2  —  3,07 //g  —  10,75 .-1/4 

O3  =  100  +  8?/  +  16,35//,  —    4,38//,  +  2,98//3  —  1,47//^ 

r4  =  100  — 8a+    4.69//,  —  24,47 //2  +  6,11  )/3  +  5,16?/,. 
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Nun  folgt  aus  den  Gleichgewichtsbedingungen,  Seite  417: 
1)^  cos  9  =  0,  +  r^  —  P=  —  113,10//i  +71,51.//2  +7,00 //3  —  16,25 //4 
7^3  cos  9  =  C^2  +  ^  ^3  —  ^'  =  —     0,54  //i  + 1 9,30  //g  —  0,09  //g  —  1 2,22  t/^ 
7),cos9=03+r,  — P=+  21,04//i  — 28,85.^2  +  9,09/73+   3,69//4. 
und  mit  7  =  4.25: 

Y  Do  cos  9  =  —  480,68 //i  +  303,92 //^  +  29,75 //j  —  69,06^/4 
^  Y  (iVo  +  D3)  cos  9  =  —  241,49//,  +  192,97//2  +  14,68//3  —  60,50/y4 
^Y  (Z>3  +  /)J  cos  9  =  +    43,56//,  —    20,29//^  +  19,13/y3  —  18,13//^ 

yZ>4  cos  9  =  +    89,42//i  —  122,61 //2  +  38,63//3  +  15,68//4. 
Die  Gleichungen  (10),  (11),  (12),  Seite  418  lauten  mit  ij^  =  ij^  und 

EFh 

"X2    (2/71  —  1/2)  =  +  Öl  +  Y  A  cos  9 

EFh 

2a2 


WO 


(—  //l    +  2//2  —  //g)   =  —  Tg 

!h)  =  +  Ö3 

0/4  —  .Vs)  =    -  ^^^4 

2150 .  48,3  .  25 


g)^!— //2  +  2//3 

EFh 


EFh 
X2 


2500 


-iT(A +^^3)cos9 

1t  (A  +  ^^4)  cos  9 
Yi>4C0S9, 

1038,45. 


a) 


Dividiert  man  diese  Gleichungen  durch  8,  so  erhält  man 

+  332.//,  —  174//2—      5.//3+      9.//,  =  «+ 12,5 

—  97.//,  +  I57.//2  —    63.//3  —     9.//4  =  r/  —  12,5 

—  7.//,—    62.//2  +  127.y3—    62//^  =  a  +  12,5 
+    12.//,  —    I8.//2  —  124  .//3  +  132 //4  =  a  —  12,5, 

und  hieraus 

2/,  =  0,047  101  7r/  —  0,001  757  7  cm*) 
//2  =  0,087  125  4a  —  0,080  371  3  cm 
.//3  =  0,115  848  6«  +  0,014  018  3  cm 
.//4  =  0,119  996  la  —  0,092  328  2  cm. 


*)  Die  vielen  Dezimalstellen  sollen  eine  genaue  Nachprüfung  der  Rechnung 
durch  Einsetzen  der  .//  in  die  Gleichungen  ermöglichen.  Verfasser  benutzt  die  Rechen- 
maschine Millionär  (Patent  0.  Steiger),  die  gestattet,  zwei  10-stellige  Zahlen  mit 
10  Kurbeldrehungen  zu  multiplizieren.  Das  Rechnen  mit  großen  Zahlen  bereitet  dann 
keine  sonderliche  Arbeit. 
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Xuü  findet  mau 

(  M,  =■-  3.599«  4-  80,01  tcm 

obere  Gurtung-       J/g  =  3,902«  —  37,61  tcm 

[  M^  =  3,927«  +  18,13  tcm 

^     ^         I    U  =  3.328«  —    4,70  tcm 
untere  Gurtung  '     /       .^„.^      ,      n\.  , 

^  j  J/g  =  3,948«  -f-    2,14  tcm. 

Ol  =  96,67  +  8,100  « 
U^  =  99,08  —  8,365  a 
O3  =  100,38  -f  8,547  « 
T\  =  101,58  —  8,610  « 
D^  =  —  4,42  —  0,298  « 
Dg  =  —  0,61  +  0,204  « 
D4  =       2,91  —  0,070  «. 

Die  Beanspruchung  der  Gurtung  wird  bei  den  Knotenpunkten  0  und 
2  am  größten,  und  zwar  bei  0  in  der  obersten,  bei  2  in  der  untersten 
Querschnittskante.    Mit  den  Widerstandsmomenten 

W„  =  ^^  =  134,3  cm3  und  TF„  =  4^  =  ^7,7  cm^ 
z^6\5  d,d4 

erhält  man  —  zunächst  für  zenti'ischen  Druck,  also  für  «^0  — 
beim  Knotenpunkte  0: 

96,97      ,      80,01  ^„„^,,      2 

1 T^^T^=  2,603  t/cm  2 


48,3       '      134,3 
und  beim  Knotenpunkte  2: 

100,38       ,         37,61  ^aan.,        , 

Wirkt  der  Druck  einseitig,  so  wachsen  diese  Spannungen  u 


m 


8,1«       ,    3,599«        ^,„,     ^,      2  .    -  n 
-\ '      »    =  0.194  «  t/cm  2  bei  0. 


48,3       '      134,3 

8,547«         3,902«        ^^q.     ,,      2  ^.  ■  o 
cy«  =  ^g-3 ^77      =0,095«  t/cm  2  bei  2. 

Da  die  Rechnung  nur  innerhalb  der  Proportionalitätsgrenze  gut, 
müssen  wir  ein  hochwertiges  Material  voraussetzen.  Beim  gewöhn- 
lichen Flußeisen  liegt  die  Proportionalitätsgrenze  etwa  bei  aj>=  2,4  t/cm  2. 
Bei  ÖS  =2,7  t/cm  2  muß  man  schon  auf  die  Erreichung  der  Streck- 
grenze gefaßt  sein.  Wie  der  Stab  bei  Überschreitung  der  Grenze  Cp 
beansprucht  wird,  läßt  sich  rechnerisch  aus  den  bereits  auf  Seite  400 
ano^eführten  Gründen  nicht  anheben. 
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Schätzt  man  die  Knicklast  eines  Gurtfeldes  nach  der  Tetmaj er- 
sehen Formel  o  s  \ 

(3.1  —  0,0114  y-jF, 

so  erhält  man  mit  /  =  \  J:  i^=  2,56  cm  den  Wert  128  t.  Im  Falle 
«  =  0  ist  der  fj^rößte  Druck  in  der  Gurtung  l\  =  102  t.  Da  aber  bei 
P  =  200  t  für  gewöhnliches  Flußeisen  die  Streckgrenze  überschritten 
wird,  so  ist  die  Sicherheitszahl  jedenfalls  kleiner  als  128 :  102.  Eine 
ausreichende  Sicherheit  besitzen  dagegen  selbst  bei  P=200t  die 
Diagonalen.  Für  zwei  zusammengehörige  Diagonalen  ist  die  Knicklast 
mit  /^  =  yJa^F^  =  V4^:  6.55  =  0,84  cm  und  d  =  50,5  cm 


(3,1-0,' 


0114  ^li^,  =  31,6  t. 


Ein  wichtiges  Ergebnis  der  vorstehenden  Untersuchung  ist,  daß 
bereits  im  Falle  a  =  0  in  den  Gurtungen  Biegungsspannungen  und  in 
den  Diagonalen  Spannkräfte  hervorgerufen  werden,  die  in  dem  Augen- 
blick entstehen,  in  dem  die  Last  auf  den  Stab  gebracht  wird  und  die 
schließlich  beträchtliche  Werte  annehmen  können,  noch  bevor  von 
einer  Knickgefahr  die  Rede  sein  kann.  Die  gesamte  Beanspruchung 
bei  einseitiger  Belastung  setzt  sich  aus  zwei  Teilen  zusammen,  von 
denen  der  mit  a  verschwindende  Teil  durchweg  überwiegt. 

Dadurch  unterscheidet  sich  die  liier  vorgetragene  Theorie  von  den 
bisher  für  derartige  Stäbe  aufgestellten  Knicktheorien,  in  denen  die 
Ansicht  vertreten  wird,  daß  der  Stab  bei  zentrischem  Druck  bis  zum 
Zusammenbruch  gerade  bleibt  und  dann  plötzlich  ausknickt.  Dabei 
wird  die  Annahme  gemacht,  der  Stab  biege  sich  wie  ein  einteiliger 
Stab  nach  einer  Sinuslinie,  es  sei  also 

5     .       TZX 

7/  =  Ssm-^, 
wo  8  die  Durchbiegung  in  Stabmitte  bedeutet.    Aus  der  Querkraft 

wird  dann 

Ism  9 
berechnet,  wobei  h  geschätzt  werden  muß. 

Daß  diese  Auffassung  nicht  richtig  ist,  lehrt  ein  Blick  auf  die 
Fig.  312.    Ihr  liegt  die  Annahme  zugrunde,   daß  von  der  Last  P  auf 

jede  Gurtung  ^  P  kommt,  daß  also  alle  Gurtstücke  2  X  um  das  gleiche 

Maß  A2a  verkürzt  werden,   femer  daß  die  Diagonalen  spannungslos 
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sind,   also  ihre  Länge  d  behalten,   endlich  daß  die  obere  Gurtung  in 
den  Punkten  0  und  2   Gelenke   besitzt.     Es  ändert  sich   dann  //   um 


A/?  =  A\ 


h' 


und  es  bilden  sich  bei  0  und  2  Knicke  in  der  oberen  Gurtung.  In 
Wirklichkeit  werden  diese  Knicke  durch  den  Biegungswiderstaud  der 
Gurtung  unmöglich  gemacht,  und  daraus  ergeben  sich  für  alle  Teile 
des  Gitterstabes  Formänderungen  und  Spannungen,  deren  genaue  Fest- 
stellung recht  umständlich  ist. 


XÄ-J2A  ^[ 


Fiff.  312. 


3.  Näherungsformeln.  Für  eine  größere  Zahl  von  Feldern  ist  die 
Berechnung  der  Momente  und  Durchbiegungen  auf  dem  in  unserem 
Beispiele  beschriebenen  '\\QgQ  sehr  zeitraubend;  es  soll  daher  der  Ver- 
such gemacht  werden,  einfache  Näherungsformeln  aufzustellen.  Voraus- 
geschickt muß  freilich  werden,  daß,  wegen  der  Schwierigkeit  der  zu 
lösenden  Aufgabe,  hierzu  eine  Reihe  von  Annahmen  nötig  ist,  deren 
Nachprüfung  durch  Versuche  erwünscht  ist*). 

Wir  gehen  von  den  auf  Seite  418  abgeleiteten  Gleichungen  (10) 
und  (11)  aus.  Sie  lauten,  wenn  m  ein  Knotenpunkt  der  unteren  Gui'- 
tung  ist: 


(-.V.-f  2^„^, 


EFh 

2X2 

EFh 
"2X2" 
wo  nach  (1),  (2),  Seite  417: 

A_ 

2 

I)„  cos  9 


Y(D.  +  /^  +  Ocos9 


T(I>„,  +  i  +  X'„  +  ,)cos9, 


"-) 


M^ 


M„ 


//..4-lH 


3/„.,a  +  if„+x 


D„  +  ,  cos  9  =  0„  +  U„  +  ^  —  P, 


*)  Die  Versuche  des  Verfassers  werden  sich  nicht  nur  mit  der  Feststellung 
von  Knicklasten  beschäftigen;  es  sollen  auch  die  elastischen  Linien  der  Gurtungen 
aufgenommen  und  Spannimgsmessungen  ausgeführt  werden. 
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IL  cos  9  =  -Y  (//"  —  /A"    i)  H j, 

/>-  +  ,  cos  9  =  —  (//„  — //„  +  0 + 


D„  + ,  cos  9  =  j-  (!/„  +  2  —  //,„  +  0  H ^^-^^ ^ ^ • 

Das  gibt  mit  der  Schreibweise 

A//™  =  y„  —  //™_i,     A2yy„.^  ,  =  A//,„  + 1  —  A/y,„: 

(27)  -  A^'^„.,,  (-2p^-  y  t)  -  //...  +  -^J-^ 

2  M„.  —  2  M„.  -\-  M„,  +  !  +  .¥„  +  ,) 


(28) 


-,i.«.. 

-.  +  1/,,.- 

-1 

_  i 

=  «  +  A 

-A^'y.  +  2( 

EFh' 

1 

T 

2PV 

2 

p 


h 

Drückt  man  nun  die  Momente  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (13) 
oder  (16),  Seite  418/19,  durch  die  y  aus,  so  enthalten  die  Gleichungen 
(27),  (28)  nur  noch  die  Unbekannten  y.    Zu  beachten  ist,  daß  in  (27) 

auf  der  rechten  Seite  a-\--^  steht,  in  Gleichung  (28)  a ^-     Das 

war  auch  in  den  Gleichungen  (I),  Seite  424,  unseres  Zahlenbeispiels 

der  Fall;  doi-t  war    ~  ==  12,5  cm. 
z 

Wir  wollen  zunächst  den  Einfluß  von  a  für  sich  allein  be- 
stimmen, streichen  also  die  Glieder  +^-  Dann  haben  (27)  und  (28) 
dieselbe  Form. 

Ein  Blick  auf  die  Ergebnisse  unseres  Zahlenbeispieles  lehrt  nun, 
daß  die  von  a  abhängigen  Bestandteile  der  Momente  M  nur  wenig 
voneinander  abweichen;  sie  liegen  zwischen 

M  =  3,33  a  und  Jf  =  3,95  a. 
Wir  nehmen  daher  alle  in  Gleichung  (27)  auftretenden  Momente  M 
und  3/  gleich  groß  an  und  machen  die  der  Differentialgleichung 

dx- 


—     429     — 

nachgebildete,  zu  einfachen  und  doch  zuverlässigen  Ergebnissen  führende 
Annahme 

Dann  entsteht 

EFh'-        1     \  2EJ 

und  mit  der  Bezeichnung 

(29)  p-  ^ 


A^V...(^p^-yT  -//-«-  p^A^./., 


EJ^         1 

Fh 


i-2J, 


2 

nach  den  Unbekannten  y  geordnet: 

(30)  -  !u_,  +  (2  -  ?)  y„  -  !,„.^,  =  p  a. 

Diese  Gleichung  hat  dieselbe  Form,  wie  die  für  den  Rahmenstab 
auf  Seite  395  entwickelte  Gleichung  (57).  Ihre  allgemeine  Lösung  ist 
mit  Beachtung  der  Sj^mmetriebedingung  ^^  =  ^y„_„: 

(31)  //„,  =  Ccos  (-^ m  \'^  —  a, 

wo 

(32)  cos^  =  l— -|- 

Bei   der  Berechnung  der  Konstante  C  müssen  wir  das  starr  an- 
genommene Endfeld  berücksichtigen. 
Die  erste  Gleichung  lautet 


_^y^_  2    _        1  .,  _  1 
X 

worin  zu  setzen  ist 


^     ~  X  ^i~-Y-^2  =  y(^öi-f  Af/^seccp), 


A 

EF 


P  (     .    h    .       \       M,-\-  i¥o 

Tr+T+^^j — h— 

sec  9  Arf,  =  ^^^  [P (//,  -  y,)  +  M,  +  17,  -  M,  -  M,]. 

Nehmen  wir    für  die  vier  Momente  J/q,  3/j,    JI^,   M^   ein  und 
denselben  Wert  an,  nämlich 
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und  streichen  wir  das  Glied  Ph,  da  es  sich  ja  nur  um  den  Einfluß 
von  a  handelt,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 

—  A''//2  \--\^'  +     xi-j  —  ^^1  —  -i^iili  —  !J2)  =  ^'«, 
und  diese  läßt  sich  umformen  in 


wo 


„  EFh^A-2EJ 


EFh^-\-2EJ 


Setzt  man  nun 


/A=Ccos|^-l|^-a, 


^2=  C'cos(-^  — 2 


so  findet  man  schließlich 

C: 


a  (1  +  a  — 


(33) 


acos(^-l)^-ßcos(|--2)^ 

Für  )n  =  -^  folgt  aus  (31) 

y^^  =  6  =^  C —  a. 
Daher  ergibt  sich  schließlich 

1  +  a-ß 


(|-l).-^cos(|-2). 


Betrachtet  man   die  Biegungslinie  jeder   Gurtung  annähernd    als 

einen  Kreisbogen  vom  Halbmesser  r  ^  -5-^ ,   so   findet   man  für  das 

00 

Moment  den  Wert 

(34)  M 


SEJh 


Für  unser  Zahlenbeispiel  ergibt  sich  für  P=200t 


Ji 


Fh' 


+  2J: 


48,3-25^ 


+  2.317  =  15728, 


F\'        2  "^ 


=  0,015  2659, 
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cos^  = 

=  i-i 

=  0,992  3679 

^  =  7° 

/  n 

-)- 

^cosS'tr: 

=  0,932  0879, 

/  n 

-)- 

=  cos  2"^  : 

=  0.969  5879 

2EJ 

=  132,53, 

a  =  259,81, 

ß  =  13 

h  =  a 

1  +  259,81  —  131,58 

259,81 

•  0,93209 

—  131,53.0,96959 

8  = 

0,128«. 

Dieser  Wert  weicht  von  dem  Seite  424  erhaltenen  5  =  ,^4  =  0,120« 
nur  unerheblich  ab.     Für  M  erhalten  wir: 

,.       8 -2150 -317. 0,128  ,  „_    , 

^^^ ^ 400^        "~ ""  ^  ^^^^"  *'"'• 

Die  früher  gefundenen  Momente  liegen  zwischen  M=  3,33«  und 
31  =  3,95  a.  Unsere  IS^äherungsrechnung  liefert  also  etwas  zu  große 
Momente,  was  aber  kein  Fehler  ist,  da  die  wirklichen  Hebelarme  « 
sich  nie  genau  angeben  lassen.  Es  dürfte  sich  sogar  empfehlen,  bei 
der  Berechnung  der  von  a  abhängigen  Durchbiegungen  im  Endfelde 
eine  Diagonale  anzunehmen.  Dann  findet  man  die  Konstante  C  mittels 
der  aus  (31)  folgenden  Bedingung 

{y^)n.= 0  =  <^  cos  -^ «  =  0, 


c= 


cos— ;^— 

Xun  wird  für  7«=-^, 

(35)  5  =  «(sec'^"^ ij- 

Das  gibt  im  vorliegenden  Falle 

5  =  0,136«  und  M=  4,64«. 

Die  Gleichung  (35)  darf  man  auch  für  ungrade  Felderzahl  be- 
nutzen; wir  verweisen  auf  die  ähnliche,  für  den  Kahmenstab  auf 
Seite  408  durchgeführte  Untersuchung.  Wie  dort  können  wir  die 
Berechnung  von  5  noch  weiter  vereinfachen. 
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Wir  formen  (30)  um  in 


schreiben  dafür 


^?J- =/,("  +  .'/..). 


und  stellen  dieser  Beziehung  die  Gleichung 

der  elastisclien  Linie  eines  einteiligen  Stabes  gegenüber,  dessen  Quer- 
schnitt das  Trägheitsmoment  J^  besitzt.     Aus 

P    _     P 


folgern  wir 

(36)                                                    J,  : 

Xun  bilden  wir 

~    Eg    ~    '         2E  '^^ 

iz'EJ,        tJEJ,         tc2    X2 

'        P          PI'             PP           2      P  " 

das  ist  abgerundet 

(37)                                   v=     p^,^       5  ^,  Y 

und  setzen 

5        a 

In  unserem  Zahlenbeispiel  ist  mit  z-^=  21220  t/cm^, 

21220.15728       5/ 1^  ..^ö  =  10,10, 


200-4002 

und  hiermit  5  =  0,137*7,   das  ist  fast  genau  derselbe  Wert  wie  der 
mittels  der  Formel  (35)  gefundene. 

Die  übrigen  Durchbiegungen  darf  man  nach  der  Parabelgleichung 

4  8  m  (n  —  m) 

•^"^ n^ 

berechnen. 

Der  Einfluß  von  a  auf  0  und    U  ist 

^"  -         h         '       ^'"'■'  -  h 

Zu  den   Spannungen   c  =  0 :  F  und    c=U:F  tritt    noch    die 
Biegungsspannung  , 
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Während  es  möglich  ist,  für  den  Einfluß  von  a  einfache  und 
doch  genügend  genaue  Näherungsformeln  anzugeben,  begegnet  die  Be- 
stimmung   der    von    den    Gliedern  ±-h-  abhängigen    Bestandteile    der 

y  und  J/,  d.  h.  also  die  Behandlung  des  Falles  «  =  0  größeren  Schwierig- 
keiten, weil  es  nicht  leicht  ist,  über  die  Momente  ganz  allgemein  eine 
genügend  einfache  und  doch  zuverlässige  Annahme  zu  machen. 

Wir  wollen  für  unser  Zahlenbeispiel  zunächst  einen  Weg  aus 
dem  Ergebnis  folgern,  daß  die  Durchbiegungen  in  den  Punkten  2  und  4 


Fig.  313. 

nur  wenig  voneinander  abweichen  und  betrachten  die  obere  Gurtung 
nach  Fig.  313  als  einen  an  den  Enden  wagerecht  eingespannten,  auf 
drei  gleich  hohen  Mittelstützen  ruhenden  Stab. 

Liegen  dann  die  Mittelstützen  in  der  Höhe  f\  über  den  Stabenden, 
so  bestehen  zwischen  den  Momenten  i¥o,  M^.  M^  nach  (45)  und  (44), 

Seite  379,  mit  t^  =^  —  die  Beziehungen : 


2J4  +  J/, 


QEJti 
&EJf\ 


Addiert  man  die  beiden 


Aus  der  letzten   folgt  M^^=  —  0,53/, 
ersten,  so  entsteht 

3i/o  +  6'0J/2  =  0. 
Das  gibt 

34=  — 0,5J/o, 
und  nun  liefert  die  erste  Gleichung 


Unter  y)  verstehen  wir  die  Verschiebung 
des  Knotenpunktes  2  der  oberen  Gurtung  gegen 
das  Feld  1 — 3  der  unteren  Gurtung.    Wir  erhalten  (Fig.  314): 
2      A^^2  +  Ac?2  sec  9  +  Ac^g  sec  9 

1 


Fig.  3U. 


b^iu 


+ 


Müller-Bresl 


2      h    '    2    h 

Festigkeitslehre.    4.  Aufl. 


(Af/24- Af/3)sec9. 
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Mit  YernachlässiguDg  der  Momente  J/^  und  J/3  und  der  Glieder 
die  klein  sind  gegen  J/q  und  Jfgi  ^^^^  nach  Seite  423: 


.Py 


_p_ 

'^~  2 


0„  = 


0,608 


7)2  cos  9  =  O^  +  L'a 
Dg  cos  9  =  Z/g  +  O3  —  P : 


h   ' 

-J4  +  J4 


71/ 
0,3924^ 


Jlf 

0,608      "- 


h   ' 


folglich 


Uc>2\       ^  ,       Dcos9    , 


'^~  2EFh  ^  EFh-'  "^  2h^EF^     ^  o-f-    , 


J/2)  sec^  9, 
und  mit  den  oben  für  M^  und  M^  angegebenen  Werten 

Hieraus  folgt,  gut  abgerundet 


^^-^■''w(«=5  +  «-«^^)- 


P\' 

■''l 

2E 

^^  +  ^(T  +  0,5) 

(38) 
(39) 


Man  erhält  also  die  Formeln: 
2PÄ 


^^  =  ^^ 


D. 


-f4Y4-2 


sec  9. 


Für  unser  Zahlenbeispiel  ergeben  sich  die  folgenden  Werte,  denen 
wir  die  früher  erhaltenen  in  Klammern  beigefügt  haben: 
Fh^       48,3-252 


=  95,2, 


317 
2  .  200  .  25 


=  87,5  (80,1)  tcm, 


^"""95,2  +  4.4,25  +  2 

J^4  =  —  0,bM^  =  —  43,8  (—  37,6)  tcm, 

D,  =  -b,9  (-4,4)t. 
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Die  Momente  nehmen  also  etwas  größere  Werte  an  wie  nacli  der 
früheren  Keclmung.     Auch  B^  wird  etwas  größer. 

Für  die  Beurteilung  der  Näherungsrechnung  fällt  ins  Gewicht, 
daß  auch  die  frühere  Rechnung  keinen  Anspruch  auf  Genauigkeit  er- 
heben kann,  denn  sie  setzt  voraus,  daß  die  Diagonalen  durch  reibungs- 
lose Gelenke  mit  den  Gurtungen  verbunden  sind  und  ihre  Schwer- 
linien die  Schwerlinie  der  Gurtung  in  ein  und  demselben  Punkte 
treffen.  Dazu  tritt  die  Annahme  des  starreu  Endfeldes.  Sodann  darf 
nicht  außer  aclit  gelassen  werden,  daß  es  unmöglich  ist,  die  Gurtuugen 
genau  geradlinig  herzustellen,  daß  genietete  Stäbe  nie  frei  von  unbe- 
kannten Anfangsspan nuugen  sind  und  die  Längenänderungen  der  Diago- 
nalen durch  die  Nacligiebigkeit  der  Niete  beeinflußt  Averden*).  Schließ- 
lich trifft  auch  die  Voraussetzung  eines  konstanten  E  nicht  zu;  selbst 
bei  Stäben  einer  Charge  sind  größere  Unterschiede  vorhanden. 

Die  einfachen  Formeln  für  M^,  M^  und  D^  bleiben  auch  dann 
noch  brauchbar,  w^enn  eine  zur  Mitte  symmetrische  Gurtung  eine 
ganze  Reihe  gleicher  Ordinaten  t],  bezogen  auf  die  Wagerechte  durch 
Null,  haben  sollte,  ein  Fall,  der  bei  biegsamen  Gurtungen  und  steifen 
Diagonalen  nicht  ausgeschlossen  ist.  Bezeichnen  wir  dann  die  Knoten- 
punkte mit  0,  1,  2,  3  .  .  .  und  nehmen  wir  in  der  Mitte  einen  Knoten- 
punkt r  an,  so  bestehen  die  Gleichungen: 

2./,  +  ^^/.  =  +  ^^, 

J/,  +  4J/3  +  J4  =  0, 

M,_,  +  4i¥,^i  +  M  =  0, 
M,_,  +  4.¥,  +  M^_,  =  0. 
Aus  der  letzten  Gleichung  folgt 

Dividiert  man  die  Gleichung 

J/._i  +  4ilf,4-J7,  +  ,  =  0 

*)  Wir  verweisen  auf  Rudeloff  „III.  Bericht  über  Versuche  mit  Nietver- 
bindungen und  Brückenteilen",  Zeitschrift  des  Vereins  zur  Befördening  des  Gewerb- 
fleißes 1911,  Beiheft.  Die  Gleitversuche  wurden  an  doppelschnittigen  Verbindungen 
mit  3  und  2  Nieten  angestellt.  Das  Gleiten  trat  schon  unter  niedriger  Belastung  ein. 
Zwei  Niete  gi-ößeren  Durchmessers  gaben  geringeren  Gleitwiderstand  als  drei  Niete 
von  kleinerem  Durchmesser,  woraus  man  wohl  schließen  darf,  daß  bei  Befestigung 
mit  einem  noch   dazu  einschnittigen  Niet  das  Gleiten  noch  leichter  eintreten  kann. 

28* 
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durcli  Mk  und  führt  die  Bozeiclmung  ein 


so  erhält  nian 

y-k-i 

+  4- 

und  hieraus 

Xfc- 

1  =  4- 

yk 

1 

Das  gibt 

yw^_] 

1  =  4- 

1 

=  4  — 

yk 

1        7 

y-r      '. 

..  =  4- 

2 

7  '' 

26 

~  1  ~ 

=  3,712, 

y-r-. 

,  =  4- 

7 
"26^ 

97 
~26~ 

=  3,731, 

y-r-i 

.  =  4- 

26 
"97^ 

362 

~    97 

=  3,732 

Die  Zahlen  y. 

nähern 

sich 

der  durch  die  ( 

X 

=  4- 

1 

gegebenen  Grenze 

X 

Mit 

X. 

=  2 

+  V3: 

=  3,732. 

M, 

= 

4  7^9 

=  3,5. 


gehen   die  beiden   ersten  für  die  Momente   aufgestellten  Gleichungen 
über  in 

2.14  +  Jf,  =  +  «fA 
-V,  +  6,732  J/,  =  -^, 

A 

woraus 

J/j  =  _0,46J/o. 

:ii„  =  +  3,9^'^. 

Bei  der  Abrundung  der  Ergebnisse  verschwindet  der  Unterschied 
zwischen  diesen  und  den  auf  Seite  433  gefundenen  Werten.  Die  Rechnung 
ist  nur  brauchbar  für  das  an  das  steife  Endfeld  grenzende  Gurtstück 
und  die  Diagonale  Z>2,  und  auch  hier  ist  sie  nur  von  beschränkter 
Gültigkeit  wegen  der  über  die  Verbiegung  der  Gurtung  gemachten 
Annahmen.     Vielleicht    werden    sich   aus  den  vom   Verfasser  bereits 
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begonnenen  Versuchen  mit  zentriscli  und.  einseitig  gedrückten  Stäben 
allgemeinere  und  doch  genügend  einfache  Regeln  herleiten  lassen. 

Einen  auf  der  sicheren  Seite  liegenden  Wert  für  D^  erhält  man, 
wenn  man  die  im  folgenden  Paragraphen  für  die  Diagonalen  des  durch 
Querriegel  ausgesteiften  Gitterstabes  entwickelte  Formel  (72)  auch  auf 
den  vorliegenden  Fall  anwendet;   sie  liefert  mit  P=200t  den  Wert 


/A 


13  t,  also  für  jede  der  beiden  zusammengehörenden  Diagonalen 


1)2  =  6,5  t,  das  ist  erheblich  weniger  als  der  Seite  426  zu  15,8  t  er- 
mittelte Knickwiderstand.  Den  Einfluß  von  a  darf  man  bei  dieser 
Rechnung  vernachlässigen. 

4.  Die  Xäherungsformel 

n'^         .\  a 

=-2 — ^)  =  —^-'' 


hat  Ähnlichkeit  mit  der  für  den   einteiligen   Stab   auf  Seite  361  ab- 
geleiteten Formel  (3). 
Für 

liefert  sie  h  =  ' 


cos  ^  = 
und  mit  Beachtung  von  (29) 
(41)  1  - 


1 


1 

TP 


cos 


(42) 


(43) 

so  folgt  aus  (41)  die  Knicklast 

(44) 


1  —  cos 


Pk  =  — p  —  y-y- 


Mit  wachsendem  u  nähert  sich 
Man  findet: 


v:  dem  Werte  1. 


n 

'' 

1  n 

'- 

. 

x' 

3 

0,912 

6 

0,977 

12 

0,994 

4 

0,950 

8 

0,987 

15 

0,996 

5 

0,968 

10 

0,994 

16 

00 

0,998 
1 
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In  (44)  setzen  wir 

(i-cosi;-)= 

und  erhalten  dann 

Für  Fa  =  -X'  und  ?i  =r  tc  entsteht  der  dem  volhvandigen  Stabe 
entsprechende  Eulersche  Wert 

(46)  Pr  =  ~fA- 

Die  Recliuung  gilt  nur  innerhalb  der  Proportionalitätsgrenze.  Zu 
beachten   ist  hierbei,   daß  beim  Gitterstabe  für  a  =  0  nicht  etwa  die 

p 
Spannung  a^  =  ^^-^^  entsteht,    sondern  daß   die  Spannungen  für  zen- 

frischen  Druck  auf  dem  in  IS^r.  1  bis  3  beschriebenen  Wege  berechnet 
werden  müssen.  Streng  genommen  müßte  aucli  die  Knickbedingnng 
innerhalb  der  Proportionalitätsgrenze  aus  dem  Nullsetzen  der  Nenner- 
determinante der  linearen  Gleichungen  zwischen  den  Durchbiegungen  // 
gefolgert  werden. 

Betrachtet  mau  den  Gitterstab  nach  Seite  432,  Gleichung  (36),  als 
einteiligen  Stab  mit  dem  Querschnittsträgheitsraomente 

so  erhält  man  die  Knicklast 

tz'EJ,_tJEJ,  t'  P_ 
P     ~      n  2    w2^' 

und  aus  dieser  Gleichung  ergibt  sich  mit  tc^  =  10 

das  ist  ein  Wert,  von  dem  sich  (44)  nur  durch  den  in  der  Nähe  von 
1  liegenden  Faktor  /.'  unterscheidet. 

Nimmt  man  zunächst  an,  es  seien  die  Gurtstäbe  in  den  Knoten- 
punkten gelenkartig  befestigt,  so  wird 

.=  0,  .,.^. 

Addiert  man  zu  dem  für  diesen  Fall  gefundenen  Werte  P  die 
Knickkräfte  der  beiden  Gurtungen  für  die  freie  Länge  /,  so  erhält 
man  für  7i  =  oc  die  Gleichung 

^^  '~      2/2       n^^by^       P       ' 


—     439     — 

sie  stimmt  mit  der  von  Engesser  im  Zentralblatt  der  Banverwaltung 
1891,  Seite  483,  auf  anderem  Wege  und  mit  anderen  Bezeichnungen 
abgeleiteten  Formel  liberein. 

Außerhalb    der    Proportionalitätsgrenze    wendet    Engesser    die 
Tetmaj ersehe  Formel  für  die  Knickspannung  des  vollwandigen  Stabes 
an,   ersetzt  aber  / :  ^\    durch   einen  AYert,   den  wir  mit  m  bezeichnen 
wollen.     Das  gibt  für  gewöhnliches  Flußeisen 
(48)  p,  =  a,-2F=  (3,1  —  0,0114m)  2F, 

wo  mit  unseren  Bezeiclmungen*) 

(49) 


V'-'il 


Die  unter  den  Wurzelzeichen  stehende  Spannung 
a,  =  3,1  —  0,0114  m 
ist  abhängig  von  m  und  muß,  wenn  man  umständliche  Rechnungen 
vermeiden  will,  zunächst  geschätzt  werden.    Engesser  empfiehlt,  den 
etwas  zu  großen,  dem  vollwandigen  Stabe  entsprechenden  Wert 


ff,  =  3,1  — 0,0114 


einzuführen,  wobei  für  weitgestellte  ^-Eisen  i^  =  -^   gesetzt  werden 

darf.    Noch  etwas  ungünstiger  rechnet  man,  wenn  man  in  Gleichung  (49) 
die  Spannung  g^  durch  die  Eulersche  Knickspannung 


^E- 


P  4/ 


ersetzt.     Es  ergibt  sich  dann  mit  t.'  =  10: 


(49') 


4.. 


5t    72 


Führt  man   die  Division  aus  und  behält  man  nur  die  beiden  ersten 
Glieder,  so  findet  man,  genügend  genau: 

(49")  m^  =  4i^-f20|^T. 

Es  ist  allerdings  nicht  ganz  leicht,  anzugeben,  wann  die  Propor- 
tionalitätsgrenze überschritten  wird.    Die  Spannung  a  =  P:  2i^  bildet 


*)  Zeitschrift  des  Vereins  Deutscher  Ingenieure,  1908,  Seite  359,  Gleichung  (1). 
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nur  einen  Teil  der  bei  zentrischeni  Druck  entstehenden  Spannung  Gq, 
und  man  darf  daher  nicht  ohne  Aveiteres  die  vonTetmajer  für  den 
vollwaudigen  Stab  vorgeschlagene  Grenze  / :  i^  <  105  annehmen. 

Andere  Näherungswerte  Kefern  die  bereits  bei  der  Untersuchung 
der  Ralmienstäbe  mitgeteilte  Formel  von  Krohn: 


(50) 


272-^ 


^^-^3^(3,1-0.0114^^)^ 


und  die  von  mir  zur  Abschätzung  von  P^.  benutzte  Formel 

Ich  lasse  nun  eine  kurze  Mitteilung  folgen  über  einen  Versuch 
mit  zwei  Druckstäben,  welche,  mit  einer  geringen  Abweichung,  die 
in  unserem  Zahlenbeispiele  angegebenen  Abmessungen  besaßen*).  Die 
Endfelder  waren  statt  50  cm  nur  25  cm  lang;  dazu  traten  die  Druck- 
platten der  500 -Tonnenmaschine.  An  dem  einen  Ende  entstand 
\'=z  51,5  cm,  am  anderen  X'  =  53  cm.  Die  Länge  des  Stabes  betrug 
also  404,5  cm.  Die  Übertragung  des  Druckes  erfolgte  durch  Schneiden. 
mt  l:h  =  404,5  :  25  =  16,18.  / :  a  =  404.5  :  50  =  8.09  und  y  =  4,25 
folgt  aus  (49')  und  (48): 

m-  =  1551,         m  =  39 

P,  =  (3,1  —  0,0114  .  39)  2  •  48,3  =  2,6554  •  2  •  48,3  =  257  t. 

Gleichung  (49")  liefert 

m2  =  1387.         m  =  37,         P,  =  259  t. 

Setzt  man  in  Gleichung  (49) 

c,  =  3.1  —  0.0114  -.-  =  3.1  —  0.0114  4^ 
/j  h 

=  3,1  —  0.0114  ~~  =  2.731  t/cm^, 
so  erhält  man 

m^  =  1094.         m  =  33,         P,  =  263  t. 

Die  drei  berechneten  Knicklasten  sind  praktisch  gleichwertig. 
Gleichung  (50)  gibt  mit 

J,  =  ^-  +  2  J=  ^8^3^25--  +  2  •  317  =  15728  cm*, 


*)  Ausführliche  Mitteilungen    über   naeine  Versuche   werde   ich   in  Fachzeit- 
schriften veröffentlichen. 


441 


i^  =\J^:2F=  12,8  cm ,         /  =  2,56  cm, 
^-404^  =  32,  2X^100^ 


12,8  i         2,56 

272  —  32 


(3,1  —  0,0114  .  39)  48,3  =  226  t. 


136 
und  Gleichung  (51): 

900  .  9ö 
^'  =  100725  +  404;^  (ä'l  -  '•''''  ■  ''^  ''^'  =  -'''  '• 

Beide  Versuchsstäbe  versagten  infolge  Ausknickeus  des  Gurt- 
feldes L\  bei  einer  Belastung  von  rund  200  t.  Bereits  vor  Erreichung 
dieser  Last  konnten  die  bei  Überschreitung  der  Streckgrenze  erschei- 
nenden Fließfiguren  beobachtet  werden.  Die  Martensschen  Spiegel- 
apparate gaben  schon  von  P=  159  t  an  Spannungen  oberhalb  der  Pro- 
portionalitätsgrenze. Am  stärksten  wiu'de  die  unterste  Kante  des 
Obergurtcjuerschnitts  beim  Knotenpunkte  2  beansprucht.  Bei  rund 
F=  175  t  sind  die  folgenden  Durchbiegungen  in  cm  gemessen  worden: 

,/^  =  _  0,0148,     //2  =  —  0,0748,     //,  =  —  0,0280,     //^  =  —  0,0924, 
i/5=- 0,0142,     ^e=:- 0,0638,     ^,  =  +  0,0036. 

Der  Unterschied  zwischen  der  beobachteten  Knicklast  und  den 
nach  (50)  und  (51)  berechneten  Werten  P^  ist  im  vorliegenden  Falle 

220 

praktisch  belanglos.    Wählt  man  z.  B.  die  Belastung  P  ==      .      =  55  t, 

und  bezeichnet,  wie  dies  in  der  Regel  geschieht,  das  Verhältnis  P^. :  Pals 
Sicherheitszahl,  so  hat  man  statt  4-f acher  die  nur  wenig  kleinere 
3,6-fache  Sicherheit.  Aber  bei  der  Beschränkung  auf  die  Berechnung 
von  Pf,  gewinnt  man  keinen  Einblick  in  den  Spanuungszustand.  Und 
diese  Rechnung  versagt  vollständig,  wenn  man  es  mit  ausgesprochenem 
einseitigem  Druck  zu  tun  hat. 

Zum  Schluß  mache  ich  noch  darauf  aufmerksam,  daß  bei  Druck- 
stäben mit  zwei  Gitterwänden  häufig  einer  linkssteigenden  Diagonale 
der  einen  Wand  eine  rechtssteigende  Diagonale  der  anderen  Wand 
entspricht.  Die  Gurtungen  werden  dann  auf  Torsion  beansprucht; 
ihre  Durchbiegungen  sind  Funktionen  der  Winkel,  um  die  sich  die 
Gurtquerschnitte  drehen.  Die  genaue  Untersuchung  der  Spannungen 
und  Formänderungen  begegnet  hier  noch  größeren  Schwierigkeiten  als 
bei  zwei  gleichartigen  Gitterwänden,  da  die  Torsionsgesetze  für  die  hier 
in  Betracht  kommenden  Querschnitte  noch  zu  wenig  geklärt  ist.  Ich 
Averde  bei  meinen  Versuchen  auch  das  Verhalten  von  Stäben  ver- 
gleichen, die  sich  nur  dadurch  voneinander  unterscheiden,  daß  die 
beiden  Gitterwände  gleichartig  oder  ungleichartig  sind. 
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§36. 
Der  Gitterstab  mit  Querriegeln. 

1.  Allgemeine  Formeln  für  die  in  Fig.  315  dargestellte  Vergitte- 
rung. Außer  dem  exzentrisclien  Druck  I*  fi^reifen  an  dem  Stabe  die 
zur  Stabachse  rechtwinkligen  Lasten  öj,  Gg,  .  .  .  ö„,  .  .  .  an,  ein 
Belastungsfall,  der  für  lange  wagerechte  Druckstäbe  wichtig  ist,  da  es 
hier  geboten  sein  kann,  die  Wirkung  des  Eigengewichts  zu  berück- 
sichtiffen. 


p 

A 

A 

0, 

0, 

k 

p 

X^J 

y 

^ 

y^ 

\ 

yii 

\. 

-y- 

_aj__ 

G, 

Gz 

Gin 

l-nk 

' 

Fig.  315. 


Die  Durchbiegung  des  Gitterstabes  sei,  bezogen  auf  die  Stabachse, 
yl,  für  den  oberen  Knotenpunkt  7w, 
yl,  für  den  unteren  Knotenpunkt  w, 
y„  für  den  Mittelpunkt  des  Querriegels  mm. 


(1) 


Fig.  316. 

Beträgt  die  Längenänderung  des  witeu  Querriegels  Aä„,  so  ist 

1 


.'/;. 


!J^ 


Mh 


!C  =  yn.  +  '2  ^''" 


Die  Biegungsmomente  für    die  Querschnitte  m  der  oberen    und 
der  unteren  Gurtung  nennen  wir  M°„  und  ilf^.     Ferner  bedeute: 

MJ  das  von  den  Lasten  O  erzeugte  Angriffsmoment  für  den 

Querschnitt  m7n  des  Gitterstabes, 
Q„  die  von  den  Lasten   G  herrührende  Querkraft  des  Feldes 
m  —  1  —  m, 


J/^+i  +  ^:.. 
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V„  die  Spannkraft  im  Querriegel  mm,  Fj,  den  Querschnitt  des 
Querriegels. 
Die  übrigen  Bezeichnungen  sind  bereits  auf  Seite  416  zusammen- 
gestellt worden. 

Aus  der  Momentengleichung  für  den  Knotenpunkt  7)1  der  unteren 
Gurtung : 

-  OJi  +  P(4  +  «  +  V'^  +  ^)  +  ^^^'"'  -  -1^"'  -  ^^^"^  =  0 
folgt 
(2)  0.  =  +  -^(«  +  ^  +  ,/„  +  ^)  +  ^ ^-, 

und  ebenso  erhält  man 

Die  Gleichgewichtsbedingung 

D^cos^^rA^^  U„.,  —  P 
liefert  mit 

den  Ausdruck 

(4)  DJi  cos  9  =  POu  —  ^.-i)  +  Y  (A//,„  +  A/^„_0  +  ^„a 

und  in  gleicher  Weise  ergibt  sich 

(5)  D„^,h  cos  9  =  Piiu  —  !U^r)  +  Y  ^^^''"  +  ^^'"•+^^  ~  ^'"+^^'^ 

+  ^  +  1  +  ^+1-^-^- 
Zur  Berechnung  der  Spannkraft  V„  im   Querriegel  mm  durch- 
schneiden wir  die  obere  Gurtung  dicht  links  und  dicht  rechts  neben  ??z, 
bringen  an  den  Schnittflächen  außer  den  Drucken   0  die  nach   oben 
gerichteten  Scherkräfte 

und     ; — 

\  A 

an  und  erhalten,  wenn  wir  G„  in  die  am  oberen  und  am  unteren 
Knotenpunkte  m  angreifenden  Bestandteile  Gl,  und  G^  zerlegen,  die 
Gleichgewichtsbedingung 
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wird 
(6) 


3Iit  der  Schreibweise 

A  X 


Hl,  —  Z/».-i 


und  auf  dieselbe  Weise  erhält  man 


(7)    V,„^,=—  U„^, 


A"//:. 


'2Ml  +  ,  —  Ml—Ml  +  , 


Gl. 


+  ö:+i- 


Zwischen  den  Läugenäuderungen 


Ao 


02)^ 
EF 


lu 


^Om 


KF 


^d  = 


Dd 
EF„ 


Ml 


Vh 
EF, 


t^        / 

^       y 

\^ 

J 

m    W 

m*2 

/v 

J          \ 

^Um*7 

Fig.  318. 

Fig.  317. 

und  den  Durchbiegungen  bestehen  die  Beziehungen  (Fig.  317  und  318): 
(K\  ^   .       4_  2  ,  1    ,       _+Ao„.  +  (A^.+  Ac?.^0sec9 


und 


1.  A^,,-i  _  2^  AÄ^  _  J_  M^+, 
"  X        2~ 


12  1 

C9)  —  —  //,„  +  .   //„  + 1  —  ~  //„,  +  2 


2  X      2 

—  A««^  +  i  —  (Af4  +  i4-Ac?„+2)sec(p 


"^  Y  ^"  "^  X        2      "•"  X        2      ' 

Zu  diesen  Gleichungen  treten  die  Beziehungen  zwischen  den  Mo- 
menten J/",  J/"  und  den  Durchbiegungen: 

(10)    ^^  +  ,/,g  +  |^)  +  ,/,,^|^__,V^ 
(11) 

(12) 


?m'    =    1    ^m  COtg  a„ 


sm  a„ 


1  /^^-^'" 


—     445 


ferner 


IL 


\  t^m  L/m  +  1  /  L   m+1 


2 

EJ 
Hierfür  darf  man  nach  Seite  377  auch  setzen 


(13)   |x„"  J/:,_,  +  2  (.i..'  +  .a'.^O  Ml  +  p."„^,  J/:.  +  ,  =  -  6  EJ—^^^. 


(14) 


.^.:  =  H- 


o„x 


i5ü:j 


„       -,    ,    7      0„a2 


und    in   derselben  Weise  darf  die   Gleichung  zwischen   den  Momen- 
ten M"  vereinfacht  werden. 

In    der  Regel  darf  man   sogar   ij.'  =  ix"  =  1   annehmen  und   er- 
hält dann  2   o 

Mi_,  +  4  j/:,  ^  m:,^,  =  —  QEj  — ^^ 


(15) 


j/;_^  _|_  4,Mi  J^  Mi^^  =  —  QEJ  -^^ 


Drückt  man  die  M'  und  J/"  mittels  (15)  durch  die  y  aus,  so 
liefern  (8)  und  (9)  ein  lineares  System  von  Gleichungen,  in  denen 
nur  noch  die  Unbekannten  f/  vorkommen.  Verschwindet  die  Nenner- 
determinate  dieser  Gleichungen,  so  hört  die  Möglichkeit  eines  Gleich- 
gewichtszustandes auf.  Benutzt  man  statt  (15)  die  Gleichungen  (10), 
so  muß  man  für  0  und  JJ  feste,  von  den  ij  unabhängige  Näherungs- 
werte einführen.     Es  genügt 

^^       P    .    Pa  ,      ^,       P        Pa 

''=^+nr  ^^^^   ^=^ — h- 
p 

zu  setzen.    Schon  die  Annahme  0  =  U=~-  liefert  brauchbare  Werte; 

man  ist  hierzu  genötigt,  sobald  man  die  //  und  die  hieraus  folgenden 
Werte  M%  J/",  0,  U  usw.  als  lineare  Funktionen  von  a  darstellen 
will.  Ich  verweise  auf  das  Zahlenbeispiel  im  §  35.  Dort  ist  auch 
gezeigt  worden,  wie  ein  starres  Endfeld  berücksichtigt  werden  kann. 
Wir  gehen  sofort  dazu  über,  die  Rechnung  durch  zulässige  Annahmen 
zu  vereinfachen  und  nehmen  zunächst  die  Umformung  vor 


(16) 


A^/y:+^ 

A^v».+l 

A/.„ 

AA„ 

a2 

x^ 

A" 

2X2 

AÄ„_i-|-  AÄ„  +  : 
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Zahlenrechnungen  zeigen,  daß  in  den  praktischen  Fällen  die 
Querriegel  nur  geringe  Beanspruchungen  erfahren  und  daß  vor  allem 
die  ^fi  nur  wenig  voneinander  abweichen.  Man  darf  deshalb  in  (16) 
die  Ih  streichen  und  stets  setzen: 

Ml  =  Ml  =  M„,         //:  =  if„  =  !U. 

Dann  erhält  man: 
(17)  J/_,  +  4.V„  -f  JL  +  ,  =  —  QEJ-^I'-'  , 

A 


(18) 


0„ 


,  r  I    ,  h-^Mf„  ,     \  .   Mj 


(19)     U„,,  =  -^[a 


(20) 


2  ^•^"'  + 


:i/:.+_^ 

A 


7;„  cos  9  =  -^  du  -  /y.-i)  +  ^^  (AÄ.  +  A/^_0 


a 


M„ 


2iH. 


Jf- 


(21) 

(22) 
(23) 


/)„  +  iC0S9  =  -^(/y„ 


//.  +  0  +  2Ä^^^''"  +  ^^''"  +  ^^ 


-Q«  +  . 


^  +  1-^ 


^'//«-.i 


2J/„  — J/„_i  — J/„.+i 


—  ö: 


^'yn.^: 


2M„^,-M„-M„^, 


X  X  '  ^"^- 

^N'ehmen  wir  eine  gleichmäßig  auf  alle  Knotenpunkte  verteilte 
Belastung  an,  z.  B.  das  Eigengewicht  g  der  Längeneinheit  des  waage- 
recht liegenden  Stabes,  so  ist  mit  1=  7i\: 


(24) 


oi=G: 


1  ^,  X 


'H 


/^+i 


-^C  =  </  2^  m  {n  —  m). 


Die  Gleichungen  (8)   und  (9)  gehen  nach   Einsetzen  der  durch 
0,  U,  D  ausgedrückten  "Werte  Ao,  ^u,  ^d  über  in: 


(25) 


/  EFh^  \ 


—  2y(J/._i-2J/„  +  J^^0 

=  2p(a  +  ,6  +  ...+^^"), 
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(26)  _A^.A„,,(^|^-YP)-2P/y„^.  +  4J/„,, 


=  2P^r,  +  T6  +  f'..  +  i 

Dabei    sind    zur   Abkürzung    die    folgenden  Bezeichnungen    ein- 
geführt worden 

(27)  7  =  -^ysec2  9, 

(28)  b  = 


G\  _  g\^ 
2P  ~  2P 


(29) 


(30) 


c„  =  — ^-  =   ;:        m  {n  —  m)  =  b  m  {n  —  m), 

A7^.^.,  =  (-|^-yY)(AA„  +  2A^„,^,  +  A/^.^,)-A^^  +  i. 

In  (30)  darf  das  zweite  Glied  gegen  das  erste  gestrichen  werden. 
Weiter  wird  sich  später  herausstellen,  daß  sich  die  Längenänderungen 
dreier  aufeinanderfolgender  Querriegel  sehr  wenig  voneinander  unter- 
scheiden und  deshalb 

AÄ„_i  4-2A/?,„  + aä„  +  i  =  4a;?„ 

gesetzt  werden  darf.     Dann  ergibt  sich 
(31)  .V,.,  =  2P^^-.)a„„. 

Zu  beachten  ist,  daß  der  Knotenpunkt  m  als  Treffpunkt  zweier 
Diagonalen  der  unteren  Gurtung  angehört  und  m  -\-  1  der  oberen 
Gurtung.  Die  Größen  a,  &,  c  haben  in  (25)  dieselben  Vorzeichen  wie  in 
(26),  während  die  h  —  A7?  in  den  beiden  Gleichungen  mit  entgegen- 
gesetzten Vorzeichen  auftreten. 

Die  Werte  Mi  zählen  wir  zu  den  gegebenen  Größen;  sie  dürfen 
mindestens  beim  ersten  Kechnungsgange  gestrichen  werden. 

Um  zu  einfachen  Xäherungsformeln  zu  gelangen,  schlagen  wir 
denselben  Weg  ein  wie  im  §  35,  indem  wir  die  Einflüsse  der  Glieder 
2 P {a -\- -(h -\- c)  und  ±P{h  —  \' h)  getrennt  angeben.  Wir  beginnen 
mit  den  ersteren.  Sie  sind  in  allen  Gleichungen  positiv,  und  die  zu- 
gehörigen y  bestimmen  eine  Kurve,  die  zwischen  einer  Sinuslinie  und 
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einer    raral)ol    liegt.      Es    darf    in    (17)    und    (25)    mit   genügender 
Genamgkeit  v_.  =  J/,„  =  .1/,,,^, 

gesetzt  Averden.  und  man  erhält  aus  (17) 

(32)  ^I,„  =  —  EJ-—^^'--'- 

Die  Gleichungen  zur  Berechnung  der  //  nehmen  jetzt  die  über- 
einstimmende Form  an 

(33)  —  ^^lu^,  \Jp\i  ~  2  "^ )  ~  ■''"  ~  py^  ^"//».+ 1  =  «  +  /> T  +  c,„ 
oder  mit  J,  ^=    ^ \-2J  und  der  Bezeichnung  (vgl.  Seite  429): 

(34)  ?  =  ^     ^ 


Vi}        2  ^ 
nach  den  //  geordnet: 

—  .'/-.-i  +  (2  —  p)  'U  —  .(/.«  +  i  =  p  («  +  67  +  cj. 

(35)  —  //™_i  +  (2  —  p)  II „  —  ij,„^,  =  p  [a  +  6y  +  /rw  (?^  —  m)]. 

Das  System  (35)  ist  sowohl  bei  gerader  als  auch  bei  ungerader 
Felderzahl  s^^mmeti'isch.  Es  ist  y„  =  «/„_„,  und  man  erhält,  wenn  man 
auf  der  rechten  Seite  zunächst  die  von  m  abhängigen  Glieder  streicht, 
die  partikuläre  Lösung 

(36)  //„.  =  C  cos  1  -^ m\'i  —  a  —  6  y , 

wo 

(37)  cos^  =  l— 1~. 

Zu  dieser  Lösung  fügen  wir,  um  den  Einfluß  der  von  in  ab- 
hängigen Glieder  zu  finden,  den  Betrag 

y„=.  A-\-  Bm  -\-  Cm^^ 
setzen  diesen  Wert  in  die  Gleichung 

—  y/m-i  +  (2  —  p)  ?/„  —  ^„  + 1  =  ^bm  {n  —  m) 
ein  und  erhalten  zur  Berechnung  von  A,  B^  C  die  Bedingung 
p  (6  —  C)  ?w2  —  p  (bn  +  B)  m  —  (p^  +  2  C)  =  0. 
Hieraus  folgt 

C=/j     B=  —  bn     A  =  —^~~  =  —  — 
also 

fj„  =  C  cos  I  -^ />?  I  r  —  a  —  by  —  2 b  m  {n  —  m). 
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Die  Bedingung  yQ=^  liefert 

«  +  Z/Y 


Man  erhält  daher 


y„.=  \a  +  b-i-\-2~- 


cos-K-^ 


n  ^ 


und  mit  Beachtung  von  (28)  und  (29): 


(38) 


//m 


A  /      ,     2 

"^7 


cos 


71"^ 


b  m  {n  —  m\ 


3I„' 
P 


Nähert  sich  —^  der  Grenze  -^,  so   erzeugen  schon  sehr  kleine 

Werte  a  und  g  hohe  Beanspruchungen.  Die  Knicklast  P^,  im  Sinne 
der  Eulerschen  Theorie  ist  bestimmt  durch  n'^  =  z.  Man  erhält 
wie  auf  Seite  437 : 


(39) 
wo 


■EJ. 


y.y., 


x/=2    -- 


i)' 


tl"  -]-  DJ 

Nach  diesem  Ergebnis  würden  die  Querriegel  die  Knickfestigkeit 
des  Stabes  nicht  erhöhen,  was  offenbar  nicht  richtig  ist. 
Die  auf  Seite  432  abo^eleitete  Xäherunesformel 


4   V  — 1 


5-^Y 


(40) 

wo 

(41)  .-    ^,.  ., 

ist,  gilt  auch  für  den  vorliegenden  Fall. 

Wir  geben  noch   einige  Formeln  zur  Ermittlung  des  Einflusses 
des  Hebels  a. 

Die  stärkst  beanspruchte  Gurtung  erfährt  den  Druck 


0 


2      ^         h 


Müller-Breslau,  Festigkeitslehre.    4.  Aufl. 
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Bezeichnen  wir  also  die  Druckspannung  der  Gurtung  bei  zen- 
trischer Belastung  mit  c,,.  so  ergibt  sich  mit  W^ —  bei  einseitigem 
Druck  der  "Wert 


(42) 

folgt 
und 
(43) 
also 
(44) 


Aus 


Pia  +6)       Me 


*)• 


M 


"   '         Fh        ' 
i  +  (2  — ?)//„  — .V.  +  i  =  ?« 
-  A2v„+i  =  ?(«  +  // J 

EJ^h/        EJ  .    .    . 

V  T 

.„.3/=p4f  («  +  5). 


Die  größte  Druckspannung  in  der  Gurtung  ist  daher 


(45) 

und  mit 
wo 
(46) 

(47) 


a  -\-h  =  av', 
._v  +  0.25 


P    a 
F 


a     ,      Eea\   , 

t  +  pt^)''- 


Auch  für  die  größte  Spannkraft  D„  läßt  sich  ein  genügend  ge- 
nauer einfacher  algebraischer  Ausdruck  angeben.  Für  den  hier  unter- 
suchten Fall  —  den  Einfluß  von  a  —  ist  nach  (20) 


(48) 


^-=t(*- 


\)  sec  9, 


yn,  =  a 


cos  (-^ mirsec^z"  —  1 


^„— ?/„_.  =  2«  sin  ^  sin 


w  +  1 
2 

n  —  1 


w^ 


Setzen  wir  rn^l   und  erhöhen  sin  f — ^ — j^   auf  sin -^ 'ä^,  so  er- 
halten wir 


A  =  2-^  sin  ^  tg^-sec9. 


*)  Bei  unsymmetrischen  Guxtquerschnitten  ist  für  e  der  maßgebende  der  beiden 
"Werte  e^  und  e^  zu  nehmen. 
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Da  nun  -—  ^   ein  sehr  kleiner  Winkel  ist.  darf  man  sin  -^  ^ 
setzen.    Aus  (37)  folgt  dann 


und 


=  Umax  =  «      SeC 


also 


1, 


a 


und  man  findet  schließlich 


(49) 


A  =  Pyseco-V?(v-'-l). 


Ist  a  negativ,  so  wird  die  Diagonale  D^  gedrückt. 

O  2  i^  6 


Fi^.  319. 


Xach  der  Mitte  hin  nehmen  die  Spannkräfte  D  ab.    In  der  Mitte 
m  =  -^  n  I  erhält  man  den  kleinen  "Wert 


tu 


ij^_^  =  2ft  sin' 


sec 


(50) 


D 


a     pv 


In  den  Quemegeln  entstehen  nur  ganz  unwesentliche  Beanspruchungen: 
die  AÄ  sind  also  tatsächlich  einflußlos. 

"Wir  wenden  uns  nun  zur  Behandlung  des  zentrischen  Druckes. 
setzen  also  in  den  Gleichungen  (25)  und  (26)  a,  b,  c  gleich  XuU. 
vernachlässigen  zunächst  auch  die  Ah  und  behalten  auf  der  rechten 
Seite  nur  die  Glieder  +Ph.  Xach  den  Ergebnissen  der  bisherigen 
Knicktheorien  wird  manchem  wieder  auffallen*),  daß  mit  g  =  0  und 
a  ==  0  selbst  bei  kleiner  Last  P  die  Durchbiegungen  y  und  damit 
auch  die  Biegungsspannungen  der  Gurte  und  die  Beanspruchungen 
der  Diagonalen  nicht  verschwinden.    Wir  haben  deshalb   in  Fig.  319 


Ygl.  auch  Seite  426. 


29^ 
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die  Form  skizziert,  welche  das  hier  untersuchte  Fachwerk  annimmt, 
wenn  sich  die  beiden  Gurtungen  um  gleiche  Strecken  verkürzen  und 
die  Diagonalen  und  Querriegel  starr  sind.  Die  Knotenpunkte  liegen 
in  einer  Zickzacklinie.  Durch  den  Biegungswiderstand  der  Gurtungen 
wird  diese  Formänderung  unmöglich  gemacht.  Die  Folge  davon  sind 
Biegungsspannungeu  in  den  Gurtungen  und  Spannkräfte  in  den  Wand- 
gliedern. Zu  einfachen  und  zuverlässigen  Ergebnissen  führt  die  An- 
nahme 

sie  führt  nach  Gleichung  (17),  Seite  446,  zu 


(51) 


J/.„  =  — 3iV 


Ebenso    setzen    wir    in   (26)  J/„,  =  J/„  +  2 
und  erhalten 

EFh'    ,     12  EJ 


J/„ 


3EJ 


^'y,. 


-A^Z/».- 


\  EFh^ 


12  EJ 


Mit  der  Bezeichnunj 


(52) 


(1+2t)-Pt 
(1  +  2t)-Pt 
2P 


-2Pz/„.      = 


-Ph. 


EFh' 


i^(l  +  2y)-P, 


gelangt  man  zu  den  Gleichungen: 

(2-p')//i 


(53) 


.'/2 


I         '    " 

+  ?    T> 


2/i 


-f  (2  —  p  )  y^  —  //3     =  —  p  ^ 


+  (2 


')^„_i  — .V„.  =  — ? 


//._!  +  (-  —  ?')  Um  —  /ym+ 1  =  +  p  - 


=  ±p 


In  der  letzten  Gleichung  gilt  -[-  -     oder — ,    je  nachdem  n 

eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  ist. 
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Wir  addieren   die   erste  Gleichung  zur  zweiten,   die    zweite   zur 
dritten   usw..  führen   als  neue  Unbekannte   die   arithmetischen   Mittel 

ein  und  erhalten 

-7]_,  + (2 -?')''].  + -^.  +  1  =  0. 
Ist  nun  n  eine  gerade  Zahl,  so  folgt  aus  der  Symmetrie 

und  die  allgemeine  Lösung  lautet 

7;,„=r   cosi ^ m\'^ . 

wo 

(54)  cos  y  =  1 1- 

Bei  unoferadem  n  ist 

,      '^  •ri,n  =  — 'r,;rn-« 

imd 


Tf],«  =  c    Sin  (  — 4- m 


Zur  Berechnung  der  Konstante  benutzen  wir  die  Gleichung 

{^  —  9)yi  —  y2  =  9-y 

Wir  setzen 

^1  =  2-^1,    ll2  =  2t,2  —  //,  =  27)2  —  2t,, 

und  erhalten  bei  Beachtung  von  (54): 

Tj,  (2  cos  t'+  1)  —  T,2  =  h  sin2  -^. 
Das  gibt  nach  Einsetzen  der  Werte  t,j.  r,,: 

C'cosf— ii--l|^'(2  cost'+ 1)  —  C"cos(— ±^ — 

=  h  sin^-^- 
Hieraus  folgt 

2  ?i^ 


cos-^ 


imd  ganz  ebenso  ergibt  sich 
C"  = 


^'  c^' 


.    /.  ^^"i-*^^ 


2      .  ti^ 

sm-^ 
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Die  Gleichung 


,  h 


geht  mit 
über  in 


y.n-,  +  (2  —  p  )  ii,„  —  //,„  +  ,  =  p  — 


iJ„-l  =  2T^^—>/„, 


'■ri,.,. 


(r,„  +  -^.»^i)  +  /A»  (1  +  cos  y)  =  -^  (1  -  cos  y). 


Für    einen    in  der    unteren   Gurtung    gelegenen    Treffpunkt  rn 
zweier  Diagonalen  folgt  hieraus  bei  gerader  Felderzahl 

771  _ ,           }l  —  7n  - , 
„ ,    cos  -^  3  cos  — -^ 'ä- 

7^2-^  2  2 


(55)  u..--^^     2 

und  bei  uno:erader  Felderzahl 


cos— ^ 


(56) 


lU  =  htg^- 


,    cos  -^  3  sm ^ ^ 


Für  einen  der  oberen  Gurtung  angehörenden  Treffpunkt  m 
zweier  Diagonalen  ergibt  sich  in  ähnlicher  Weise  bei  gerader 
Felderzahl 


(57) 


V,n  =  h  tg^ 


sm  -^  ^  sm 3^ 


und  bei  ungerader  Felderzahl 


(58) 


—  h 


.     in     ,         n  —  m  .  , 
^,     sm  -^  ^  cos ^ ^ 


Nun  wird  für  gerade  Felderzahl  und  unten  liegenden  Treffpunkt  in 


htg' 


m^         n  —  m 
cos  -^r-  cos  — ^ — 
n  ^  ,  \  2  2 


cos  -^  '^' 


hts'~l^\  1  +  sin^ 


.    m  —  1  C-'   •     f^  —  W2  —  1 

sm  — -      ^  sm 


n  +  1 


wV 
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oder,  wegen  des  kleinen  Winkels  -^,  genügend  genau 

(59)  y^-y_^=h  tg^   ^  =  ^^(-f )    =t'^?'- 

Dieselbe  ISTäherungsformel  gilt  auch  für  ungerade  Felderzahl.  Zu 
den  unten  liegenden  Dreieckspitzen  1,  3,  5,  .  .  .,  Rg.  315,  gehören 
positive  A^/,  zu  den  oben  liegenden  Spitzen  2,  4,  6,  .  .  .  negative  A?/. 

Für  die  t^^y  ergeben  sich   jetzt  die   konstanten  Näherungswerte 

(60)  ^hJ  =  ±2^y  =  +^h^'. 

Bei  1,  3,  5,  .  .  .  entstehen  positive,  bei  2,  4,  6,  .  .  .  negative  Momente, 
und  zwar  ist  ohne  A^orzeichen  nach  (51) 

SEJ^hj        3    EJh    , 


(61)  M  = 


A- 


2       a2      ^ 


Für  eine  linkssteigende  Diagonale  erhält  man  nach  (20) 

\  P  4  ¥  1 

Das  gibt 

(62)  i).  =  -(^-^)j'sec9. 

Die  Drucke  0  und  JJ  weichen  nur  wenig  von  —  P  ab.   Der  ge- 
nauere Wert  für  0  lautet  z.  B. 

^"•"~  2  ^     h  h    ' 

und  nach  Streichung  des  ganz  unbedeutenden  zweiten  Gliedes 

(63)  0  =  -f-J^p-. 

Der  größte  Zug  im  Querriegel  ist  (mit   E  =  ^F\  nach  (23) 

Für  die  erste  Diagonale  wird,  wegen  J/o  =  0, 
Ferner  wird 
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und  hieraus  folgt  mit  M^  ='  —  ^V,,  nach  oben  abgerundet, 
(60)  M^  =  —  0,3o r^-^, 

A 

ein  Wert,  der  auch  mit  der  genaueren  Lösung  der  Gleichung  gut 
stimmt. 

Man  findet  ])^<CD,„-  In  "Wirklichkeit  wird  allerdings  durch 
die  an  den  Enden  des  Stabes  angeordnete  steifere  Verbindung  der 
Gurtungen  Dj  vergrößert  werden,  so  daß  es  richtiger  ist,  für  alle 
Spannkräfte  D  den  durch  die  Gleichung  (62)  bestimmten  "Wert  an- 
zunehmen. 

Noch  etAvas  übersichtlicher  und  bequemer  werden  die  abgeleiteten 
Formeln,  wenn  man  die  Bezeichnungen 

(67)  t'  ^ 


^^'"     ^1  +  2y-0.57t' 


12  J 

einführt.     Dann  wird  nämlich  nach  (52) 

(68)  p'=t"t' 
und  /  i 

D  =  -PT'(l-^Y"lsec 

(69)  0=^(1 -t')- 

Das  Biegungsmoment  J/  nimmt  die  Form  an 

und  die  Beanspruchung  der  Gurtung  wird 

0    .    M 

(71)  ao  =  ^(l-T')+^- 

In  den  Ausdrücken  für  D  und   V  darf  schließlich  das  gegen  1 
vernachlässigbare   Glied  -—  y"  gestrichen  werden. 
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Man  erhält  dann  sehr  einfacli 

(72)  D  =  —  PY  sec  9. 

(73)  V=Py'^- 

A 

Betrachtet  man  das  Gurtstück  (m  —  1)  —  (m  -|-  1)  als  einen  an 
beiden  Enden  in  der  EichtuDg  der  Stabachse  gespannten  Stab,  der  in 
der  Mitte  mit   T^  belastet  ist.   so  folgt,   in  Übereinstimmung  mit  (70) 

r2i  _  PhY 
8    ~    4    ' 

Wegen  der  wohl  immer  vorliegenden  exzentrischen  Knotenpunkte 
greifen  nun  in  Abständen  r  von  den  Enden  des  Stabes  und  zwar 
rechts  von  m  —  1  und  links  von  ;/?  +  1  i'^  entgegengesetzter  Richtung 
von  V  Kräfte  ^^   .  ^,  , , 

D  sm  9  =  Py  ^o  9 

an,  und  es  ist  daher  genauer 

..       Ph     ,       p  ,  r         Phi  L        2r 

Das  gibt  eine  kleine  Änderung  von  J/.  die  aber  vernachlässigt 
werden  darf,  da  sie  günstig  wirkt. 

Der  Einfluß  von  y"  auf  den  Xenner  von  7'  (G-leichiing  (67))  ist 
in  der  Regel  veraachlässigbar.  Dann  ergibt  sich  für  D  ein  im  geraden 
Verhältnis  zu  P  stehender  Wert,  und  man  kann  deshalb  schnell  die 
Frage  beantworten,  bei  welcher  zentrischen  Last  P  sich  die  Diagonale 
in  Knickgefahr  befindet.  Sind  z.  B.  Flacheisen  vorhanden,  die  so 
schlank  sind,  daß  die  Euler  sehe  Formel  gilt,  so  findet  man  aus 

D,  =  ^^!^  =  Py'sec9 
den  Wert 

^  =  ^^cos9(^2X  +  ^  +  -^ 

Sehr  einfach  gestaltet  sich  die  Berücksichtigung  der  Werte  A^. 
Da  die  Spannkräfte  V  nahezu  gleich  groß  sind,  so  geht  (30)  nach 
Streichung  von  Mi,„  über  in 

^,,       ,^    Vh    lEFh-' 

^^^  =  ^£^(-px^ \ 

und  hierfür  darf  genügend  genau  gesetzt  werden 


In  (53)  tritt  h  —  l'h  an  die  Stelle  von  h. 
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Der  Einfluß  von  \'h  läßt  sich  also  in  sehr  einfacher  Weise  da- 
durch berücksichtigen,  daß  man  in  den  Formeln  für  die  Spannkräfte, 
Momente  und  Spannumren  a  die  Zahl  y'  mit 

^  PF,         A^ 

multipliziert. 

ZaMenbeispiel.  Es  sei  l  =  600  cm,  ),  ==  60  cm,  n  =  10,  //  =  25  cm. 
Die  Gurtungen  bestehen  aus  zwei  nach  Fig.  307  angeordneten  C-Eisen, 
Xormalprofü  Xr.  30,  mit  J=  495  cm%  F=  58.8  cm-,  e  =  7,3  cm, 
Tr=  J:e  =  67,8cm3,  /  =  \  J:  F=  2,9  cm,  \:i=  21.  Diagonalen 
und  Querriegel  sind  Winkeleisen,  Xormalprofil  60 -40  «7  mm,  mit 
i'd  =  i^,,  =  2  •  6.55  =  13  cm^  für  zwei  zusammengehörende  Stäbe  der 
beiden  Gitterwände.  Es  sei  JE"  ^  2150  t/cm  ^  für  Flußeisen.  Bei  der 
Berechnung  von  y  (s.  Seite  421)  ist  für  d  die  wirkliche  Länge  von  Niet 
zu  Niet  und  für  9  der  wirkliche  Neigungswinkel  zu  nehmen.  Es  ist 
abgerundet  d:\  =  l  und  sec  9  =  1.2,  also 

F    d 

T  =  "^r  -T-  sec-  o  =  6,5. 

Dem  vollwandig  gedachten  Stabe  würde  entsprechen 

J,  =  ^!f-  +  2J=  19365  cm^ 

Es  soll  die  Beanspruchung  des  Stabes  für  eine  am  Hebel  «  =  3  cm 
angreifende  Last  P  =  140 1  berechnet  Averden.  Man  findet  nach 
Gleichung  (41),  Seite  449: 

.._-=^^.       54;.  =  7.83. 


P/2  "     / 

4-0,25 


=  1.184, 


Pa- 


Fk'    ,1,0  1      '. 

4-1  +  2T  — ^TY 


0.050. 


12^ 

1 


1 


0.0128. 


Pa^        2   ' 

Für  zentiischen  Druck  ergibt  sich 

P»  =  —  Pf  sec  9  =  —  8,40  t 

r=  +  P7'^=  + 2.92  t, 
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und  die  Beanspruchimg  der  Gurtung- 
P  Ph 

^0  =  "27^(1  -  T')  +^W^'=  ^'^^^  +  ^'^^^  =  ^'^^^  ^/^''''- 

Infolge  von  a  =  +  3,0  cm  wachsen  D  und  c  nach  Gleichung  (49) 
und  (47)  um 

^  =  ^^^-V?17^i)  =  - 1.45  t, 

^  +  £"?  ^)  v'=  0,179a  ^  0,537  t/cm^. 

Im  ganzen  ist  also 

D  =  —  9,85  t,     c  =  2,31  t/cm  l 

Beurteilen  wir  die  Kuickspannung  des  Gurtfeldes  nacli  der 
Tetmaj  ersehen  Formel,  so  erhalten  wir 

c,  =  3,1  —  0,0114  4  =  2,86  t/cm  2. 
Hierzu  gehört  die  Knickkraft 

0^=^c,F=  2,86  •  58,8  =  168  t. 
Nun  ist  genügend  genau 

Es  wäre  aber  verkehrt,  aus  dieser  Rechnung  auf  die  Sicherheitszahl 
168  :  87  =  1,9  zu  schließen,  da  die  Beanspruchung  nicht  87  :  58.8 
=  l,48t/cm2  sondern  2,31  t/cm ^  beträgt. 

Nehmen  wir  beide  Gitterwände  gleich  belastet  an,  so  ist  für  eine 
Wand  D  =  —  5  t.    Zu  J,  =  4,63  cm*  gehört  i^  =  ^j;VT\  =  0,84  cm 
und  d  :  i^  =  60  :  0,84  =  71.  Die  Kuicklast  beträgt  also  für  eine  Diagonale 
I)  =  6,55  (3,1  —  0,0114  .  71)  =  13,6  t. 

Den  Angriffspunkt  des  auf  den  Querschnitt  der  Diagonale  wir- 
kenden einseitigen  Druckes  D  =  5 1  nehmen  wir  im  Schnittpunkte 
der  Mittellinie  des  längeren  (an  der  Gurtuug  anliegenden)  Schenkels 
mit  der  Nietachse  an.  Er  fällt  fast  genau  mit  der  Achse  des  kleinsten 
Trägheitsmomentes  zusammen;  sein  Abstand  von  der  anderen  Haupt- 
achse ist  1,62  cm.  Vernachlässigen  wir  die  durch  die  Befestigung  der 
Diagonale  mit  "den  Gurtungen  erzeugte,  in  ihrer  Wirkung  nicht  sicher 
zu  beurteilende  Einspannung,  so  erhalten  wir  mit  i^  =  6,55cm2, 
„^J^  =  26,3  cm^     W=  26,3  :  4,06  =  6,5  cm^  nach  §  33: 

Z>.  =  ^^=155t,  v  =  ^  =  31. 
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.;=^+3f  =1,04, 

V  —  1 

,  =    6;0    +  5.0-1^6->.m  ^  Q^g3  ^  ^  ^gg  _  ^  ,jg  ^^^_^, 

D,00  D,0 

Machen  wir  dagegen  die  Annahme,  daß  sich  der  Querschnitt  in- 
folge der  Endbefestigung  der  Diagonale  um  eine  mit  dem  längeren 
Schenkel  parallele  Xullinie  dreht,  so  ist  der  Hebel  von  D  gleich  0,7  cm, 
und  wir  finden  mit  J^  =  8,1  cm*.    T[^=  8,1  :  1,05  =  7,7  cm^ 

D^=48t,       v  =  9.6,       v'=l,15, 
.^0.763+  °-"-y^^^=  1.27  t/cml 

Je  kürzer  die  Diagonale  ist.  desto  näher  wird  a  dem  zweiten 
AVerte  liegen.  Eine  zweite  Unsicherheit  besteht  darin,  daß  die  An- 
nahme der  gleichmäßigen  Beanspruchung  der  beiden  Gitterwände  nie 
erfüllt  wird.  Verteilt  man  die  Spannkraft  D  =  10t  im  Verhältnis 
6  :  4  auf  beide  Wände,  so  liegt  c  zwischen  1,2  •  1,29  =  1,55  und 
1,2  •  2.06  =  2,47.  Bei  dieser  Eechnungsweise  darf  eine  geringe  Über- 
schreitung der  Grenze  Cp  außer  acht  gelassen  w^erden.  AVii'd  jede 
Diagonale  am  Ende  durch  ein  2  cm  starkes  Niet  befestigt,  so  ist  bei 
Z>  =  6  t  der  Lochleibungsdruck  gleich  6  :  0,7  •  2,0  =  4,3  t/cm^  und  die 
Schubspannung  im  Xiet  6  :  3,14  =  1,9  t/cm  2.  Diese  Werte  stehen  in 
einem  angemessenen  Verhältnis  zu  den  hohen  Biegungsspannungen  der 
Gurtungen. 

"Wir  stellen  noch  folgende  Rechnung  an.  Der  Angriffspunkt  von 
P  habe  von  der  Querschnittsachse  1  (Fig.  307)  den  Abstand  a^  und 
von  der  Achse  2  den  Abstand  cio.  Infolge  von  o^  fanden  wir  die 
Biegungsspannung  der  Gurtung  5^  =  0.179«!.  Um  den  Einfluß  von 
«o  für  sich  allein  zu  bestimmen,  berechnen  wir  für  die  Achse  2  mit 
j;=  2 -8026  =  16032: 

_  ^^EJ,   _  21220-16052  _ 
^"-        P~-        36ÖÖÖ0        -y*^^' 

P.  _  946  _  6,76  +  0,25  _ 

'-^--"140"-^''^'         '-         5:76         -^''^^ 

und  finden  mit   TU,  =  2  •  535  =  1070 


140..,  ^^22 


1070 


Wir  erhalten  dann  mit  c^  =  1.776  annähernd 

0  =  1.776  +  0.179  a^  -f  0,160  a. 
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Mit  r/j  =  a  cos  4»,     «,  =  a  sin  'Xi  folgt 

c  =  1,776  +  r/  (0,179  cos  U;  +  0,160  sin  -i;), 


und  hieraus 


G_  =  1,776  4-  a  V0,179^+  0,1602  ^  i  776  _|_  o,240r/. 

Dem  Hebel  a  =:  3  cm  entspricht  a  =  2,436  t/cm  2. 

Es  möge  nunmehr  an  dem  vorliegenden  Zahlenbeispiele  noch  die 
Anwendung  der  genaueren  Gleichungen  gezeigt  werden,  schon  um  die 
Zuverlässigkeit  der  ISTäherungsformeln  zu  prüfen. 

Wir  setzen  zunächst  r/  =  0  und  berechnen  aus  (68) 
p'=  t"t'=  0,0040 
und  mit  (55)  und  (57)  die  Werte 

+  0,02525         A2// 
7/1  =  0,02525  —0,05009 

—  0.02484 

2/2  =  0,00041  +0,04999 

+  0,02515 
^3  =  0,02556  —0,05010 

—  0,02495 

;?y^=  0,00061  +0,05000 

+  0,02505 
2/5=0,02566  —0,05001 

—  0,02505. 

Es  ergeben  sich  also  in  der  Tat  für  die  ersten  und  zweiten  Diffe- 
renzen der  y  die  früher  gefundenen  konstanten  Werte 


die 


±A2/  =  -^|'=  0,025, 

±A2//  =  ^  =  0,050. 

Zur  Berechnung    der  Momente 

'    erhalten    wir    mit    J/^  =  0 

Gleichungen  (17): 

4.¥,  +  J/,  =  +A' 

ilfi  +  4J4  +  J/3  =  — A' 

A-^x  6:^/A2y  =  88,7. 

j^4  +  4J/3  +  J/,  =  +  A 

J/3  +  4J/,+  J4  =  — A 

A 

3/^+4J4  +  J/,  =  +  A^ 

Die  Lösungen  sind  in  tcm: 

3/,  =  + 0,366  A'=  + 32,5 

J4=  — 0,497  A=  — 44,1 

l/jj  =  — 0,464  A'=  — 41,2 

J4  =  + 0,499  A'=  + 44.3 

1/3  =  + 0,490  A=  + 43,5 
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Das  stimmt  wieder  mit  den  zu  den  einfachen  Formeln  führenden 
Annahmen  J/=±0,5  K  und  J/^  =  0.35  A'.  Den  Ersatz  des  Sonder- 
wertes J/j  durch  0,5  A'  haben  wir  bereits  durch  die  an  den  Enden 
stets  vorhandene  steifere  Verbindung  der  Gurtungen  begründet.  Der 
Näherungswert  für  das  Moment  in  der  Mitte: 

_V=Z^  =  43,8 
4 

stimmt  ebenfalls  gut  mit  der  vorliegenden  Berechnung,  und  das  gleiche 
gilt,  mit  m  =  5,  für 

D.  =  [Pi;,.  -  //._,)  -  2  (M.  -  .l/._.)]  ^ 

=  [P0.025  —  2  (44,3  +  44,1)]  ^  =  —  8,31  t. 

Die  Nähenmgsformel  lieferte  D  =  —  8,40  t. 

Um  den  Einfluß  des  Hebels  a  zu  prüfen,  berechnen  wir  aus 
p  =  0.0128  die  Werte 

cos^  =  1—4-?  =  0.9936,     ^  =  6«  29' 

-^t  =  5^  =  32025'*) 
und  erhalten  mittels  der  Formel 


in  cm  die  AVerte  für  a  =  3 


sec -^ '^  cos  1 -^  —  m\t  —  1 


0,19592 
?/i  =  0.195  92  —  0,040  87  =  A  ^^2 

0,15505 
//2  =  0,35097  —  0,04287  =  L^y^ 

0,11218 
7/3  =  0,46315  —  0,04429  =  A^y^ 

0,06789 
//^=  0,53104  —  0,04516  =  lHj^ 

0.022  73 
v/5  =  0,55377  —  0,04546  =  A^^/g 

—  0.022  73 


*)  "Wir  benutzen  die  Gelegenheit,  unseren  Näherungswert  sec  —  ä  =  V(S.451) 
zu  prüfen.     Wir  fanden  früher  v' =  1,184  und  erhalten  jetzt  sec  32*^25' :=  1,185. 
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Die  Gleichungen 


J/._,  +  4J4 

-f^V...=        ^^A., 

«  +  i  — 

1773.75  A2^„. 

+  1 

la 

uteu  jetzt 

4J/,+  34  = 
J/,+  4J4  +  J/3  = 

J/3  +  4J4+J/,= 

72.5 

76.0 
78.6 
80.1 

si( 

3  liefern  in  tcni 

80,6 

JA 

=  15,16         J/,=  11.87 
J4=  13.40         J4  = 

J/3  = 

=  18.45. 

:  13.35 

ü 

Qsere    frühere 

Annahme    annähernd    gleich    großer  Momente 

w 

rd 

Auch  die  Formel 

,^       ^EJh        8  .  2150  •  495  •  0,554        ,,,  ,, 

^^=  —[^  = 36ÖÖ0"0 =  ^^'^  *^^^ 

liefert  einen  brauchbaren  Wert. 
Der  größte  Druck 


0„  =  P 


h  h 

ist 

2o  25 

und  die  Gurtspannung  infolge  a: 

19     ,    13,45        ..„ 

°=58:8  +  ^7X  =  °-''21' 

sie  unterscheidet  sich  nur  wenig  von  der  früher  berechneten  Spannung 

c  =  0,537. 

Der  größte  Druck  B  ist  annähernd 

^        Pij,  140 . 0,196  ,  ^       ^  _,^  ^ 

D  =  — p-  sec  9  = =^ 1,2  =:  1.32  t. 

h  ^  25 

Früher  erhielten  wir  1,45  t. 

Um  noch  nachträglich  den  Einfluß  von  [x'  und  ijl"  in  Gleichung  (13), 
Seite  445  zu  prüfen,  berechnen  wir  für  den  einer  zentrischen  Be- 
lastung entsprechenden  Gurtdruck  70  t  nach  (14) 

jx"  =  1  +  -|-.  0,0158  =  1,0276. 


Nim  ist 
und  mit 
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.r  3 EJ    ^^ 

2|JL    [JL  A^  "' 

Die  Ziffern  [jl'  luid  tj."  kann  man  also  berücksichtigen,  indem  mau 
J=  495  ersetzt  durch 

,^==493. 


2[j.'  — [x' 

In  diesem  Falle  sind  daher  die  Abweichungen  der  Größen  \k 
und  {Jl"  von  1  einflußlos. 

Handelt  es  sich  um  den  Einfluß  von  «,  so  wird 

gesetzt,  und  es  tritt  an  die  Stelle  von  J  der  Wert 

3J 
Sfx'  +  fx"' 
Rechnet    man    durchweg  mit    0  =  90  t,    so   findet  man  für  die 
stärker  gedrückte  Gurtung  J=  483.     Auch  diese  Änderung  hat  nur 
einen  unwesentlichen  Einfluß. 

Sollen  schließlich  noch  die  Mi  berücksichtigt  werden,  so  muß 
man  Y  multiplizieren  mit 

1-2^'     ^     ^^'-1-2   3,0,58,8     25^  _ 

Auch  diese  Verbesserung  darf  unterbleiben,  um  so  mehr  als  sie 
die  Kräfte  D,  V  und  die  Biegungsspannungen  c  etwas  verkleinert. 
Schließlich  darf  nie  außer  acht  gelassen  werden,  daß  alle  hier  vor- 
getragenen Eechnungen  aus  den  auf  Seite  435  hervorgehobenen 
Gründen  nur  Näherungswerte  liefern. 

Wir  wollen  schließlich  noch  prüfen,  welche  Knicklast  P^  die 
Näherungsformeln  für  den  untersuchten  Stab  liefern.  Die  Gleichung  (39), 
Seite  449.  kommt  nicht  in  Beti'acht,  da  die  hiernach  berechnete 
Spannung  Pfc :  2  i^.  die  doch  nur  einen  Teil  der  Beanspruchung  c^  für 
zentrischen  Druck  bildet,  schon  weit  größer  ist  als  Cp. 

21  XI 

Die  Formel  von  Engesser  liefert  mit  -—  =  48,  -j  =  Y(V^  ^  ^^  ^•^' 

P=58.8  nach  Gleichung  (49'),  Seite  439: 

48  2 
m-  = ^- =  3420,         m  =  58,5 

1 ^ 

100 

P,  =  (3,1  —  0,0114  •  58;5)  2 
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Die  Formel  von  Krohn  gibt  mit  a  :  /  =  60  :  2,9  =  21 

^-  ==  -^^^^-i^~  (^'1  -  0,0114  ■  21)  58,8  ==  271  t 

Do  •  ^O 

und  die  Abschätzungsformel  des  Verfassers 
_J00/^/  J. 

200  •  25 
^' = -I0ÖT26+ MO  (3'1  -  0'«"*  •  21)  58.8  =  265  t. 

Entscheidet  man  sich  für  die  Belastung  P  =  70  t,  so  sind  die 
Sicherheitszahlen  auf  Grund  der  K^äherungsformeln:  4,1,  3,9,  3,8. 
Die  Unterschiede  sind  belanglos.  Man  darf  aber  nicht  behaupten, 
daß  für  a  =  0  die  Last  P=  70  t  nur  c  =  70  :  2  •  58,8  =  0,60  t/cm^ 
und  P=  140  t  nur  a  =  1,20  t/cm  ^  erzeugt.  Im  zweiten  Falle  entsteht 
bereits  a=l,78,  und  diese  Beanspruchung  würde  durch  einen  für 
/  =  600  cm  nicht  zu  hoch  bemessenen  Hebelarm  a  =  3  cm  bis  auf 
2.5  t/cm  2  steigen.  Die  zu  diesem  Ergebnis  führende  Rechnung  wird 
natürlich  besonders  wichtig,  wenn  es  sich  nicht  nur  um  sogenannte 
Fehlerhebel  handelt,  sondern  um  eine  ausgesprochene  Beanspruchung 
auf  einseitigen  Druck. 


Müller-Breslau,  Festigkeitslehre.    4.  Aufl.  30 


Literatur. 

Die  ei-sten  AnwencUmgen  des  Satzes  von  der  Arbeit  auf  Aufgaben  der  Festig- 
keitslehre finden  sich  bei  Clapeyron,  welcher  die  von  Navier*)  aus  dem  Prin- 
zipe  der  virtuellen  Verschiebungen  gefolgerte  allgemeine  und  einzige  Bedingung 
für  das  Gleichgewicht  zwischen  den  inneren  und  äußeren  Kräften  eines  elastischen 
Körpers  anwendet  und  in  diese  an  Stelle  der  virtuellen  die  wirklichen  elastischen 
Verschiebungen  einführt.  Indem  er  hierbei  die  Annahme  eines  spannungslosen  An- 
fangszustandes macht  und  voraussetzt,  daß  in  jedem  Punkte  des  Körpers  die  anfäng- 
liche Temperatur  herrscht,  erhält  er  die  von  ihm  später  zur  Berechnung  der  Durch- 
biegung von  Federn  benutzte  Gleichung: 

^^Qr  =  Ä**). 

Lame  nennt  diese  Gleichung  in  seinen  „Lernens  sur  la  theorie  mathematique 
de  l'elasticite  des  corps  solides"  (Paris  1852  und  1866)  das  Clapeyronsche  Gesetz, 
er  erläutert  es  an  mehreren  Beispielen  und  hebt  seine  Wichtigkeit  füi-  die  Statik  der 
Bauwerke  hein-or. 

Im  Jahre  1864  entwickelt  Clerk  Maxwell  in  der  im  Philosophical  Magazine, 
Band  27,  Seite  294,  abgedruckten  Abhandlung:  „On  the  calculation  of  the  equilibrium 
and  stiffness  of  frames"  mittels  des  Clapeyronschen  Gesetzes  die  erste  allgemeine 
Theorie  des  Fachwerks,  indem  er  für  die  Berechnung  der  statisch  unbestimmten 
Größen  die  Gleichungen: 

0  =  25'  (,So  +  S'X'  -f  S"X"  +  S"'X"'  +  .  .  .)  -^ 

aufstellt  und  das  im  §  9  dieses  Buches  der  „Maxwellsche  Satz"  genannte  wichtige 
Gesetz  von  der  Gegenseitigkeit  der  elastischen  Verschiebungen  beweist.  Maxwell 
war  der  erste,  welcher  eine  Beziehung  zwischen  der  Längenänderung  As  eines  Stabes 
und  der  durch  sie  verursachten  Verrückung  S  eines  Knotenpimktes  in  der  "Weise 
bestimmt,  daß  er  das  Fachwerk  als  eine  Maschine  auffaßt,  mittels  welcher  eine 
treibende  Kraft  P  einen  Wideretand  S  überwindet.  Die  Vergleichung  der  von  P 
und  S  geleisteten  Arbeiten  vollzieht  er  mit  Hilfe  des  Gesetzes 

(1)  i-P8==|.5'A., 

indem  er  P  und  ,S'  als  Ki-äfte  auffaßt,  die  von  Null  aus  allmählich  anwachsen.  Die 
auf  diesem  Wege  abgeleitete  Grundgleichung 

(2)  YP8  =  ^SAs 

ist  übrigens  von  dei-selben  allgemeinen  Bedeutung,  wie  die  unmittelbar  aus  dem 
Prinzip  der  virtuellen  Verrückungen  gefolgerte  Bedingung  SPS  =  2 5 As.  Denn 
solange  es  sich  nur  um  die  Erfüllung  der  Gleichgewichtsbedingungen  handelt,  ist  die 


*)  Mem.  de  l'acad.  des  sciences  1827,  Seite  388. 
**)  Vgl.  die  .Anmerkung  auf  Seite  274  dieses  Buches. 
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Größe  der  Elastizitätsziffern  E  und  Querschnittsinhalte  F  der  Stäbe  gleichgültig,  und 
man  kann  daher  auch  mit  Hilfe  der  aus  dem  Clapevron  sehen  Gesetze  gefolgerten 
Gleichung  (2)  leicht  auf  den  von  Mas  well  nicht  berücksichtigten  Einfluß  von 
Temperaturänderungen  schließen,  ebenso  wie  man  beobachteten  Stützenverschiebungen 
durch  Anbringung  von  Auflagerstäben  mit  passend  gewählten  Querschnitten  Rech- 
nung tragen  kann.  Dem  Fehlen  praktischer  Beispiele  ist  es  wohl  zuzuschreiben,  daß 
die  Max  wellsche  Arbeit  längere  Zeit  nicht  die  verdiente  Anerkennung  gefunden  hat. 

Die  erste  Ableitung  der  Maxwellschen  Gleichungen  imd  Gesetze  auf  dem 
küi'zeren  "Wege  der  Benutzung  des  Prinzips  der  virtuellen  Yerrückungen  rühi't  von 
Mohr  her.  Seine  Beiträge  zur  Theorie  des  Fachwerks  in  der  Zeitschrift  des 
Architekten-  und  Ingenieurvereins  zu  Hannover  1874  und  1875  enthalten  die  ersten 
wichtigen  Anwendungen  der  Maxwellschen  Theorie.  Mohr  stellte  auch  zuerst  die 
elastische  Linie  des  geraden  Stabes  tmd  die  Biegungslinie  des  Fachwerks  mit  Hufe 
des  Seilpolygons  dar. 

Im  Jahrgange  1884  der  Zeitschrift  des  Architekten-  imd  Ingenieiu-vereins  zu 
Hannover  veröffentHchte  Krohn  eine  Herleitung  des  Maxwellschen  Satzes  imd 
zeigte  seine  Anwendung  auf  die  Ennittlung  der  Einflußlinie  für  den  Horizontalschub 
eines    Zweigelenkbogens ,    und    im   Jahrgange    1885    derselben   Zeitschrift    gab   der 

Verfasser    die    allgemeine    Deutung    der    Einflußlinien    der    Simimen  SÄ, 450^^-=-, 

2  Sq  Sb  -=y=r ....  als  Biegungslinien,  ohne  hinsichtlich  der  Größen  X  einschränkende 

Voraussetzungen  zu  machen.  Schließlich  stellte  der  Verfasser  in  der  ersten,  1886 
erschienenen  Auflage  des  vorliegenden  Buches  nach  einer  Enveitenmg  des  Maxwell- 
schen Satzes  die  allgemeinen  Elastizitätsgleichimgen 

i>a  4-  §„  —  8„,  =  2P„S,„„  —  Xa8„a  —  A'j  S„  ö  —  .    .   . 

auf,  deren  Gültigkeit  nicht  auf  das  Fachwerk  beschränkt  ist. 

Neben  den  Maxwellschen  Sätzen  bilden  die  Sätze  von  Castigliano  die 
Grundpfeiler  der  gegenwärtigen  Theorie  der  statisch  unbestimmten  Konstruktionen. 
Man  darf  sogar  behaupten,  daß  der  Einfluß  Castiglianos  insofern  der  größere 
gewesen  ist,  als  die  Untersuchungen  dieses  leider  so  früh  verstorbenen  Forschers 
sich  nicht  auf  die  verhältnismäßig  einfache  Theorie  des  Fachwerks  beschränkten.  Das 
hervorragende  Werk  Castiglianos:  „Theorie  de  l'equilibre  des  systemes  elastiques-' 
enthält  eine  Fülle  wichtiger  Anwendungen  auf  verschiedenen  Gebieten  der  Festigkeits- 
lehre und  der  Statik  der  Baukonstruktionen.  An  seiner  Spitze  steht  der  mit  Hilfe 
des  Clapeyronschen  Gesetzes  entwickelte  Satz  von  der  Abgeleiteten  der  Fonn- 
änderungsarbeit  sowie  der  aus  diesem  gefolgerte  Satz  von  der  kleinsten  Formänderungs- 
arbeit. Den  letzten  Satz  gab  bereits  früher  Menabrea  in  der  Abhandlung:  „Xou- 
veau  principe  sur  la  distribution  des  tensions  dans  les  systemes  elastiques"  [Comptes 
rendus  1858,  I,  Seite  1056]*);  eine  eigenai-tige  Herleitung  veröffentlichte  Fränkel 
(1882)  in  der  Zeitschrift  des  Architekten-  und  Ingenieurvereins  zu  Hannover. 

Bemerkenswert  ist,  daß  auch  Daniel  Bernoulli  ein  Gesetz  der  kleinsten  Bie- 
gungsarbeit gerader  Stäbe  aufstellte  und  E  u  1  e  r  brieflich  mitteilte  **).  E  u  1  e  r  macht  hier- 
von Gebrauch  in  der  seinem  berühmten  "\^'erke:  „Methodus  inveniendi  curvas  maximi 
minimive  proprietate  gaudentes"  angehängten  Abhandlung:  „De  cm^vis  elasticis".  in 
welcher  er  bei  der  Untersuchung  der  elastischen  Linie  eines  geraden  Stabes  gleichen 
Querschnitts  und  gleicher  Elastizität  von  dem  Satze  ausgeht:  ut  inter  omnes  cun-as 
ejusdem  longitudinis,  quae  non  solum  per  pimcta  Ä  et  B  transeant,  sed  etiam  in  his 


*)  Man  sehe  auch:  Comptes  rendus.  1884,  S.  174. 
**)  Vgl.  Fuß,    Correspondance    mathematique    et  physique,    Tome  H,    S.  iö'i 
507,  533. 
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piinctis   a   rectis   positione    datis    tangantm-,    definiatur   ea   in    ijua   sit  valor  hujus 

exi)ressioiiis  j-^  miniraus.     Hierbei    bedeutet   ds   das   Bogenelement   und    i?   den 

•^  11/ 

Krümmungsradius.      Setzt   man  -jj  =  -^rr,    so    erhält   man,    da  EJ=  Konsf.  ist: 

I  ^:yyY~  ^'"  niinimum .    Das  Integral :    /  -™-  nennt  B  e  r  n  o  u  1 1  i  die  „vis  potentialis". 

Zu  den  neueren  Methoden  der  Statik  zählt  auch  die  kinematische  Unter- 
suchung statisch  bestimmter  Systeme.  Sie  schlägt  den  umgekehrten  AA'"eg  ein  wie 
die  Maxwellsche  Arbeit.  Das  Ziel  der  Max wellschen  Theorie  des  Fachwerkes  ist 
die  Verwertung  der  Arbeitsgleichung 

zur  Bereclinung  der  Formändenrngen  statisch  bestimmter  Fachwerke  aus  den  auf  stati- 
schem Wege  gefundenen  Spannkfäften  S  imd  deren  Verwertung  zur  Untersuchung 
statisch  unbestimmter  Systeme;  die  gesuchte  Größe  ist 

(!)  S  =  2-^As. 

Die  kinematische  Theorie  des  Fachwerkes  verfolgt  das  entgegengesetzte  Ziel:  die 
Berechnung  der  Spannkräfte  aus  den  Verschiebimgen  6;  die  gesuchte  Größe  ist 

(11)  «=^^''- 

Die  erste  Herleitung  der  .S'  aus  den  auf  geometrischem  Wege  gefundenen  8  gab  der  Ver- 
fasser in  der  Schweiz.  Bauzeitung  1887  (Mai)  und  im  Band  I  seiner  Graphischen 
Statik  1887  zunächst  für  das  ebene  Fachwerk.  Dann  folgten  die  Arbeiten  von 
R  Land  in  der  Schweiz.  Bauzeitimg  1887  (Nov.)  und  der  Zeitschrift  des  Öster- 
reichischen Architekten-  und  Ingenieurvereins  1888.  Die  kinematische  Berechnung 
des  Raumfachwerks  entwickelte  der  Verfasser  im  Jahrgange  1892  im  Zentralblatt  der 
Bauverwaltimg.  Ein  Teil  dieser  Untersuchung  wurde  im  §  31  des  vorliegenden 
Buches  wiedergegeben;  der  hier  eingeschlagene  AVeg  besteht  aus  einer  Verbindung 
der  Grundgleichungen  I  und  H.  Bereits  1880  hatte  Föppl  in  seinem  Buche  ., Theorie 
des  Fachwerkes"  ausgesprochen,  daß  man  beim  statisch  bestimmten  Fachwerk  zu  einer 
Gleichung  mit  nur  einer  Unbekannten  S  gelangt,  wenn  man  einem  Stabe,  und  nur 
diesem  allein  eine  verschwindend  kleine  Längenäuderung  zuschreibt,  und  auf  den 
dadurch  eindeutig  bestimmten  Bewegungszustand  des  Fachwerks  das  Gesetz  der  ^•ir- 
tuellen  Verräckimgen  anwendet.  Föppl  hat  aber  diesen  Gedanken  nicht  weiter 
verfolgt  und  deshalb  ist  wohl  diese  Stelle  seines  Buches  nui-  von  wenigen  bemerkt 
worden*). 

Wir  schließen  mit  der  Anführung  einiger  Schriften,  in  denen  der  Leser  weitere 
Anwendungen  der  in  diesem  Buche  vorgetragenen  Gesetze  findet. 

1.  Castigliano,  Theorie  de  VequUibre  des  systemes  clastiques  et  ses  applicatiotis, 
Turin  (bei  Negro),  1879. 

2.  Intorno  ad  una  proprietä  dei  sistemi  elastiei.    Atti  della  Accademia  delle 

Scienxe  di  To7-ino,  Juni  1882;  enthält  eine  sehr  allgemeine  Entwicklung  des 
Max  well  sehen  Lehrsatzes  und  einen  Bericht  über  den  Satz  von  Betti,  vgl. 
Seite  276  unseres  Buches. 


*)  Verfasser  wurde  erst  später  durch  ein  Eeferat  von  Henneberg  auf  diese 
Stelle  aufmerksam  gemacht. 
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3.  Fränkel,  Das  Prinzip  der  Idcindoi  Arbeit  der  inneren  Kräfte  elastischer 
i'iysteme  und  seine  Anwendung  auf  die  Lösujtg  baustatischer  Aufgaben,  Zeit- 
schrift des  Architekten-  und  Ingenieurvereins  zu  Hannover  1882,  Seite  63. 

4.  Föppl,   Theorie  des  Fachwerks,  Leipzig  1880. 

5.  Das  Fachwerk  im  Räume,  Leipzig  1892. 

6.  Gebbia,  Una  qiiestione  di  priorita  su  alcune  contribuxioni  alla  teoria  dei 
sisfenii  articolafi,  II  Politeclinico  1891. 

7.  Henneberg,  Statik  der  starre?i  Systeme,  Leipzig  1886. 

8.  Konen,  Vereinfachtmg  der  Berechnung  kontinuierlicher  Balken  mit  Hilfe  des 
Satzes  von  der  Arbeit,  Wochenbl.  f.  Archit.  u.  Ing.  1882,  Seite  402. 

9.  Theorie  gekrümmter  Erker-  und  Balkonträger,  Deutsche  Bauzeitung  1885, 

Seite  607. 

10.  Krohn,  Der  Satx.  von  der  Gegenseitigkeit  der  Verscliiebungen  tmd  Anwendung 
desselben  xur  Berechnung  statisch  unbestimmter  Fachwerkträger,  Zeitschr.  des 
Archit.-  u.  Ing.-Yer.  zu  Hannover  1884,  Seite  269. 

11.  Land,  Die  Gegenseitigkeit  elastischer  Formänderungen  usw.,  Wochenblatt  für 
Baukunde  1887,  Seite  14. 

12.  Über  die  Ermittlung  und  die  gegenseitigen  Beziehungen  der  Einflußlinien 

für  Träger,  Zeitschr.  f.  Bauwesen  1890,  Seite  165. 

13. Die  Ermitthtng  der  Spannung sverteilung  und  des  Kerns  usw.,   Zeitschr. 

f.  Bauwesen  1892*). 

14.  Landsberg,  Ebene  Fachicerksysteme  mit  festen  Knotenpunkten  tmd  das  Prinzip 
der  Deformationsarbeit,  Zentralblatt  der  Bauverwaltung  1885,  Seite  165. 

15.  Dächer  und  Dachstuhlkonstriddionen ,  Handbuch  der  Architektur,  3.  Teil, 

2.  Band,  4.  Heft.     2.  Aufl.  1901,  Seite  148. 

16.  Beitrag  zur  Theorie  des  räumlichen  Fachwerks  ^  Zentralblatt  der  Bau- 
verwaltung 1903,  Seite  221  u.  361. 

17.  Melan,  Berechnung  eiserner  Hallengespärre  unter  Anaendung  des  Satzes  von 
der  kleinsten  Arbeit,  AYochenschr.  des  österr.  Archit.-  u.  Ing.-Ver.  1883,  Seite  149 
und  162. 

18.  TJber  den  Einfluß  der  Wärme  auf  elastische  Sgsteme.    Ebendaselbst  1883, 

Seite  183  u.  202. 

19.  Beitrag   zur  Berechnung  statisch  unbestimmter    Stabsysteme,   Zeitschrift 

des  österr.  Archit.-  u.  Ing.-Yer.  1884,  Seite  100. 

20.  Mohr,  Beitrag  uir  Theorie  des  Fachwerks,  Zeitschrift  des  Archit.-  u.  Ing.-Yer. 
zu  Hannover  1874,  Seite  509  und  1875,  Seite  17. 

21. Beifrag  zur  Theorie  der  Bogenfaehicerkträger.    Ebendaselbst  1881,  S.  243. 

22.  Müller-Breslau,  Der  Satz  von  der  Abgeleiteten  der  ideellen  Formänderungs- 
arbeit, Zeitschr.  des  Archit.-  u.  Ing.-Yer.  zu  Hannover  1884,  Seite  211. 

23.  Zur  Theorie  der  durch  einen  Balken  versteiften  Kette.    Ebendaselbst  1883, 

Seite  347.     Diese  Arbeit  schließt  sich  an   den   in  derselben  Zeitschi'ift   1881, 
Seite  57  von  demselben  Yerfasser  veröffentlichten  Aufsatz  an. 

24.  Vereinfaclmng  der  Theorie  der  statisch  unbestimmten  Bogenträger.  Eben- 
daselbst 1884,  Seite  575.  Ein  Sonderabdruck  erschien  bei  Schmor  1  u.  von 
Seefeld  in  Hannover. 

25.  Theorie  des  durch  einen  Balken  verstärkten  steifen  Bogens.,  Zivilingenieur 

1883,  Seite  13. 

26, ■  Influenzlinien  für  kontinuierliche  Träger  mit  drei  Stützpunkten.,  "Wochen- 
blatt f.  Archit.  u.  Ing.  1883,  Seite  353. 

*)  Der  bekannte  Satz  zab  =  oba  (Seite  91  unseres  Buches)  wird  hier  mittels 
des  Max  well  sehen  Satzes  bewiesen  und  zur  Bestimmung  der  Einflußlinie  für  a 
benutzt. 
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27.  Müller-Breslau,    Über  bmiituderliche  Böyoi  und  Balkrn.     Ebendaselbst  1884. 

28.  Zur  Theorie  der  Versteifumj  labiler  taid  flexibler  Boyeuträger,  Zeitschr. 
f.  Bauwesen  1883,  Seite  312. 

29.  Beifrag  \ur  Theorie  des  durch  einen  Balken  versteiften  Bogens.  Eben- 
daselbst 1884,  Seite  323. 

30.  Beitrag  Mir  Theorie  des  Fachwerks,  Zeitschr.  des  Archit.-  u.  Ing.-Ver.  zu 

Hannover  1885. 

31.  —  Elastixitätstheorie  der  nadi  der  Stütxlinie  geformteti  Tonnengewölbe^ 
Zeitschr.  f.  Bauwesen  1886. 

32.  Beitrag  xur  Theorie  der  ebenen  elastischen  Träger^  Zeitschr.  des  Archit.- 

u.  Ing.-Ver.  zu  Hannover  1888,  Seite  605. 

33.  Beifrag  xur  Theorie  der  ebenen  ela^tischefi  Träger,  Zentralblatt  der  Bau- 
verwaltung 1889. 

34. Über  einige  Aufgaben  der  Statik,  welche  auf  Gleichungen  der  Clapeyronschen 

Art  führen,  Zeitschr.  f.  Bauwesen  1891. 
35.  Die  graphische  Statik  der  Baukonstnüctionen,  Bd.  II,  Abt.  1,  1892,  1901, 

1907.     Leipzig.  Abt.  II,  1908. 
36. Beitrag  xur  Theorie  des  7-äumlichen  Fachwerks,  ld>%2.    Berlin,  Ernst  u.  Sohn. 

37.  Über  die  Bcrcclinung  statisch  unbestimmter  Auslegerbrücken,  Zentralblatt 

der  Bauverwaltung  1898. 

38.  Über  rmimliche  Fachwerke,  Zentralblatt  der  Bauvenvaltung  1902. 

39.  Beiträge  xur  Them-ie  der  Windverstrebungen,  Zeitschr.  f.  Bauwesen  1904. 

40.  Ovazza,  Sul  calcolo  delle  deformaxione  dei  sistetni  articolati.  Atti  della  Aca- 
demia  delle  Scienze  di  Torino,  vol.  XXIII,  1888. 

41.   Sul     calcolo    delle    freccie    elastice    delle    travi    reticolari,    ebendaselbst, 

vol.  XXIII,  1888. 

42.  Stelzel,  Berechnung  der  Ferdinandsbrücke  in  Grrax.  Enthalten  in  der  Schrift: 
V.  Gabriel y  u.  "Winter,  Ferdinandsbrücke  in  Graz,  Mitteilungen  des  Poly- 
technischen Klubs  in  Graz  1883. 

43.  Schlinck,  Statik  der  Raumfachwerke,  Leipzig  1907. 

44.  SwaiD,  On  thc  application  of  the  principle  of  virtual  velocities  to  the  determi- 
natiou  of  the  deflection  and  sfresses  of  frames.  Journal  of  the  Franklin 
Institute  1883,  Februar  bis  April,  Seite  101,  194,  250. 

45.  Weyrauch,   Theorie  elastiselier  Körper,  Leipzig  1884. 

46.  Aufgaben  zur  Theorie  elastischer  Körper.     1885. 
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48.  Winkler,  Berechnung  der  Windverstrebungen  in  Brücken  mit  zwei  Trägern, 
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